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  الجبر  

    مع تمارين وأمثلة محلولة الحدوديات  : 7مذكرة رقم   

  : ا��رسا�ھ�اف ا���رات ا���
��ة ��  
  

  
  
  
  
  
  
  
I.:��
  %���' "�ود�&  و %$�وي "�ود�
  :1:  �	�ل +أ�	(& و %)�ر�: %���' "�ود�& )1

)ا������ ) 3 21 1
2

2 3
P x x x x= − + −  
     ����  ��ود�

31

2
x
 .    3���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�

22x−
 .2���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�
  

x 
1.    1���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�

3
− 
   0���� �� ا���ود�
 �� ا��ر�

31ا��� ا���� در�
 ھ�

2
x,  3ا���د  �������� در�
 ا���ود�
.   و 

0 3d P =  

� ! � :�2	�ل ��
 و "���# ��ود�
 �� ا��ر�
 ا�و�� "��� ��ا

:#�$ax b+ %��a ∗∈ℝ.  

2ا������:�3	�ل  2 5x x+ �)' "���ي ! � +� 
  .��x* (��ود�

)ا���ود�
::�4	�ل  ) 4 33 7 3P x x x x= + −   .4در��)' +

3  
ھ� ��'�#  0,  3ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�
  1.  4ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�
 
  .2ا��� �� ا��ر�

7-  
  .0ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�
 3,  1ھ� ��'�# ا��� �� ا��ر�

���/ !'دة ���ود�
 (-�� ا����ز:  ( )P xأو( )Q x أو( )R x أو( )S x 

........  

:
����� ا���ود� ( ) 2 3 44 3P x x x x x= − + + + .  



 ا���ود�)'�� ����( )P x  � !::#�$ 

( ) 4 3 24 3P x x x x x= − + + +   

��4ل إ�1' ر"�1'   ( )P x.
 "��' � �4ى ا��/ا���

و در��)' ان أ��� :��%  ت��د �� (�� ا���'(�� ا��'��
  ا��� ود�':  ��%1��

a ∈ℝ  

( ) 3 21 2
3

4 2
P x x x= + )و       − ) 22Q x x x x= − −   

( ) 25 4 5R x x x= + )و   − ) 2 45
2 7

3
M x x x x= + + −  

( ) 2 1
3N x x

x
= + )و     + ) 4O x )و    = ) ( ) 4 21 1E x a x x x= − + + +     

)ا��.اب :  )P xو.
��3dود� P )و �= )Q x   .
���8 (��ود�

)و )R x   .
  ���8 (��ود�

( )M x و   .
��4dود� P =�  

  
  

( )N x.
  ���8 (��ود�

( )O x و   .
��0dود� P =�  

( )E x   .
  ��ود�

1a:  1ا�/��& =  2d P 1:  2ا�/��&     �= 0a − ≠ 91��1a ≠   

4d P =�  
 "�'وي =>�ا.  ا���ود�
 ا�����1
 ھ9 ا���ود�
 ا��9 ���; ��'�:")': %)��+ )2

)أي  ) 0P x = #��x��ℝ.  

  ا���ود�
 ا�����1
 ���8 �)' در�
. �(/.ظ&:
3( :��
 %$�وي "�ود�

����� ا���ود���� ا��'����� : ��2ط  :   

( ) 3 22 2 3P x x x x= − + )و   − ) ( ) ( ) ( )22 2 1 2 3Q x x x x x= − + − +  

)��د در�
 ا���ود����  .1 )P x و( )Q x  

  �'ذا ":�? ؟ .2
3d)  1ا��.اب 
(3 ا���2ط  : P =�  

   
�� "���� در�
 ا���ود���A( )Q x  Bوا����� �C1ا� ��) Aا  

( ) ( ) ( )( )2 3 2 22 2 1 2 3 2 4 2 3 2 3Q x x x x x x x x x x= − + − + = − + + − −  

( ) 3 22 2 3Q x x x x= − + −   D13و�d Q =�  

2 4"5�  ( 
  أ�E' أن ��'�:ت ا���ود �� �>* ا��ر�
 ���'و�

��4ل ان : ( )P x =( )Q x  

�>* ا��ر�
 و�6�7&:  '�(� 8���ن ��ود��'ن ���'و���� اذا و B4F اذا �'"  
 �'�.
  8 ��'�:ت ا���ود �� �>* ا��ر�
 ���'و�

����� ا���ود����:  ��%2��( )P x و( )Q x :%��)  

 ( ) ( ) 3 21 2 5 6P x a x ax x= − + + + 

)و ) ( )3 22 4 3 3Q x x x a x a= + + + +.  

 %��a G�'H� 94�4� ا���د ا�1!�د 
��I 94�4. ���1د�a ن��" %��)( )P x 

)و )Q x .����و'���  

  ا��.اب : 
1a 1اذن :  ≠ 0a − ≠  : D13و�d P =�  'E�1' أ�3و��d Q =�  

dإذن: Q�=d P�  

( )P x =( )Q x   : 91 أن��
1 1

2 4

3 5

3 6

a

a

a

a

− =
 =
 + =
 =

91��2a =  

����%3  ::
  أدرس "�'وي ا���ود���� 9F ا��'Aت ا��'��
1. ( ) ( )3 22 1P x x x x x= + − )و   + ) ( )2 3 2Q x x x x= − +  

2. ( ) ( )3
1P x x= )و   − ) 3 23 3 1Q x x x x= − − +  
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) 1ا��.اب :   

( ) ( )3 2 3 3 2 3 22 1 2 2 3 2P x x x x x x x x x x x x= + − + = + − + = − +  

( ) ( ) ( )2 3 23 2 3 2Q x x x x x x x P x= − + = − + =  

2 (3 23 3 1x x x= − + −( ) ( )3
1P x x= −  

)إذن: )P x≠ ( )Q x  
)��K ���'و�
  �1ن ��'�:ت ا��� �� ا��ر� )3 3≠−  

II. :��
  :�9 و �8ب "�ود�
)أ��� ���Mع ا���ود���� :  �2�1ط )P x و( )Q x   :%��  

( ) 2 1P x x x= + )و+ ) 3 2 2Q x x x= − +  

)I NO'رن :   )0 0 0.......d P Q d P d Q+ +  

) ���1': ا��.اب : ) ( ) ( ) ( )2 3 2 31 2 3P x Q x x x x x x x+ = + + + − + = + +  

)اذن :   )0 0 0d P Q d P d Q+ ≤ +  

)���Mع ��ود����:�6�71&  )P x و( )Q x '(� /��� 
 ھ� ��ود�

/���')( ) ( )P x Q x+.  

 &�6�72 :����( )P x و( )Q x :'1��� .������1� ��K ����ود��   

( )0 0 0d P Q d P d Q+ ≤ + 
�'� 9F( ) ( )P x Q x+ .
���1� ��K 
 ��ود�

����� ا���ود���� ا��'����� :: ��%4��  

( ) 3 25 2 3 1P x x x x= − + )و   + ) 3 22 5 2 1Q x x x x= − + − −  

)��د : ) ( )P x Q x+   و( ) ( )P x Q x− 

3ا��.اب : 2 3 25 2 3 1 2 5 2 1x x x x x x− + + − + − − ( ) ( )P x Q x+ =  

3 23 3x x x+ + ( ) ( )P x Q x+ =   

( ) ( )3 2 3 25 2 3 1 2 5 2 1x x x x x x− + + − − + − − ( ) ( )P x Q x− =  

3 2 3 25 2 3 1 2 5 2 1x x x x x x− + + + − + + ( ) ( )P x Q x− =  

3 27 7 5 2x x x− + + ( ) ( )P x Q x− =  

)أ��� �Qاء ا���ود���� :  �2�2ط )P x و( )Q x  :%��  

 ( ) 2 1P x x x= + )و  + ) 3 2 2Q x x x= − +  

)I NO'رن :   )0 0 0.......d P Q d P d Q× +  

)���1': ا��.اب : ) ( ) ( ) ( )2 3 21 2P x Q x x x x x× = + + × − +  

    5 4 2 4 3 3 22 2 2x x x x x x x x= − + + − + + − +                                        

                                          5 2 2 2x x x= + + +   
)اذن :     ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0d P x Q x d P x d Q x× = +  

)�Qاء ��ود����:�6�73&  )P x و( )Q x  '(� /��� 
ھ� ��ود�

/���')( ) ( )P x Q x×.  

 &�6�74 :����( )P x و( )Q x :'1��� .������1� ��K ����ود��   

( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0d P x Q x d P x d Q x× = +  

III. 3)
xا��$�& ا>;(���& �/�ود�&  α− : 
����� ا���ود�
��2ط  :( )P x  :%��) ( ) 3 22 5 6P x x x x= − − +   

: �)أ�� )1P و( )2Pو( )3Pو( )2P − 

)ا��.اب : ) 3 21 1 2 1 5 1 6 1 5 6 02P = − × − × + = − − + = 

( ) 3 22 2 2 2 5 2 6 8 8 1 4 00 6P = − × − × + = − − −= ≠+ 

( ) 3 23 3 2 3 5 3 6 027 18 15 6P = − × − × + = − − + = 

( ) ( ) ( ) ( )3 2
2 2 2 2 5 2 6 8 8 010 6P = − − × − − × − + = − − + + =  

1��4ل  
)�Qر � ��ود� )P x ل 
 2-)و  3 ( �>* ا��Mاب ('���1

  :=ر "�ود�&:     )1
:+��(% ����( )P xو 
  !�دا ���α.'�4�4ود�

��4ل أنα 
)�Qر � ��ود� )P x :إذا �'ن ( ) 0P α =  .  

α���
)� أ�E' =>�ا � ��ود� )P x.  

����� ا���ود�
��2ط  :( )P x  :%��) ( ) 22 1P x x x= − −   

)�Qر � ��ود�
 1(��  أن  .1 )P x  

)"-�� أن :  .2 ) ( )( )1 2 1P x x x= − + 

)) 1ا��.اب : ) 21 2 1 01 1P = × − − )�Qر � ��ود�
 1اذن = )P x  

2 (( )( ) ( )21 2 1 2 2 1 2 1x x x x x x x x P x− + = × + − − = − − =  

)اذن  ) ( ) ( )1 2 1P x x x= − + 

��4ل ( )P x� ! 
1x"�4# ا���4 − 

2( 3)
x;�<(�& ا��$�&  α−:  
:+��(%����( )P x '(در�� 
��n %��1nود�   !�دا �α .'�4�4و ≤

( )P x� ! 
x"�4# ا���4 α− 
)إذا و��ت ��ود� )Q x  '(1در��n −  

:%��) ( ) ( ) ( )P x x Q xα= −  

:&�6�7 ����( )P x'(در�� 
��n %��1nود�   !�دا �α.'�4�4و  ≤

( )P x� ! 
x"�4# ا���4 α−  إذا �'ن B4F إذا وα
)�Qرا � ��ود� )P x.  

����� ا���ود�
�	�ل:( )P x  :%��) ( ) 3 23 2 6P x x x x= + − −  

)�Qر � ��ود�
 - 3(��  أن  .1 )P x  

2. 
)��د ��ود� )Q x :%��) ( ) ( ) ( )3P x x Q x= +   

)�ن  �Qر � ��ود�
: -3) 1ا��.اب : )3 0P − =  

)إذن) 2 )P x � ! 
3x"�4# ا���4 + 
), و �D1 "��� ��ود� )Q x :%��)   

( ) ( ) ( )3P x x Q x= + '1���( )P x  '(و 3در��.( ) 3R x x=    1در��)' +

)إذن  )Q x '(9 2در���'��') و( )Q x :#�$ � ! ���"  

 ( ) 2Q x ax bx c= + +   ( )0a ≠  

�/%��( )Q x:  

) ���1'::1ا�?���&  ) 3 23 2 6P x x x x= + − −  

 ( ) ( )( )23P x x ax bx c= + + +  

)��91 أن:  ) ( )3 2 23 2 6 3x x x x ax bx c+ − − = + + +  

( ) ( )3 23 3 3ax b a x c b x c= + + + + +  

3 2 23 3 3ax bx cx ax bx c= + + + + +  


 "�'وي ��ود���� ���1':�='U ���1a 3و  = 3b a+ و  =

3 2c b+ = 3و  − 6c = −  

1a ��91 أن: 0bو = 2cو  = = ) اذن: − ) 2 2Q x x= −.  

): 2ا�?���&  )( )23 2x x= + − 

( ) ( )2 3 2 3x x x= + − +( ) 3 23 2 6P x x x x= + − −   

    D1� و( ) 2 2Q x x= −   

  ا���ز ا��$�& ا>;(���& :3ا�?���& 

https://talamid.ma
https://talamid.ma


                            ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                     3 ص
 

3x +

2 2x −
 

3 23 2 6x x x+ − −
 

3 23x x− −

2 6x− −

2 6x +
 

0

2x + 

2 4 3x x− +

3 22 5 6x x x− − + 

3 22x x− − 

24 5 6x x− − + 

24 8x x+ 

3 6x + 

3 6x− − 

0 

��ا"A ا���ز ا��$�&   
  ا>;(���&:

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

����%5 : 
����� ا���ود�( )P x  :%��) ( ) 3 22 5 4 3P x x x x= − − +   

)(��  أن .1 )P x  � ! 
3x"�4# ا���4 −  

2. 
)��د ��ود� )Q x :%��) ( ) ( ) ( )3P x x Q x= − ×   

)�ن  �Qر � ��ود�
: 3) 1ا��.اب : ) 03P = D1و�( )P x  #�4" � ! 
ا���4

3x −  

2 ( 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )P x� !3x − : �M1F  

( ) ( ) ( )23 2 1P x x x x= − × + −  

����%6 : 
����� ا���ود�( )P x  :%��) ( ) 22 3P x x x= + −   

)أن  (�� .1 )P x  � ! 
1x"�4# ا���4 −  

2. 
)!�# ا���ود� )P x  

  ا��.اب :

)�Qر � ��ود�
: �ن 1) 1 ) 01P = D1و�( )P x  � ! 
  −1x"�4# ا���4

2 (� 

 � ��ود���� IAا 
)M1/ ا���4 )P x� !1x − : �M1F  

( ) ( ) ( )1 2 3P x x x= − × +  
��M "���: � ��ود� D1و�( )P x  

����� ا���ود���� : ��%7��( )P xو( )Q x  :%��)

( ) 3 22 5 6P x x x x= − − +    

)و    ) 2 4 3Q x x x= − +.  

1.  

 � ��ود���� IAا 
)أ�M/ ا���4 )P x� !2x + .  

)و(�� أن .2 )Q x � ! 
3x"�4# ا���4 − .  

3. � :���" V�1�Wا
) ��ود� )P x .ا�و�� 
 إ�� �Qاء ��ود�'ت �� ا��ر�

  ) 1ا��.اب :
  
  
  
 

 
 
 
 
  
  
  
  

2 (3 
)�Qر � ��ود� )Q x:  ن�( ) 03Q = D1و�( )Q x  � ! 
"�4# ا���4

3x − 
)���1 "$� ا�$Cال) و:3 ) ( ) ( )22 4 3P x x x x= + × − +  

)    2و:��� "$� ا�$Cال )Q x  � ! 
3x"�4# ا���4 − 

 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )Q x� !3x −   

 : �M1F( ) ( ) ( )3 1Q x x x= − × −   

:D1و�( ) ( ) ( ) ( )2 3 1P x x x x= + × − × −  

����%2 :
����� ا���ود�( )P x :9 � '�) 
Fا���� 

( ) 4 3 22 9 14 9 2P x x x x x= − + − +  

)��* �Qرا � ��ود�
 X4�"0 �� أن  .1 )P x.  

2. 8�)�Qرا � ��ود�
 α(�� أ�D إذا �' )P x ن'F1

α
ھ� أ�Q� 'Eر  


)� ��ود� )P x.  

)�Qر � ��ود�
 2(�� أن ا���د  .3 )P x.  

4.  

 � ��ود���� IAا 
�M'ز ا���4')( )P x� !2x )ا���ود�
, ��د  − )Q x  

:%�� ( ) ( ) ( )2P x x Q x= −  

1 اV�1�W أن: .5
0

2
Q
  = 
 

  

6.  
��ن: cو bو��aد ا�!�اد ا���4�4� %��) ( ) ( )21

2
Q x x ax bx c

 = − + + 
 

  

7. Wا
)�V�1 "���: � ��ود� )P x .ا�و�� 
  إ�� �Qاء ��ود�'ت �� ا��ر�

)) 1ا��.اب : )0 2 0P = ≠ D10و� 
)��* �Qرا � ��ود� )P x.  

2 ( α
)�Qر � ��ود� )P x 91��( ) 0P α =: 91��  

4 3 22 9 14 9 2 0α α α α− + − + =  

: ����1
P ؟

α
  = 
 

  

4 3 2
1 1 1 1 1

2 9 14 9 2P
α α α α α

         = − + − +         
         

  

  

4 3 2

1 1 1 1 1
2 9 1 4 9 2P

α α α α α
         = − + − +         
         

  

  
2 3 4

4 4 4 4 4

1 2 9 1 4 9
2P

α α α α
α α α α α α

   − −     = + + + +        
         

  

2 3 4

4

1 2 9 1 4 9 2
P

α α α α
α α

− + − +  = 
 

  

: '1��� D�4و(�' أ 3 22 9 14 9 2 0α α α α− + − + =  
F'ن :  

4

1 0
0P

α α
  = = 
 

   

 D1و�

α
 
)ھ� أ�Q� 'Eر � ��ود� )P x. 

3 (( ) 4 3 22 2 2 9 2 14 2 9 2 2 32 72 56 18 2P = × − × + × − × + = − + − +  

( ) 4 3 22 2 2 9 2 14 2 9 2 02 32 72 56 18 2P = × − × + × − × + = − + − + =  
)�Qر � ��ود�
 2و�D ا���د  )P x.  

4 ( 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )P x� !2x −   

 : �M1F( ) ( ) ( )3 22 2 5 4 1P x x x x x= − × − + −  

� YWال W'(X أن )5�� '�)�Qر � ��ود�
 2و�� )P x الYال ا��Yا�� �.اذن ��

)�Eن 2
1

2
 
)ھ� أ�Q� 'Eر � ��ود� )P x : 91�� .1

0
2

P  = 
 
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   : 91��1
0

2
P  = 
 

: '1��� D�) و��% أ ) ( ) ( )2P x x Q x= −  

E�: 1ن 1
2 0

2 2
Q

   − × =   
   

1أي   
0

2
Q  = 
 

�1ن : 
2 0

2
 − ≠ 
 

  

6 ( 

 � ��ود���� IAا 
�M1/ ا���4( )Q x� !
1

2
x −  :�M1F  

( ) ( )21
2 4 2

2
Q x x x x = − − + 

 
2aأي:  4bو = = 2cو − =  

7 ����� (( ) ( ) ( )2P x x Q x= )و − ) ( )21
2 4 2

2
Q x x x x = − − + 

 

   

)اذن: ) ( ) ( )21
2 2 4 2

2
P x x x x x

 = − − − + 
 

  

: #���" 'E�أ �M�22 4 2x x− +  

 أن Z�:�)1  
Q�22ر � ��ود� 4 2x x− +   

 
22و(��4 4 2x x− +   � !( )1x −  �M�

)أن|: )( )22 4 2 1 2 2x x x x− + = − و('��'�9: −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 1 2 2 2 2 1 1

2 2
P x x x x x x x x x

   = − − − − = − − − −   
   
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