Talamid.ma: g6 10 aliani ai alall 13
8-09-0&0 - mp-' Pro. Denwmousia Med

Niveau: 2 P.C. + 2 S.V.- COURS L FONCTIONS LOGARITHMES page |
J &

. Fonction logarithme népérienne :
a. Activité :

f:]0+o[ >R

On considere la fonction définie par :

m—)f(x):%

1. Est-ce que admet une fonction primitive sur ]0,+00[ ? (justifier votre réponse ) .

2. Combien de fonctions primitives F tel que F(l) =072
b. Définition :

= sur Pintervalle ]0,+00[ qui s’annule en 1 (F(l)z 0) s’appelle
X

La fonction logarithme népérienne et note F(X) = En(a:) ou F(X) =InX. Avec

La fonction primiti

F1(x)=f () & (Inx)' ==
¢c. Remarque:
Au lieu d*écrire F(x)=1Inx on écrit f(X)=Inx.

d. Conséquences :

.- In1=0

= Lafonction f

X est définie sur ]0,+oo[ .

fonction f(x): INX est dérivable sur ]0,+00[ (car (Inx)" =$ ).

= Lafonction f (X) =InX est continue sur ]0, +00[ (car la fonction logarithme népérienne est dérivable

= Lafonction f(X) =InX est strictement croissante sur ]0, +00[ ( car (In x)' = 4 >0).
X

= Endéduit Va,be]0,40[,a<b<In(a)<In(b) et Va,be]0,+0[,a=b <> In
‘g Exercice :

e Déterminons le domaine de définition de la fonction f (x) = Ii )
nx

ona: XeD, ©&x>0et Inx+0

& x>0et Inx#Inl
&S x>0et x#1

& Xe ]O,l[ U]l, +oo[
Conclusion : Dy =]0,[ U]1,+e0[ ou D; =]0,+ec[ \{1}.
e Déterminons le domaine de définition de la fonction f(X) =+Inx .

ona: XeD, &x>0et Inx20

< x>0et Inx>Inl

Talamid.ma: gdgall 6jLj1 pd cilalall o 23jall


https://benmoussamath1.jimdo.com/
https://talamid.ma
https://talamid.ma

Talamid.ma: g6 10 aliani ai alall 13
8-09-0&0 - mp-' Pro. Denwmousia Med

N
p

Niveau: 2 P.C. + 2 S.V.- COURS aZ. FONCTIONS LOGARITHMES page ./
__»

< x>0et x21
< xe[1,+oo
Conclusion : Dy =[1, +oo[
e Résoudre I’équation suivante : (E) : In(2x)— In(x— 1) =0,
» On détermine DEl’ensemble de définition de I’équation (E)

XxeDp < 2x>0et x-1>0

S x>0et x>1
S x>1

Conclusion 1 : D¢ =]1, +oo[ .
On résout ’équation dans DE
In(2x)-In(x-1)=0< In(2x) =In(x-1)
& 2x=x-1
< x=—-1¢ D = 1,+o0]
Conclusion 2 : I’équation (E) n’a pas de solution donc S=I
e Résoudre I’équation suivante : (E') : In(2x)— In(x—l) =0.
» On détermine DE- I’ensemble de définition de l’inéquation(E').
D’aprés la question précédente on a : D = ]l, +00[ .
On résout ’équation dans DE-
In(2x)-In(x-1) <0< In(2x) < In(x-1)
& 2x<x-1
& x<-1
& xe]o,-1]
Donc I’ensemble des solutions de I’inéquation est ]—00, —1] N D = ]—00,—1]n]1,+00[ =
Conclusion 2 : l’inéquation(E')n’a pas de solution donc S =

f. Signede InX :

o

Soit: X€ ]0,+00[ on

|

X=1donc: In1=0.
. Qiéme X€]1,+00[ ,donc: Xx>1=Inx>Inl(cad x>1=Inx>0 (car In1=0)).

= 3emecag Xe]O,l[ ,donc: x<1l=>Inx<Inl(cad x<1=Inx<0)

"
D’ou le signe de INX par un tableau « 10 1 +oo

Inx | - 0 +

_2-
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il Propriétés algébriques :
a. Propriétés : *

Pour tous a>0 et b>
=Ina+Inb (propriété admise ) .

1
2. In|=|=-=Ina.
a

4. Ina"=rlina .

4

b. Preuve pour la 2™ et la 3" :
e Pour la2®me:

Ona:0=|n1@0=|ng

0= In(axl)
a

0= Ina+|n(§) ; (propieté n° 1)

1
< —Ilna= In(—)
a

. 1
Conclusion : In 5 =—Ina

e Pour la 3ieme :

a 1
In—=In| ax—
b ( bj

1
Ona:=Ilna+In—
b
=Ina-Inb ; (propiété n°2)
Conclusion : In%: Ina—Inb

Cc. Remarque:

n écrit :

- In(x)xIn(x)=1n*(x) .

- Ongénéral: neN" ona: In(x)xIn(x)x---xIn(x)=In"(x)=In"x
‘ n fois ‘
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d.
1

lll\

a.

=In(9-2)xIn
( ) 9-2
= |n7x|n%= |n7x|n—11_76\/E ; (‘on ne peut pas simplifier )
Conclusion : |n2(3—ﬁ)—ln2(3+ﬁ)= In7xIn 11—6x/§.
7
Limites :
Propriétes :

‘Q

Exemple :

Onpose IN2=0,7 et In3=1,1 ;calculons : Ind et In8et Iny3et IN¥2et InY3°. Ona:
IN4=In2°=2In2=2x0,7=1,4donc: In4=1,4.
IN8=In2°=3In2=3x0,7=2,1donc: In8=2,1.

1

1
In32 =1In23 =%In2=§x0,7=0,233d0nc: IN8=2,1.

In\/§=ln3

1

1
2 =%|n3=5x1,1=0,55d0nc: Iny/3=0,55.

5
In{/3° =In3? =§In3=§xl,1=1,833.

2. Simplifier :

|n2(3-J§)—|n2(3+J§)=(|n(3—J§)+|n(3+ﬁ))x(|n(3—ﬁ)-|n(3+ JE))

=|n|:(3—\/§)(3+«/§)]xln(:;:gJ

(- £)(-)

lim x xln(x)=0‘

X—0

- In(nx) o )!Lrp X" xIn(x)=0"
X+ X X+ ¥
el TLLeE) '
x>l x—1 x—0 X
Remarques : *

> limIn(x)=-

x—0*

acourbe (Cf) de f admet une asymptote verticale c’est la droite

uation X =0 (I’axe des ordonnées ) .

> |lim In(x) =400 Donc la courbe (Cf) de f admet une branche parabolique ( a déterminer ).
. Inx . F(x .
> lim 3 =0 donc a= lim Q =0 .Donc la courbe (Cf) de f admet une branche parabolique
X—>+00 X—>+a0 X

de direction I’axe des abscisses .

|

===
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C.

V.

Application :
_In(x+2)
1. Calculer: lim ——=~.
X—>+00 X
o In(x+2 o In(x+2) x+2
Ona: |Img=|lm ( )x =0 car:
X—>+0 X x40 X4 2 X
In(x+2 Int
e |im M:I —=0(avec t=x+2 et Xx—>+ow0 alorst— +w).
x>0 X4 2 to+o T
. X+2
o [|im——=1.
X>+0 X
_ __In(x+2)
Conclusion : lim ——~£ =
X—>+a0 X
2. Calculer : lim
X0 X xInx
Ona: Ilmxlnx 0™ (propriété) d’ou lim =—00.
X0 X x Inx
x>0
Conclusion : lim =—00.
x30 X x Inx
o In(x+1
3. Calculer: lim (3 )
x—=0 X
. In(x+1 . In(x+1) 1
Ona: lim ( )=I|m ( )x—=+oo.
X0 x3 x—>0 X X
o In(x+1 . .1 .
Car |Img=l (propriété ) et lim— =400 ; (Ilmx2 =O+) .
X—0 X x—=0 X x—>0
Fonction de la forme :f(x) = In(u(x))

a. Remarque: *

‘ b. Démonstration :

On pose : g(x)=In

ction u(x) donc: gou(x)=g(u(x))= In(u(x)).

Conclusion*: Ta fonction f(x) = In(u(x)) est la composée de deux fonctions .

o Domaine de définition de f est de la maniére suivante : X € D; <:>(x eD, et u(x)> 0) :

u'(x)
u(x)

e Side plus la fonction u(x) est dérivable ona: [In (X))]

e Demémeona: [In(|u(x)m u (X)

. pour[ln (X)] u(())(())

e
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f'(x)= [In(u(x))]' = [g(u(x))] = u'(x)xg'(u(x)) = u'(x)xﬁ car g'(x)=(Inx)'= %

Conclusion : |: ( (x))} l:((:(())

e Pour [In(‘u(x)‘)] = lljj((:(())

1 cas ‘u(x)‘ =u(x) déja démontrer .

2eme cas ‘u(x)‘ =-u(x)
onar['n(\u<x)\)1=[In(—u(x))] ~(u(9) i (u(0) = (<= )

Conclusion : [In(‘u (X)D] u(X)

c. Exemple:
Calculons f* avec f(x)=In[x2—x| .

X)"  2x-1
X2—X  X2—X

Ona: f'(x)=[ta|x2-x ]'= (-
d. Vocabulaire et remarque : *

s Soit f fonctio

a fonction X >

esur | et ¥xel : u(x)#0.

(( )) est appelée la dérivée logarithmique de la fonction U sur | .
u(x

% Puis que I:In(|u(x)|)j| = Ul( ) donc les fonctions primitives de la fonction X u'( )) sur |

’ u(x) u(x
‘ sont les fonctions de la forme F(x) = In|u(x)|+c avec ce R . A

e. Exemple:

: - . S
< Trouver les fonctions primitives de la fonction f(x) = X—2 sur ] 2,400 [ .
X_

_ (x=2)’ |
X=2

Ona: f(x)= >
X_

5
donc : les fonctions primitives de la fonction f(x) = =2 sont les fonctions de la forme
F(x)=In|x=2+c avec ceR , puis que X & ] 2,400 [ donc F(x)=In(x—2)+c avec ceR.
5
Conclusion : les fonctions primitives de la fonction f(x) = X2 sont F(X) = In(x— 2)+C avec ce R.
X_

% Trouver la fonction dérivée logarithmique de la fonction u(x) = 3x%2-5X.
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. e o . . 6x-5
La fonction dérivée logarithmique de U est fonction suivante X — W .
X2 —5X

V. Etude de la fonction f (x) =Inx :
 Domaine de définition : D, =]0,+oo[ .
e Continuité : f est continue sur D, = ]0,+oo[ .

e Limites:
> lim In(x) = —o0. Donc la courbe (Cf) de f admet une asymptote verticale c’est la droite

x—=0*

d’équation X =0 (I’axe des ordonnées ) .

> lim In(x) =400 Donc la courbe (Cf) de f admet une branche parabolique on détermine :

. Inx . f(x .
lim —=0 donc a= lim Q =0 .Donc la courbe (Cf) de f admet une branche parabolique de
X—>+00 X X—>+00 X

direction I’axe des abscisses .
e Sens de variation de f .

> Lafonction dérivée de f est: f'(x)=(|n x)'=§> 0

, : : x | 0 1 +00
> Lafonction est strictement croissante sur D, = ]O, +oo[ rr n
> Tableau de variations de f : oo
/
f 0
/
—o0

e Lacourbe représentative de f :

-7-
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< Remarque :
e Lafonction f(X) = InX est continue sur ]O, +oo[ )
e Lafonction f(x) =InX est strictement croissante sur ]O, +oo[ .
e Donc :f(]0,+oo[) =R donc I’équation X € ]O+oo[ : f(x) =1 admet une solution et une seule on note

ce nombre unique par e = 2,718 (valeur approché ) qui est un nombre irrationnel .

) 1
e Conclusion: Ine=letln==-1 et Ine"=r; (reQ) )
e

. 1
e Application : on détermine I’ensemble de définition de f(X) = 3|—() .
—In{ X

xeD; x>0 et 3—In(x)#0
< x>0 et In(x)=3
< x>0 et In(x)=Ine’
x>0 etxze’

D’ou : ensemble de définition de f est: D, = ]O,eB[U]es,ﬂo[ .

V. Fonction logarithme de base a et propriétés :
A. Fonction logarithme de base a :
a. Définition :

Soit ae ]0 1 u]l +o0) _a strictement positif et différent de 1) .

f:]o+o[ >R
In(x)
In(a)

S’appelle la fonction logarithme de base &, on note cette fonction par f =log, d’ou : f

x—f(x)=

b. Conséquences :

. log,(x)= :EE g g, (1) = Ing %
n(a)

. Ioga(a)z:ﬁ 1et log, (e) = ::Eg = Inta) :

n

'c. Cas particuliers :

e Casa=e:lo

|

=In(x) donc logarithme de base a=eest le logarithme népérienne .

e Cas a=10 : on obtient la fonction f(x)=1log,, (X) s’appelle la fonction logarithme décimale on note

log,, =Log d’oi : f(x)=log,,(x)=Log(x) .
‘ . Log(lOr)=r; Log(10)=1; Log(1)=0. A
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Propriétés logarithme de base a :

Propriéteés : *

G] ~log, (y) -

log, (3 =log, (x)—log, (y) -

B.
a.

[ )
o
(o]
®

Xr)=rxloga(x) avec reQ.

&)=1xloga(x) et Ioga(i‘/;)=1xloga(x). A
‘ 2 3

b. Démonstration :
Démonstration pour log, (xxy)=log, (x)+log, (y) .

Ona: log, (xxy) = Inlfl)g;/) = In(?:(l:;(y) = ::gg + ::g; = |09a(x)+ log, (y)

[ )
o
(@]
®

Conclusion : log, (xxy) = log, (x)+log, (y) .
in()
In(a)

e Domaine de définition de f : xe D, <>X>0 d’oit D, =]0, o[ .

C. Etude de lafonction : f(x)=log, (x) :avec f(x)=log, (x)=

e Continuité de f : f est continue sur ]O,+oo[ .

e Limites aux bornes de D; :

7 Mim 0= fim loo, 0 = fim 5 1

In(x){+oo si ae L, +of

—osiac]ol

— i l,
> limf(x) = lim log, (x) = lim In(x) = s ae L, +oof
X—>+0 x—0* x—0* |n(a) +00 Sl ae ]0’1[

e Sensde variationsde f :

> Dérivée:f'(x):(loga(x))'=[::gﬂ _ 1 Inx)" =

" Ina

.d’ou (Ioga(x))' 1

xIna xlna
>0si 1,
. () s!ae] +oo[.
<0siae]0,1f
» Tableau de variations de f .
T e —_—
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Cas ae |L,+oq[ : cas ae 0,1 :
X 0 1 +00 X 0 1 +00
f' + f' +
+00 +00
/ N\
f 0 f 0
/ N\
—00

-
.=

)

3
-

C.

F(x)=19g, (3

-
-
-
-

&
-,
~
i

-
L9
Pt T

n
fx)=logy,(

Exercices :
1. Onsimplifie :
5
log, (8)- Iogz(ﬁ% log, (9)-log, (3) =log, (23)— log, (23J+ log, (32)— log, (3)
=3—§+2Iogz(3)—logz(3)

=£+Iogz(3)

2. Onsimplifie :
log, [—j+ log, (i)+ log, [ﬂ) = log, (—x—)+ log, (33)
4 27 5
=log, 3-log, 3°
=1-log, 27
=log, (2)-log, (27)
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3. Onsimplifier :
log(100)—log(10*** ) + log (10%) = 10g10? — log 10%*° — log 10"

=2l0g10—-2019log10—100l0g10

=-2117log10
4. Montrer que : Va,b e J1,+oo| :Iogb(a)=ﬁ
Ona: t ! —Ina—lo (a)
“log,(b) b b
Ina
Conclusion : Va,be]1,+oo[ : |ogb(a)=ﬁ _

5. Résoudre dans R : I’équation suivante log, (2x)x(log5 (x)—l) =0 .

e On détermine domaine de définition de I’équation :
Ona;
XeDg < 2x>0 et x>0

< x>0
< x € 0,+0]
Donc domaine de définition de I’équation est D =0, 4] .
e On résout ’équation dans D, = ]0,+00[ :
log, (2x)x(|og5 (x)—l) =0< log,(2x)=0 ou (Iog5 (x)—l) =0
& log,(2x)=log, (1) ou log,(x)=1

< 2x=1ou x=1

<:>x=1eDE ou x=1eD,
2

. . 1
Conclusion : ensemble des solutions de I’équation est S = {E : 1} .

6. Résoudre dans R P’inéquation suivante Iogﬁ(Sx—l)Z log 3 (x+1) .

e On détermine domaine de définition de I’inéquation :
Ona;
XeDg < 3x-1>0 et x+1>0

<:>x>% et x>-1

1
S X>—
3

i+
S Xe | =, 4o
3

-11 -
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1
Donc domaine de définition de I’équation est D_. = }E , +oo{ :

1
e Onrésout ’équation dans D_. = :|§,+oo|: :

log ; (3x—1) 2 log ; (x+1) < 3x—1>x+1 ;(car a= 3>1)

& 2X>2
S x>1

& x e J1,+oo

1
Conclusion: ensemble des solutions de I'inéquation est S = D. N J1,+o0] = }5 : +oo|: N1, +oo] = J1,+oof

7. Etudier la fonction suivante : f(x)=log, (x+1)

e Domaine de définition de f :
XxeDp & x+1>0

& x>-1
& Xe ]—1, +oo[
domaine de définition de f est Dg. =]-1,+o0]

e Limites aux bornes de D; :

v lim f(x)= lim log, (x+1)= lim M=—oo :

x—-1* x—>-1* x—-1* In5

car lim In(x+1)=-o ; (Iim x+1=0+) et In5>0

x——1* x—-1*
v lim f(x) = lim log, (x+1) = lim %=+® :

X—>+00 x—>-1*

car lim In(x-+1) = +o ;(Iim X+1=+oo) et In5>0

e Branches infinies ;
v Puisque lim f(x) = —o0 donc la courbe (Cf) admet une asymptote verticale la droite
x—-1*

d’équation Xx=-1 .

v Ona: limf(x) =+ on détermine a= lim m

X—»+00 X=—>+0 X
In(x+1)
fim 20V i 05 nO+D) o In(x+) 1
Xx=+0 X X—>+00 X x>+0  X|n5 x>+ X 4] In5
Car: lim Ir](XJrl)=IimIn—t=O(x—)+oo:>t—)+oo)

x>0 X471 to+o
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v" Fonction dérivée de f :

Sens de variations de f :

r'i\’i!illl: :Z "l‘:l + :! s;-"-' (:()ljl‘!;

>0 car Xe ]—1, +oo[

1
X
In5 x+1

><(x+1)'_ 1
X+1

1
In5

In(x+1) '
In5 )

(Iogs(x+1))'=(

v' Tableau de variations de f :

t(x)

e Lacourbe représentative de f dans un repére orthonormé (

S [ (S Y R

g S I

N R W ——

R G —

PR Y —

[ PR ———

i T g

e

. T

-, L T [y SRR PRy

S PP
|
1
|
1
|
'
1
i
|
1
|
'
+
|
'
]
1
1
I
T
|
]
'
1
1

Q. N g S

PR | —

B e T

cedacaaa

daccccabaaa

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

|||||||

e S e 5

sssssshtacsa

S e
[

RN Y ) Ep——

r2H-----

el ccdacaa
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