
 

 

  La sphère    الفـلكـــــة
 

I- فلكة المعرفة بمرآزها وشعاعهاال. 
  

  : تعريف
  .عدد حقيقي Rو ξنقطة من الفضاء  Aلتكن 

AM  : حيث Mهي مجموعة النقط  Rوشعاعها  Aالفلكة التي مرآزها  R=.  
)    : ونرمز لها بــ ),S A R  

( ) { }, /S A R M AM Rξ= ∈ =  
  

  : معادلة فلكة
  
  : معادلة فلكة معرفة بمرآزها وشعاعها )1

)متعامد ممنظم  ممنسوب إلى معل ξالفضاء  ), , ,O i j k
GG G

.  

) : لتكن ),S RΩ مرآزها فلكة ( )0 0 0, ,x y zΩ  وشعاعها R 0  حيثR ;.  

)           : لدينا ) ( ), , ,M x y z S R M R∈ Ω ⇔Ω =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0x x y y z z R⇔ − + − + − =  

   
( ) ( ) ( )2 2 2 2

0 0 0x x y y z z R− + − + − =  ⇔  
  

)  وهذه المعادلة هي معادلة ديكارتية للفلكة ),S RΩ  

  : أمثلــة
1(      ( )3,0,1Ω  ,  2R =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2
1 : 3 1 4S x y z− + + − =  

2(      ( )1, 2, 3Ω −  ,  1R =  

      ( ) ( ) ( )2 2 2
2 : 1 2 3 1S x y z− + − + + =  

3(      ( ) ( )
2

2 2 12 1 2
2

x y z⎛ ⎞+ + − + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

1S   12,1هي فلكة مرآزها,
2

⎛ ⎞Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

2Rوشعاعها     =.  

4(      ( )0,0,0Ω  1  وR =  

        2 2 2
4 : 1S x y z+ + =  

 .معادلة فلكة معرفة بأحد أقطارها )2
  .ξنقطتين مختلفتين من الفضاء  Bو Aلتكن 

]أحد أقطارها  Sتوجد فلكة وحيدة  ]AB.  

]فلكة أحد أقطارها هو  Sلتكن  ]AB.  

0M S AM BM∈ ⇔ ⋅ =
JJJJG JJJJG

  
)    : لتكن ), ,A A AA x y z      و  ( ), ,B B BB x y z  

)    : و ), ,M x y z.  
 
]فلكة أحد أقطارها هو  Sو ]AB.  
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0M          : لدينا S AM BM∈ ⇔ ⋅ =
JJJJG JJJJG

  
( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − =  ⇔  

  
]التي أحد أقطارها هو  Sوهذه المعادلة هي معادلة ديكارتية للفلكة  ]AB.  

  
  : ملاحظة

]إذا آان  ]AB  قطر للفلكةS  فإن منتصف[ ]AB هو مرآزها وشعاعها هو :  
2

AB.  

  
)  : ةدراسة المعادل )3 ) : 2 2 2 0E x y z ax by cz d+ + − − − + = 

)  : لدينا ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2E x a y b z c a b c d⇔ − + − + − = + + −  

2    : 1الحالة 2 2 0a b c d+ + − ≺  
  

        S = ∅  
2    : 2الحالة 2 2 0a b c d+ + − =  
      ( ){ }, ,S a b c= Ω  

2    : 3الحالة 2 2 0a b c d+ + − ;  
2    : نضع 2 2 2R a b c d= + + 0R   حيث     − ;  

2 2 2R a b c d= + + −  
( )( ), , ,S S a b c R= Ω  

  : الـمث
( ) 2 2 2: 2 3 0E x y z y z+ + − + − =  

  : 1ـط
0a      : لدينا   =  

 1b =  

  1
2

c = −  

   3d = −  

2  : إذن 2 2 1 171 3 0
4 4

a b c d+ + − = + + = ;  

,10,1  : فلكة مرآزها S  : إذن
2

⎛ ⎞Ω −⎜ ⎟
⎝ ⎠

17وشعاعها      
2

R =.  

  
  : 2ـط

)     : لدينا   ) ( )
2

22 1 1: 1 1 3
2 4

E x y z⎛ ⎞+ − + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                ( )
2

22 1 171
2 4

x y z⎛ ⎞+ − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇔  

1 170,1, ,
2 2

S S
⎛ ⎞−⎛ ⎞= Ω⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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II - تقاطع فلكة ومستوى : 
  : فلكةالوضع النسبي لمستوى و

  
  .Rوشعاعها  Ωفلكة مرآزها  Sمستوى و Pليكن 

  ،Sوالفلكة  Pلدراسة الوضع النسبي للمستوى 
)بين  dنحسب المسافة  )P  وΩ.  ( )( ),d d P= Ω  

)  : 1الحالة )( ),d P RΩ ;    

  
S P∩ =∅  

)  : 2الحالة )( ),d P RΩ =  

     ( ) ( ) { }S P H∩ =  

)على  Ω هي المسقط العمودي للنقطة  H بحيث )P.  

)قول ان المستوى في هذه الحالة ن )P  مماس للفلكة( )S.  

)  : 3الحالة )( ),d P RΩ ≺  

)في هذه الحالة تقاطع  )S و( )P  هو دائرةA  مرآزهاH.  

)على  Ωهو المسقط العمودي للنقطة  Hحيث (  )P  .( وشعاعهاr 2  : حيث 2r R d= −.  

)  : علما أن )( ),d d P H= Ω = Ω  
    : مثـال

      ( ) : 2 1 0P x y z− + + =  

}      : و   }, 2S Ω  

)      : حيث   )1, 1,1Ω −  

)    : لدينا )( ) 2 1 1 1
,

4 1 1
d P

+ + +
Ω =

+ +
  

                           5 5 6 2
66

= = ;  

S    : إذن P∩ =∅  
  .لكة في نقطة معينةمعادلة المستوى المماس للف

  .Rوالشعاع  Ωذات المرآز  Sنقطة من الفلكة  Aلتكن 
)وليكن  )P  المستوى المماس للفلكةS ي فA .  

0M      : لدينا P A AM∈ ⇔ Ω⋅ =
JJJG JJJJG

  
    : ملاحظة

  AΩ
JJJG

)منظمية على   )P.  
  : ثـالم

  ( )S 2    : فلكة معادلتها 2 2 2 2 2 0x y z x y+ + − + − =  

)    : و      )1,1,0A  
  .Aفي  Sحدد معادلة المستوى المماس للفلكة 

A    : لدينا S∈  
)    : إذن ) 0M P A AM∈ ⇔ Ω⋅ =

JJJG JJJJG
  

)      : وبماأن )1, ,1,0Ω −  

           ( )1,1,0A  

                 ( ), ,M x y z  
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)      : فإن )0, 2,0AΩ −
JJJG

  

      ( )1, 1,AM x y z− −
JJJJG

  

)      : إذن )2 1 0y− − =  
1y  : ومنه   .Aفي النقطة  Sهي معادلة المستوى المماس للفلكة  =

III- تقاطع فلكة ومستقيم : 
  : 1مثــال 

)والمستقيم  Sأدرس تقاطع الفلكة  )D.  

)    : حيث ) 2 2 2: 3 2 4 5 0S x y z x y z+ + − + − − =  

)               : و ) ( ): 1    
2

x t
D y t t

z

=⎧
⎪ = + ∈⎨
⎪ =⎩

\  

)لدراسة تقاطع الفلكة  )S  والمستقيم( )D،  

)    : نحل النظمة )
2 2 2

1
  

2
3 2 4 5 0

x t
y t

t
z
x y z x y z

=⎧
⎪ = +⎪ ∈⎨ =⎪
⎪ + + − + − − =⎩

\  

  : وابــالج
      ( ) ( )22 1 4 3 2 1 8 5 0t t t t+ + + − + + − − =  

22 6 0t t+ − =  
)  : لنحل المعادلة ) ( )1 4 2 6∆ = − × −  

    49 0= ;  

1    : إذن
1 7 2
4

t − −
= = −    

     2
1 7 3
4 2

t − +
= =  

)والمستقيم  Sومنه تقاطع الفلكة  )D هي النقطتين :  ( )2, 1,2A − −  

3  : و 5, , 2
2 2

B ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

  : 2مثــال 
)أدرس الوضع النسبي للمستقيم  )D  والفلكة( )S.  

)    : حيث ) ( ) ( )2 2 2: 1 1 4S x y z− + + + = −  

( ) ( )
1

: 1 2    /  
x t

D y t t
z t

= +⎧
⎪ = − + ∈⎨
⎪ =⎩

\  

  : وابــالج
        ( ) ( )2 2 21 1 1 2 1 4t t t+ − + − + + + = −  

        2 2 24 4t t t+ + = −  
26 4t = −  

  26 4 0t + =  
96 0∆ = − ≺  

)      : ومنه ) ( )S D∩ =∅  
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