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  �<J�0 ا��
ر�ن ا�ول

)�د��� :  )1 )1,1, 1u −
�


��وى  �� ��

�ظ ����
( )P 

)إذن 
��د�� د���ر��� ��
��وى  )P  : ل�� ���)���ب  ) ( ) ( )1 . 1 . 1 . 0x y z d+ + − + =  

)و �
� أن  ) ( )2,1,0A P∈  : ن !( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 . 2 1 . 1 1 . 0 0d+ + − + 3dأي :   = = −  


��د�� ��
��وى  #�
)و  )P  $3: ھ 0x y z+ − − =  

 : 1طر�"$  )2


� أن �( )S  ا��'ط ��
و�

ن ا�/.�ء ا��$ �,'ق ا��*(�  Mھ$ . 0MA MB =
���� ����

  

)! ن  )S  $ أ,د أ(ط�رھ��ھ$ ا�/��� ا�[ ]AB  

 #�

ر�ز ا�/���  Ωو ( )S  2ف ا�'ط����
]ھو  ]AB  : أي

( ) ( )2 4
1

2

1 1
1

2

0 0
0

2

x

y

z

Ω

Ω

Ω

+ −
= = −


+ = =


+ = =



  

)أي  )1,1,0Ω )ھ$ 
ر�ز ا�/���  − )S.  

 ���ھو :  Rو ���
( ) ( ) ( )2 2 2

4 2 1 1 0 0 36 6
3

2 2 2 2

AB
R

− − + − + −
= = = = =  

  : 2طر�"$ 

)���ن  ), ,M x y z  ن ا�/.�ء
  �'ط� 

)�د��� :  )2 ,1 ,MA x y z− − −
����

)و   )4 ,1 ,MB x y z− − − −
����

  

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

, , . 0

2 4 1 1 0

2 2 1 8

1 1 9

1 1 0 3

M x y z S MA MB

x x y y z z

x x y y z

x y z

x y z

∈ ⇔ =
⇔ − − − + − − + − − =

⇔ + + − + + =

⇔ + + − + =

⇔ − − + − + − =

���� ����

  

 #�
)و  )S  ر�زھ� ا��'ط�
)ھ$ ا�/��� ا��$  )1,1,0Ω −  ���  3و ���

)                -أ )3 )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 0 3 3
, 3

31 1 1

d P
− + − −

Ω = = =
+ + −

  


� أن �( )( ),d P RΩ )! ن   > )P  4ط'�( )S  و!ق دا6رة( )C  
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ر�ز ا�دا6رة  H - ب( )C  ودي ���'ط�
��� ا�
��وى  Ωھ$ ا�
�'ط ا��( )P  م�'��
)أي ھ$ �'ط� �'�ط4 ا� ا�
�ر  ∆(


ن Ω  وى��
)و ا��
ودي ��� ا� )P  

)�د��� :  )1,1, 1u −
�


��وى  �� ��

�ظ ����
( )P  و( ) ( )P∆ ⊥  

)إذن  )1,1, 1u −
�


و��� ��
��'�م   ����
)ھ$  )و �د���  ∆( ) ( )1,1,0Ω − ∈ ∆  

)��را
�ري ��
��'�م  إذن �
�8ل ھو :  ∆(

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
1 1 1

1 1 1

0 1

x t t

y t t t

z t t

= − + = − +
 = + = + ∈
 = + − = −

ℝ  

)ھو ,ل ���ظ
� :  Hو ������$ 
�8وث إ,دا��8ت  )

1

1

3 0

x t

y t
t

z t

x y z

= − +
 = + ∈ = −
 + − − =

ℝ  

أي  : 

1 1 0

1 1 2

1

1

x

y

z

t

= − + =
 = + =
 = −
 =

  #�
)و  )0,2, 1H − �
ر�ز ا�دا6رة ھ( )C.  

4(  

)�د���  � )0,2, 1OH −
����

)و     )4,1,0OB −
����

 

              
2 1 0 4 0 4

4 8
1 0 1 0 2 1

OH OB i j k i j k
− −

∧ = − + = + +
− −

���� ���� � � � � � �
  


��,� ا�
�8ث  �OHB : 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 1 81 9
1 4 8

2 2 2 2
OHB

S OH OB= ∧ = × + + = =
���� ����
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�  �<J�0 ا��
ر�ن ا���3

I.   

1(  

                           

( ) ( )

( )

2 2

2 2 2

4 4 2 2 2

8 4 2

4 2 2

2 2 2

a = + +

= + + +

= +

= +

= +

  

2(  

                       

2 2 2

2 2
2 1 2

2 2

2 1 cos 2 sin
4 4

a i

a i

a i
π π

= + +

   
= + +   

   

    = + +    
    

  

  

���θن   -أ )3 ∈ℝ 

                             

( )

( )( )

2

2

2 2

2 2

2 2

cos
2

2

4

1 1

2 2

1 1
1 cos 2 1

2 2 2

i i

i i i i

i i

i i

e e

e e e e

e e

e e

θ θ

θ θ θ θ

θ θ

θ θ

θ

θ

−

− −

−

−

 +=  
 

+ +=

 + +=  
 

 += + = + 
 

  

         : #�
)و  ) ( )2
1 cos 2 2cosθ θ+ 
ن  ��θل    =ℝ  

  

  - ب
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2

2

2 1 cos .2sin
4 4

2 1 cos 2. .2sin 2.
8 8

2 2cos .2 2cos sin
8 8 8

4cos .4cos sin
8 8 8

a i

i

i

i

π π

π π

π π π

π π π

    = + +    
    

    = + +    
    

     = × + ×     
     

     = +     
     

  

           -ج  


� أن  ��cos 0
8

π  > 
 

  ھو :                  a! ن ا���ل ا�
8�8$ ���دد   

                                 4cos . cos sin
8 8 8

a i
π π π      = +      
      

  

.:  �د��� � cos sin
8 8

a a i
π π    = +    
    

 

2إذن :  2 2 . cos sin
8 8

a i
π π    = + +    
    

  


وا!ر :  �)*�,�ب 

( )
4

4
4

2 2 2. cos sin 2 2 2 . cos 4. sin 4.
8 8 8 8

a i i
π π π π           = + + = + +           
           

  

)إذن :  )4
4

2 2 2 . cos sin
2 2

a i
π π    = + +    
    

  

 : #�
)و  )4
4

2 2 2a i= +   

cos( >ن  0
2

π  = 
 

sinو     1
2

π  = 
 

  (  

II.   

)�د���  )1 )B b  2ورة( )A a  دوران���R  ر�زه
)ا�ذي  )ωΩ  #�و زاو�
2

π
 

2إذن :  ( )
i

b e a
π

ω ω− = −  

2إذن :  .(2 2 2 2)b i i− = + + −  

2إذن :  .(2 2)b i i− = + +  
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2إذن :  2 2b i− = −  

  : #�
2bو i=  


و�� ا��'ط  )2�
2�,�ث  zذات ا��,ق  ��M,دد  2z i− = 

�د��� :                  
2 2 2

2

z i z b

BM

− = ⇔ − =
⇔ =

  


و�� ا إذن �
  2و ������  B ھ$ ا�دا6رة ا��$ 
ر�زھ�  ��M'ط

 

  

  �<J�0 ا��
ر�ن ا��3�ث

  

I.  ن ا��2دوق
ا���ر�� " �,ب !$ آن وا,د 8*ث �رات 
1

U " 

���ن 
1

Ω �
  ����ت ھذه ا���ر�� �ون إ

�3د��� : 

1 7
35card CΩ = =  

� A " راو�ن.A ن��راء وا,دة و �ر
  ا�,دث : " ا�,2ول ��� �رة ,

�1د��� :  2

4 3
4 3 12cardA C C= × = × =  

)إذن :  )
1

12

35

cardA
p A

card
= =

Ω
  

� B  8*ث ��� �رات 
ن �/س ا��ون "ا�,دث :" ا�,2ول 

�3د��� :  3

4 3
4 1 5cardB C C= + = + =  

)إذن :  )
1

5 1

35 7

cardB
p B

card
= = =

Ω
  

II.  "  ��ر��ن ا�
��,ب ��وا��6 و !$ آن وا,د �ر��ن 
1

U  ن
8م ��,ب ��وا��6 �رة وا,دة 
2

U " 


�����ت ھذه ا���ر���ون إ ���Ωن   

�2د��� : 

7
5 21 5 105card CΩ = × = × =  

C . " راء
  ا�,دث : " ا�,2ول ��� 8*ث �رات ,

�د��� : 
2

4
3 6 3 18cardC C= × = × =  

)إذن :  ) 18 6

105 35

cardC
p C

card
= = =

Ω
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  �$�E�J�0> ا�

  

I. 1 ( 

                             

( ){ }
( ){ }

{ }
{ }

] [ ] [

/ 1 ln 0, 0

/ 0, 1 ln 0, 0

/ 0,ln 1, 0

/ , 0

0, ,

f

f

f

f

D x x x x

D x x x x

D x x x x

D x x e x

e e

= ∈ − ≠ >

= ∈ ≠ − ≠ >

= ∈ ≠ ≠ >
= ∈ ≠ >

= ∪ +∞

ℝ

ℝ

ℝ

ℝ

  

    - أ )2

                                          

)�د��� :  � ) ( )
1

lim lim
1 ln

x e x e
x e x e

f x
x x> >

→ →
= = −∞

−
  

>ن :                   

lim

lim1 ln 0

x e

x e

x e

x e

x e

x

>

>

→

−

→

=

 − =


  

)�د��� :  � ) ( )
1

lim lim
1 ln

x e x e
x e x e

f x
x x< <

→ →
= = +∞

−
  

>ن :                        

lim

lim1 ln 0

x e

x e

x e

x e

x e

x

<

<

→

+

→

=

 − =


 

 

  �ل ا�(�د�� : ا��Eو         

�د��� :              

( )

( )

lim

lim

x e

x e

x e

x e

f x

f x

<

>

→

→

= +∞

 = −∞


)إذن :    )fC  #�د���

ودي ��x'�ل 
'�رب  e=  

)�د��� :             - ب           ) ( )
1

lim lim 0
1 lnx x

f x
x x→+∞ →+∞

= =
−

  

>ن :                    
lim

lim 1 ln

x

x

x

x

→+∞

→+∞

= +∞
 − = −∞

   


� أن :                    �( )lim 0
x

f x
→+∞

)! ن   = )f
C  #�د���
�0y'�ل 
'�رب أ!'$     ∞+��وار  =

https://talamid.ma
https://talamid.ma


 

  
  ��� ���م �
	����ا���


	ن ا��ط�� ��

	ن ا�ُ���� – 2015ا��
  ا

 

)�د��� :    -ج           ) ( )0 0 0
0 0 0

1 1
lim lim lim

1 ln ln
x x x

x x x
f x

x x x x x> > >
→ → →

= = = +∞
− −

  

                 

0 >ن :                  

0

0

0

lim 0

lim ln 0

x

x

x

x

x

x x

>

>

+

→

+

→

 =



− =


  

                  : �  ا��Eو�ل ا�(�د�


� أن :                 �( )
0
0

lim
x

x
f x

>
→

= )! ن  ∞+ )f
C  #�د���

ودي ��0x'�ل 
'�رب  =    

���fxن  -أ )3 D∈  : 

                       

( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2

22

22

22

1
' '

1 ln

1 ln '
'

1 ln

' 1 ln 1 ln '
'

1 ln

1 ln 1
'

1 ln

ln
'

1 ln

f x
x x

x x
f x

x x

x x x x
f x

x x

x
f x

x x

x
f x

x x

 
=  − 

− −
=

−

− − + −
=

−

− − −
=

−

=
−

  

  

)إذن :                )
( )22

ln
'

1 ln

x
f x

x x
=

−

ن  ��xل  fD    

���fxن   - ب               D∈  :  

                                        ( )' 0 ln 0 1f x x x= ⇔ = ⇔ =  

)�د��� :                 )22
1 ln 0x x− )إذن إ��رة   < )'f x  ھ$ إ��رةln x  

��� ا�
��ل  �] ]0,1  :ln 0x )إذن   ≥ )' 0f x ≤    #�
 ���(f ��2و 

��� ا�
����ن  �[ [1,e  و] [,e +∞  :ln 0x )إذن    ≤ )' 0f x ≥   #�
 �زا�د��  fو 
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  :  f*دول ��Fرات  -ج   

  

II. 1 (د��  - أ��
�دد ,�ول ا� ������
( )E  4'�ط�دد �'ط �)ھو ,��ن >ن  )fC . ن��ور ا>!��2ل ھو �'ط,
 4
 

    - ب    

� g  ل��
��� ا� ��2�
[ ]2,2;2,3 

� 

( )
( ) ( ) ( )2,2 0,02

2,2 2,3 0
2,3 0,12

g
g g

g

 = −
⇒ × < =

 

)ھ�� ا�'�م ا�و��ط��  : ا�
��د�� إذن ,�ب 
�ر )E  *, ل�8'α  : ,�ث�2,2 2,3α< <  

���fxن  -أ )2 D∈  : 

                              

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2

1

1 ln

1 1 ln

1 ln

1 ln

f x x x
x x

x x

x x

g x

x x

− = −
−

− −
=

−

=
−

   

)إذن :     ) ( )
( )1 ln

g x
f x x

x x
− =

−

ن  ��xل 

f
D  

   - ب

                              

( ) ( )
( )

0

0

1 x=

f x x f x x

g x

x أو α

= ⇔ − =
⇔ =

⇔ =
  

)إذن         )�'ط4  ∆( )fC  �
  αأو  1!$ ا��'ط��ن ا����ن أ!2وCھ

  - ج

��� ا�
��ل  �[ ]1,α :  

)�د���             )g
C  ور ا>!��2ل   إذن,
)�و�د �,ت  ) 0g x 
ن ا�
��ل  ��xل   ≥[ ]1,α

  

�  
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)إذن :                         ) 0f x x− 
ن ا�
��ل  ��xل   ≥[ ]1,α  

3(   

  

                   

  -أ )4
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( )

( )

1 1

1

1

1

1

(1 ln ) 1 ln

1 ln '

1 ln

ln 1 ln

1
ln 0

2

ln 2

e e

e

e

xdx dx
x x x

x
dx

x

x

=
− −

−
= −

−

 = − − 

  = − −  
  

=

∫ ∫

∫
  

  - ب

                          

( )

( )( )
( )

( )
( )
( )

( )

( )

( )

1

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1 1

2
2

1

2

2

2 2

4
1 ln

1 ln 1
4

1 ln

1
4

1 ln

1
4

1 ln

ln 2 4
2

1
ln 2 4

2

2 2 4ln 2

e

e

e

e

e

e e

e

A f x x dx i j

x f x dx cm cm

g x
dx cm

x x

x x
dx cm

x x

x dx cm
x x

xdx dx cm
x x

x
cm

e
cm

e cm

= − × ×

= − × ×

−
= ×

−

− −
= ×

−

 
= − × − 

 
= − × − 

  
 = − ×    

− = − × 
 

= − −

∫

∫

∫

∫

∫

∫ ∫

� �

  

III. 1 ( 

0
ن أ�ل  �n = : 

�د��� : 
0

2u =  

إذن 
0

1 u α≤ ≤  
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���nن  � ∈ℕ 

�1/�رض أن :  • nu α≤ ≤ 

و ���ن أن :  •
1

1 nu α+≤ ≤ 

�1د��� ,�ب اE!�راض  nu α≤ ≤  

]�زا�د�� ��� ا�
��ل  fو �د��� ا�دا��  ]1,α  

)إذن :  ) ( ) ( )1
n

f f u f α≤ ≤  

 : #�
و 
1

1 nu α+≤ ≤  

��1���F أن :  �
n

u α≤ 
ن  n�#ل     ≥ℕ 

)�د��� :  -) جII 2)) ,�ب ����� ا��ؤال 2 ) 0f x x− 
ن  ��xل  ≥[ ]1,α  

1و �
� أن       nu α≤ 
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