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I Approche :

o f est une fonction ; on la note pary .
o f'estsa dérivée ; on lanote par y'.
o L’écriture f'(x)=af (x)+b on lanote par y'=ay+b on I’appelle équation différentielle linéaire de
premiere degré de coefficients constantaetb .
« Toute fonction g dérivable qui vérifie cette équation différentielle (g'(x)=ag(x)+b) on I’appelle solution
particuliére de I’ équation différentielle .
e Résoudre une équation différentielle c’est de trouver toutes les fonctions qui vérifie I’équation
différentielle (¢’est-a-dire de trouver la solution générale ) .
e Le programme se limite aux équations différentielles de la formes .

1. y'=ay+b avecaetbde R

2. y"+ay'+by=0avecaetbde R .

il Equation différentielle de laforme y'=ay+baetbde R :
a. Propriété:

CEE [ ] ) [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ] C— °
/ oit ’équation différentielle (E) cy'=ay+baetbdeR. \
e Cas genéral a# 0 : I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sont les fonctions de la

([ )
m forme :f(x)=axeax—9 avec ae R .
a

e ¢ Casparticulier1: a=0 et b=0Iéquation (E) est y'=0 I’ensemble des solutions de I’équation ﬂ

différentielle (E) sont les fonctions de la f(X)=c. .

m e Cas particulier 2: a=0 et b 0I’équation (E) est y'=Db I’ensemble des solutions de I’équation »

Kdifférentielle (E) sont les fonctions de la f(x)=bx+a avec aeR .
.

b. Exemples:
Résoudre les équations différentielles suivantes :
1. y'=4y+5 donc a=4 et b=5 d’ou : ’ensemble des solutions de ’équation différentielle sont

i b 5
les fonctions de la forme :f(x) =axe®—==qge¥ " avec aeR .

a
2. y'=-3y donc a=-3 et b=0 d’ou : I’ensemble des solutions de I’équation différentielle sont
. b 0
les fonctions de la forme : f (x) = axe® — = = ae™ = oae™* avec aeR .
a

3. y'=7 donc a=0 et b=7 d’ou : I’ensemble des solutions de I’équation différentielle sont les
fonctions de la forme : f(x) =bXx+a=7x+a avec aeR .
4. y'=0donc a=0 et b=0 d’ou : I’ensemble des solutions de I’équation différentielle sont les

fonctions de la forme :f(x) = avec aeR .
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c. Proprieté:

¢ >équation différentielle (E) cy'=ay+baz0etbdeR. ﬂ
I existe une et une seule fonction f(x) qui est solution de I’équation (E) et qui vérifie la condition
initiale f(x,) =y, avec x, ety, eR . ’

] —— [ ) C— [ ) C— [ ) C— [ ] Ce— [ ] C— [ ] C— [ ) C— [ ] #
d. Exemple:
Déterminer la solution f(x) de I’équation différentielle (E) :y*=4y+5 qui vérifie la condition initiale
f(-7)=11

e D’apres Pexemple précédent I’ensemble des solutions de I’équation différentielle sont les fonctions de la
b 5

forme : f(x) = axe® —= = ae™ -, vecae R .
a

e On détermine fonction qui vérifie la condition initiale f(—?) =1l.ona:

F(=7) =116 0™ -2 =11
4

4
@aze_—i=49e28

On remarque que : o.=49e”® est un nombre réel unique d’ou il existe une fonction unique tel que

f(—7) =11 c’est la fonction f(X) = 49e% xe™ — § = 49e"+?8 _ § avecaeR.
4 4

RR. Equation différentielle de la forme y''+ay'+by=0aetb de R :

a. Définition :
[ CEEE—— [ ] (E— ° C— [ ] C— ° C— [ ] C— ° C— ° C— o
.

quation différentielle de la forme y"'+ay'+by =0aetb de IR tel que ’inconnue ¢’est la fonction y

avec Y 'sa dérivée premiere ety sa dérivée seconde s’appelle équation différentielle linéaire d’ordre 2 a |
coefficients constant sans seconde membre.

| e | équation re C : r®+ar+b =0 s’appelle I’équation caractéristique de I’équation : y'*+ay'+by =0 ﬂ

e Le nombre A =a2—4bs’appelle le discriminant de I’équation caractéristique .

E L] C— ° C— L] C— ° C— L] C— ° C— [ ] C— L] C— g

b. Propriété:
f (— [ ] S [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ] C— [ ]

olution générale de I’ équation différentielle (E):y""+ay'+by =0 aet b de R dépend du signe de A m
W 1" cas: A>0:

Donc I’équation caractéristique a deux solutions réelles sont :r, et r, . D’ou la solution générale de E)

X
sont les fonctions de la forme :y(x) = o™ +Be” ;aet P de R.
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eF'cas: A=0

Donc I’équation caractéristique a une solution réelle est r; . D’ou la solution générale de (E) sont les n

fonctions de la forme : sont les fonctions de la forme : f(x) = (ox+B)e™" ;o et B de R . '
e 3*M cas: A<O:
Donc I’équation caractéristique a deux solutions complexes conjuguées sont: I, =p+qi et
r,= r,=p—qi . D’ou la solution générale de (E) sont les fonctions de la forme : o
f(x =(acos(qx)+Bsin(qx))er;a et p de R . /
LJ C— L] C— [ ] C— L] C— ° C— L] C— ° C— L] C— °

c. Exemples:
1. Résoudre I’équation différentielle (E): y'"-5y'+6y =0 .

« L>équation caractéristique de (E) est: reC: r*-5r+6=0.
eOnaA=a?-4b= (—5)2 —4x6=1> 0d’ou I’équation caractéristique de (E) admet deux solutions
réelles distinctessont r, =2 , r,=3.

« Ensemble des solutions de I’équation (E) sont les fonctions de la forme f(x) = ae™ +Be> avec o et B
de R
2. Résoudre P’équation différentielle (E): y"+y'+y =0 .

« L équation caractéristique de (E) est: reC: r’+r+1=0.

eOna A=a?-4b=1"-4x1=-3 < 0d’ou I’équation caractéristique de (E) admet deux solutions

1 .3 - 1 .3

complexes conjuguées sont r, =r_l=—§—l7=1 , r1=—§+i7=j :

» Ensemble des solutions de I’équation (E) sont les fonctions de la
-1
X
forme f(x)=f(x)=[acos[§x]+ﬁsin[§xne 2 avec a et B de R .

3. Reésoudre I’équation différentielle (E): y""—4y'+4=0 .
« L équation caractéristique de (E) est: reC: r’—4r+4=0.(onareC: (r- 2)2 =0
eOna A=a?-4b= (—4)2 —4x4 =0d’ou I’équation caractéristique de (E) admet une seule solution
réelleest r, =2 .

« Ensemble des solutions de I’équation (E) sont les fonctions de la forme f(x) = (ox+B)e* avec a et B
deR
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