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a.

=

[

a.

b.

. Intégral d’une fonction continue sur un segment [a, b] :

hl. Propriétés : relation de Shales — linéarité — ordre .

Définition :

est une fonction continue sur un segment [a, b] et F est une primitive de f sur [a, b] .

Le nombre F(b)—F(a) estappelé intégral de f deaab, on note F(b)-F(a)= I:f(x)dx = [F(x)]:.

On litintégral de a a b de f(x)dx.

Remarque :

b
Dans I’écriture I f(x)dx on peut remplacer le variable x soit par les variables y et z et t--- donc :
a

[I1()ax=[ 1 (y)dy=[ F(t)t=--

Exemple :
Calculons :

-] (3-5) 1-0)-
N R

. Ll+ex41dx 2l+e4x( ) x=[4Injx-1]" = (4In(1+e-1)-4In(2-1))=4
. 4Ll+exlld _4J‘1+e(x 1) dx=4[Injx-1]* =4(In(1+e-1)-In(2-1))=4.

On remarque que :
I:(xz - 2x)dx = —IO — 2x)dx .

. "‘;eédx: 4I:+eidx .

Propriéeté :

est une fonction dérivable sur un segment [a,b] et sa fonction dérivée " est continue sur [a,b] ona:

[P ax=[f (] =F(b)~F(a)

LdeX=[CX] .=c(b-a); (ceR).

Exemple :

o [(x¢-2x) dx=[x*~2x], =(1* -~2x1)~(0* ~2x0) =1

5
L 7dx =7(5-3)=14 .
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c. Relation de Chasles :

est une fonction continue sur un segment [a, b] ona:

. j':f(x)dx=o .

. I:f (x)dx = —Iabf (x)dx .

. ch(X)dX+chf(X)dX=Lbf(X)dX avec a<c<b. (relation de Chasles) .

d. Exemples:
. LS(XZ—ZX)dX=0

. J'Ol(x2 - 2x)dx = —J‘lo(x2 - 2x)dx
. J':’|x—1|dx = J‘:|x—l|dx+f|x—1|dx

=J':(1—x)dx+jls(x—1)dx (car [x=1=1-x sur [0,1] et [x—1|=x-1 sur [1,3])

1 3
={x—1x2} +[1x2—x}
2 0 2 1

e. Linéarité:

et g sont deux fonctions continues sur un segment [a, b] ona:

{If(f +9)(x)x =" (x)ax+ [ g () dx

Lbaf (x)dx=aj':f(x)dx ; (ae R).

. Exemples:
= Exemplel:

. I;eédx:q;eidx :

e Onpose : A=J‘Ecosz(x)dx et B =J‘;2:sin2(x)dx

1. Oncalcule: A+BetA-B.
2. Ondéduit les valeursde A etB.
Correction :
1. Oncalcule A+BetA—B.
v Ona:
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A+B= J‘Ecosz(x)dx +B =_|'072Esin2 (x)dx

= Ig(cosz (x)+sin’ (x))dx

=I§1dx

(e

n
2
Donc A+B=g

v Ona:
A-B= jogcos2 (x)dx - jgsinz (x)dx
= jg(cosz (x)-sin? (x)) dx

=I§cos(2x)dx , (cosz(x)—sinz(x)=cos 2x)

3
=[Esin(2x)]
2 0
1,. ]
=E(S|n(n)—smo)
=0
Donc A+B= g
2. Ondéduit les valeursde A etB.

T

A+B=—

Ona: + 2 :>A=B=%.
A-B=0

T

Conclusion: A=B=
= Exemple2:

Montrer que : j;ln(x+l)dxsj;ln(x+ 3)dx .
Sachant que :
1<3=>x+1<x+3

= E(x+ 1)dx < Ls(x+ 3)dx

Conclusion : I:In(x+l)dx < j;ln(x+ 3)dx.
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Rik. Valeur moyenne :
a. Propriete :

est une fonction continue sur un segment [a, b] eta<b.

o |l existe au moins un élément c de [a,b] tel que : (b—a)xf(c) =I:f(x)dx.

1

A X Lbf (X)dX s’appelle la valeur moyenne de f sur [ab] ,

e Lenombre f(c) =

b. Exemple:
soit f(x)=3x .
1. On détermine la valeur moyenne de f sur [0,2] :
_ 1 1 (2 13,7 1.3
Ona: f(c)=b_afo(x)dx=ﬁj0 3xdx=§[§x2} =Ex§(4—0)=3.

0

Conclusion : la valeur moyenne de f sur [0,2] est f(c) =3.

V. L' intégration par parties :
a. Théoréme :

et v sont deux fonctions dérivables sur [ab] leurs dérivées u" et v'sont continues sur[ab] ona

Ibu(x)x v'(x)d>§ =[u(x)xv(x)] ;—J:u '(x)x v(x)d>§

a
\

.

(1) (2) (3)

=

Méthode ou bien disposition :

O+ @Y - 1)
Vi(X) = v(X) =+

Exemples :

[

e Oncalcule:Il= J‘ngcos xdx en utilisant une intégration par parties .
On pose :
(x)=x u'(x)=1
Dy (2N - 1(3)
(

c

v' x)=cosx v(x)=sinx
n T kil
D’ou : Iozxcosxdx= [xsinx]g —Iozlxsinxdx

= | ZsinZ_0sin0 -[—cosx]5:£+ cosE—cos0|= Er0-1=2_1
2 2 o 2 2 2 2
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Conclusion : | = g—l.

e
e Oncalcule:J= L X |n(X)dX en utilisant I’intégration par parties .

On pose :

D’oﬁ:IfX|n( X)dx = [ZX In(x } I Ve xzdx
__(e2|n 12In )-—I xdx

e
_lo Y1210 1o 42y_1, 1
—5°¢ 2[2’( L ¢ 4(e 1) 2% 17

Conclusion : J:%(e2 +1).

V. Applications sur les intégrales calculs des surfaces :

01. Calculs des surfaces :
a. Introduction : &
» Unité d’aire (unité de surface):

e Leplan (P) est rapporté a un repére orthogonal (oT]) .

e 0N pose Ol=ietOJ =] et le point K tel que OIKJ est parallélogramme .

e On considére la surface du parallélogramme OIKJ comme unité d’aire 0 |
(du lasurface ) cette aire on la note 1 u.a

N

> Laire (F) est la partie du plan (P) compris entre la courbe (Cf) et ’axe des abscisses

f est une fonction continue sur[ab] et (Cf ) la courbe de f.
e (F) estla partie du plan (P) compris entre la courbe (Cf)
et I’axe des abscisses et les droites d’équations X=a et Xx=Db.

e On désigne par A la surface de la partie(F) du plan (P) .

Remarque : la surface A se calcule par I'intégral

I:f(x)dx et dépend du signe de f(x)
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b. Proprieté:

orthogonal (O,T, ]) :

c. Lescas possibles :

abscisses et les droites d’é

est une fonction continue Sur[ab] et (Cf) la courbe de f dans le plan (P) est rapporté a un repére

L’aire S (la surface ) de la partie (F) du plan (P) comprise entre la courbe (Cf) et ’axe des

Mxm (u:2) (unité daire)

La fonction f est positive sur
[ab] .
(c’est-a-dire (Cf) au dessus

de I’axe des abscisses

V| AR DR SSOUL R |
Jeamest

La su rface est

A= dX><|H||ﬂ| i

La fonction f est négative sur
[ab] .
( ¢’est-a-dire (C ) au dessous

de l’axe des absc1sses

.............

La su rface est

A=-[( dX><|ﬂ||ﬂ| ua

La fonction f est change de signe sur
[ab] . (c’est-a-dire (C ) au dessous et
au dessus de l’axe des absc1sses

AT
] l
) U

'

S —
'
A

1 1 )
I 1 l 1 1
' ] 1 1 1
| 1 ) | )
' 1 ) 1 )
e = cbhecdecndenakaad.

' 1 ] 1
1 ' ) Ll ] 1
1 ' 1 | 1 )
1 U 1 1 1 1
i ol 1 R
Y ORI =
1 ' ' ! ]
1 ) ' ' 1 )
1 L ' ' 1 )
R Y 1= SR -l o wf b B
1 ! 1 1
] 1 1
1 ' 1 )
1 ' 1 1 1
l 1 1 1 1
1 1 1 1

-
L]
.

Lasu rface est :

f(faxx|][i] ua
__[ x)dxj (x)dx(u.a)

f est une fonction paire
sur [—a,a] est positive sur

boa

\
A
A,

N

On a:

[ f(x)ax=2["f(x)dx ua

Remarque :

J‘_Oaf (x)dx= I:f (x)dx

f est une fonction impaire
sur [-a,a] et positive sur[0,2]

el e e o e b = S

-
w

' ) 1
L. i B i
- b o e N T
' ' '
' [ '
' [ i
' ’ '
[ ' [ '
' ' [ '

'On aest:
faf(x)dx = ZI:f(x)dx u.a

Remarque : J:f (x)dx=0

J‘_Oaf (x)dx = —I:f (x)dx

domaine du plan comprise entre les deux
courbes (Cf) et (Cg)

R \Q K\\‘Q‘\\C'

A N &L\

\\\§§/ \\\:\\\\\\“« S

S ; > i Ei\\- \—\)QN\@S’
Cg

On considere &4 La surface du
domaine du plan comprise entre les deux

courbes (Cf) et (cg) et les droites

d’équations X=2a et X=Db. La surface
est :

0 aesfua
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02. Calculs des volumes :
a. Approche :

e L’espace est muni d’un repére orthogonal (OT 3, E) .
J (Cf) la courbe d’une fonction continue sur[ab] avec (a < b) :

e On suppose que (Cf ) tourne au tour de I’axe des abscisse de 360° la forme obtenue s’appelle le solide

de révolution
o le solide de révolution obtenu a pour volume :

b. Propriété :

’espace est muni d’un repére orthogonal (O,T, 3, E) :
(Cf) la.courbe f est une fonction continue sur[ab] avec (a<b) .

Le solide de révolution obtenu par la rotation de la courbe (C;) de la fonction f sur [a,b] au tour de

I’axe des abscisse de 360° son volume V est: V = I: n(f (X))2 dxm X H]H XHEH (unité de volume)

[

Exemple :

L’espace est muni d’un repére orthonormé (OT] E) , tel que ”TH = H]H = HEH =1cm.

Exemple 1:

On considére la fonction f(X) =X—-5sur [—1, 2] , (Cf) sa courbe représentative dans le repére (OT])

1. On construit Le solide de révolution obtenu par la rotation de la courbe (Cf) de la fonction f sur

[a, b] au tour de I’axe des abscisse de 360° .

2. Oncalcule V le volume du solide de révolution obtenu : 3"/..-
Ona: V= Ibn(f (x))2 dx|m|x|m|x||l_<.” (unité de volume ) ﬂ/
V=[ m(x- ) dx1x1x1 cm® s Tx
nj'z —5)"dx cm® U\\_\
l T

}ma

ooll—\

fie
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= g(—33 + 63) cm’
=63n cm®

Exemple 2 :

(073

Conclusion : le volume du solide de révolution est V = 631 cm®.

On considere la fonction f(x) =/1—-X2 sur [—1, 1] : (Cf) sa courbe représentative dans le repere

1. On construit Le solide de révolution obtenu par la rotation de la courbe (Cf) de la fonction f sur

[a, b] au tour de I’axe des abscisse de 360° . ! ' 4
' ' 2
2. On calcule V le volume du solide de révolution obtenu : "E """ E' """
b 2 IR e L i :
Ona: V=j TE(f(X)) dx|m|x|m|x”k” (unité de volume ) B [ pe
1 2 : :
V=I n1-x2 dx1x1x1cm?® : '/(:
” 2 M
! 2\d 3 ! %
=Ln(l—x ) x1x1x1lcm ".""‘.":’L'
1 i :
1 ‘ :
=n|:X——X3:| cm® S P e
3 1 ' '
1n 3
=—Ccm
3 1=
. . . . Am 3
Conclusion : le volume du solide de révolution est V = ? cm®. Y
Remarque :
e (’est le volume d’une boule de rayon R=1.
e Sion lafonction f(x) =+R?-x2 sur [—R, R] avec R>0.
47R?
on obtient le volume d’une boule de rayon R>0 :V = . / I
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