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. Continuité et continuité a droite et a gauche d’une fonction en un point X, :

A. Continuité d’une fonction en un point X, :

a. Définition :

, estun intervalle ouvert et contient X, et in

=g

Exemple :

X* X
x-1

f(x)=
f(1)=1

1. Etudier la continuité de f au point x, =1 .

Ona: limf(x)= Iimw

x—1 x—>1 |X| -1

; xeR\{-1,1}
Soit la fonction f définie par : .

=lim|x|

x—1
=1
=f(1)
Conclusion : la fonction f est continue au point X, =1 .

2. Lafigure ci-contre représente la courbe représentative d’une fonction f

B. Continuité a droite et a gauche d’une fonction en un point X, :

a. Définition :

(9= limf(x) =F(x,) -

x<0

O—r,xo] . (r>0) est un intervalle inclus d
HEg=r(x,) -
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b. propriété :

ent si f continue a droite et & gauche de X,

X,) < )!irxnf(x)=xlirl1f(x)=f(xo)

x>0 x<0

c. Exemple:
> Exemplel:
f(x)=x+aVx’+x+1 ; x<0
Soit la fonction f définie par : {f(x) =x*-x : 0<x<1avecaet bdeR
f(x):bx—x—_1 x>1
| x?+3-=2

1. Déterminer a et bpour que la fonction f soit la continue au point X, =0 et x, =1 .
v" Pour la continuité en X, =0.

On af est continue en X, =0 donc f est continue & droite et a gauche en X, =0 .

D’abord : (0)=0+ay0* +0+1=a

= Puisque f sera continue a droite de X, =0 alors limf(x)=limx*-x=0=f(0)=a

x—>0 x—>0*
D’ou: a=0.
= Puisque f sera continue & gauche de X, =0 alors limf(x) = limx+avx*+x+1=a=f(0) et
X0~ x—=0"

f(0)=a.
Donc : f est continue a gauche de X, =0
Conséquence 1 : pour que f soit continue au point X, =0 il faut que a=0 .

v' Pour la continuité en X, =1.

On afest continue en X, =1 donc f est continue a droite et a gaucheen X, =1 .

D’abord : f(1)=1-1=0.
= Puisque f sera continue a droite de X, =1 alors :

w—1 (x— 1)(@ + 2)

limbx— ——= = lim bx

s XX+3-2 *F _( x2+3—2)(\/m+2)
(x—1)(«/x2+3+2)
= |limbx —

x—1* X2 -1

= limbx - M(m+ 2)
ST e ()

-0
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=p-2
D’ou : b—2=f(1)<:>b—2=0,parsuite b=2.

= Puisque f sera continue & gauche de X, =1 alors limf(x)=limx*-x=0=f(1)

X—>1" X—1"

Donc : f est continue a gauche de X, =1
Conséquence 2 : pour que f soit continue au point x, =1 il fautque b=2 .
Conclusion : les valeurs de a et b pour que la fonction f soit continueen x, =0 et x, =1
sonta=0 et b=2

Ona: limf(x)= |imw

x—1 x—1 |X| -1

=lim|x|

X—1

=1
=f(1)
Conclusion : la fonction f est continue au point X, =1 .
> Exemple 2:

2. Lafigure ci-contre représente la courbe représentative d’une fonctionf .
e Etudier graphiquement la continuité a droite et a gauche au point X, =1

e F est-elle continue au point X, =1 ?

ll.. Continuité sur un intervalle :
a. Definitions :

= ]a, b[) < pour tout x de | ; fest continue en x .

e sur ]a, b[ et f est continue a droite de a .

ue sur ]a, b[ et f est continue a gauche de b .

ue sur ]a, b[ et f est continue a droite de a et a gauc

b. Exemple:
On considére la fonction f définie par f(x)=x2+3x.

1. Montrer que f est continue sur P’intervalle | = ]1; 5[ .
Soit X, €l = ]1; 5[ ; montrons que f est continue en X, .

Pour cela il faut démontrer que : limf(x)=f(x,).

X=>Xg

Ona: f(x,)=x;+3x, et limf(x)=limx2+3x=x; +3x,=f(X,) (car f est une fonction

X=X X=X
polynomiale ).
Donc f est continue en X, € J1;5[

Conclusion : f est continue sur | = ]1; 5[ .

-3-
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Rk, Operations sur les fonctions continues sur un intervalle | c R :
a. Propriétés :

sont continues sur | .

(pour Xel tel queg(x)#&O e

IV~ Continuité des fonctions usuelles :
a. Propriété:

domaine de définition D; .

ont continues sur IR .
{§+ kn,k eZ}.

b. Exemple:

Soient les fonctions 1) f(x) = (x2 +3x— 2)x Jx .2) g(x)= 2: +11 +cos(x).

1. Déterminer ensemble de définition et ensemble de la continuité de chaque fonction précédente .
v’ Pour la fonction : 1)f(x)=(x2+3x—2)x\/; :
»= Lafonction X > X2+ 3x—2 définie et continue sur R ( fonction polynomiale ) .

= Lafonction X /X définie et continue sur [0,+oo[ . Conclusion : f est définie et continue sur [O, +oo[

v Pour la fonction : 2) g(x)= 2)z(lel+cos(x) :

2x+1
= Lafonction X+ définie et continue sur R \{1} ( fonction polynomiale ) .

X_
= Lafonction X > cosx définie et continue sur R . Conclusion : g est définie et continue sur R\{1} .
V. Image d’un intervalle par une fonction continue :

a. Propriété:

ue est un segment J = [m, M] (m=la plus petite

a,b]) f([a,b]) =[m,M]

ue est un intervalle J. On note J =f(|).

-4-
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b. Exemple : Exemple1: f([l, 2[) =[1,3[

Vl\ Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone :
Si la fonction est continue et strictement croissante

([a,b]) =[f(2).F(0)] f([a.b[)= [f (@), lim f(x)[ f(Ja.b])= ]Iirarl f(x),f(b)]

f(]a,b[)=])!Lrgf(x),lerljf(x)[ f([a,+oo[)=[f(a),xlirpmf(x)[ f(]a,+oo[)=]hmf(x) Ilmf(x)[

f(R)=Jim 09, im x| #(}mal)= Jim9.0@)] | (1-0l)= Jim 100, im o]
Si la fonction est continue et strictement décroissante

f([a.b]) =[f (o). F@)] f([a.b[)= ] lim f(x),f(a):l f(Jab]) = [f(b), lim f(x)[

)il | e Jimieno] | el

f(R)=}JLrpwf(x),JLrpwf(x)[ f(]—w,a])=[f(a),JLrEOf(x)[ £ (], a[)=]nmf(x) I|mf(x)[

VIL. Continuité de la composée de deux fonctions continues :
a. Théoréme:

gof est continue en X,

on gof est continue sur | .

b. Applications :

sont continues sur R .

T
t x tel que ax+b¢z+k1t :

)= Jf (x est continue sur I .

-5-
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VL. Théoréme des valeurs intermédiaires :
a. Activité :
La figure ci-contre représente la fonction f, on prend a=-2 et b=1.

1. En déduit graphiquement f(a) et f(b) .
2. On choisit un nombre k compris entre f(a) et f(b) , graphiquement , est-ce qu’il existe un nombre
C de [a,b]=[—2,1] tel que : f(c)= K.

Propriété ( théoréme des valeurs intermédiaires ) :

b.

[

Conséquences :

[

remarque :

otone sur [a, b] alors c est unique

ou bien I’équation admet au moins une solution alc

b] ou bien I’équation admet une et une seule

IX\ Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I :
a. Théoréme :

ictement monotone sur un intervalle I.

seule image y dans J et de méme si tout y e Ja un et se
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b. Exemple:
On considére la fonction f de 1a variable x définie sur I’intervalle [0, 3] par f(X) =X,

1. Montrons que f admet une fonction réciproque f~* définie sur J & déterminer .
Il faut montrer que f est continue et strictement monotone sur [O, 3] .

< Continuité de f sur [0,3] .
La fonction X > X est continue sur R , donc sa restriction sur [0, 3] est continue sur [0,3] .
% La monotonie ( strictement ) de f sur [0, 3] .
La fonction X > x? sa dérivée est X > 2x don sa fonction dérivée est positive sur [0, +oo[
donc La fonction X > X* est strictement croissante sur [0, +oo[ par suite sa restriction sur
[0, 3] est strictement croissante sur [0, 3] )
D’ou : f est continue et strictement monotone sur [0, 3]

% Conclusion 1 : la fonction fadmet une fonction réciproque = définie sur J .
% On détermine J :

Ona:J =f([0,3])
=[£(0).f(3)] car fest continue et strictement croissante sur [0,3] .
=[O;9] .Donc: J =[0;9].

Conclusion : la fonction fadmet une fonction réciproque = définie sur J = [O; 9] :

Relation entre f et sa réciproque f* :

[

Vyeld :
Vxed :

vxel : frof(X)=x ot {

=

Remarque :

Pour déterminer la fonction f

On rédige de la fagon suivante :

16 méthode : 2ime méthode :

Soit xe | et y eJ cherchons x tel que f(x) =y. Soityel et xeJ cherchonsy tel que f(y) =X.
Exemple :

On considére la fonction f de 1a variable x définie sur ’intervalle [O, 3] par f(X) =x’ qui admet fonction

(I

réciproque f* : J:[O; 9] = =[0; 3] (‘exemple précédent )

1. Déterminer f :
On utilise la 1¢ méthode :

ona- f(x)=y}©{f-1(y)=x
xel yeld

soit y €[0;9] et x€[0;3] cherchons x tel que f(x) =Yy

-7 -
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On résoudra I’équation f(X) =Y.
f(x)=yox’ =y
< x=.y €[0;3] ou x=—ly ¢[0;3]

-1 _ -1 o 4 _
Donc : la solution est X =./y or {f (y)=x d’ou {f (y)—x_\/y c.ad. {f (Y)—«/y

yeld yel yeld
-1. _ -1. . .
Donc : o=t~ ou encore = [o9] - [0:]
y )=y ye i) =Jy

Au lieu de notée la variable par y, on note la variable par x .
£ [0;9] >[0:3]
x> F1(X) = VX

Conclusion : | a fonction réciproque f™ est définie par

On utilise la 2™ méthode :
Soit X e [O; 9] etye [O; 3] cherchons y tel que f(y) =X

On résoudra I’équation f(y) =X.
f(y)=xoy?=x
<:>y=\/§e[0;3] ou y=—\/§¢[0;3]
L I=f(1) > |
x> F1(X) = VX

Donc :

£ [0;9] > [0;3]
x> () = VX

Conclusion : | a fonction réciproque ™ est définie par

f.  Propriété de la fonction réciproque f™ :

uesur J=7(1).
nt dans le méme sens .

rapport a la 1°" bissectrice ((D) y=X).

K. La fonction racine d’ordre n (ou racine n¥me) :
a. Définition et théoréme :

e et strictement croissante sur [0,+00[ .

1
= X" et appelée La fonction racine d’ordre n
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b. Cas particuliers :

ance ) . donc on prend neN\{0,1} .

rrée).

e ou racine d’ordre 3) .

c. Propriétés :

g Propress: ———_—_—-
e | somactbdeR aneNoy |
QE:]_ ; %:O : (Q/a)n:a : nan=a XILII]@"X=+00
 da=thea=b  dastheoasb | (axth=Vaxb R U
E‘ o ) 1 E‘ A B Q/a o i
R I RS I I Al i A

Exemple :

Simplifier : 3/%/?%\5/37

Ona: mxﬁ?ﬁ:“@/ﬁx@:ﬁm:%:B
Conclusion : §/3/81x%/3" =3

Limites de la fonction g(x) = {/f(X) :
Propriété :

[l®

X,20) .

Mt ()= = fimff () =47 .

emplace X —> X, par X X; ; X>X; ; X

[l

Exemple :
Calculons les limites :

o lim ¥/2x+3 =+ car lim 2x+3=+o.

X—>+©

X—>+00

o lim ¥5x% +1 = 400 car lim 5x% +1 = +0.

X—>—00

8x+

e lim
X—>—00

8x+8
X_

o lim3

X—»—00

X—>—c0

=38=32"=

«/_ \/2_3 2 car lim

+8 =8.

8x+8 _g
X—>—00 ¥ —
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e lim ,3’8X+8 =400 car lim 8x+8 =+oo (puisque lim8x+8=48¢t limx-5=0").
x—>5* X—-5 x5t X—5 x—5* x—5*
o lim 38X+8=§/6=0 car lim 8X+1—O+(pU|sque Ilm 8x+8=0 et lim x-5=-6).

X—=—1" X— 5 x=>-1 X— X—=-1"

XL Puissance rationnelle d’un nombre réel positif :
a. Définition :

m
on suivante Yx™ =x" ou encore par Yx™ =
el positif x d’exposant r .

b. Remarque :

prolongement de I’exposant dans Z . ’ ‘
c. Exemple:

e Ecrire les nombres suivants (3/7)11 et §37° et (\QIZ)_M et 27 et (2/5)_32 sous la forme X" :
_ -9 —15 = -5
ona: (3 )11 7 ot Y37=3° et (¥21) Top1t et §2 =20 et (¥3) e
o 38 et 311 et
1 1,2 1 3
Ona: ¥8=82=(2°) =2 2=z et Y11=11 et 7°=72

d. Propriété :

g

eR™ .

e. Exemple:

5 1
Simplifier : A= (2 Jx(4 2Jx

(5]
-

1\° =5 2 5 2 56 5
Ona:A=(2 ) (42]{83 23x (23)3—23x2 3x2 o9 3 =23=325
2 2 1,2
3 3 3 3 3 33 WA 5
. |3=‘/7x17 Ona: B=ﬁx17 LA A b Y 7
74 74 74 74
- 10 -
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