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→

= =
����� �

  

Fا�(او'� ��
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W F
→
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 ا���ة ��F
�

)و���� ��7 ����6ل   )J   


 	�ة ����� ���/.�ر ا�/��; �
 :�ف ���� ا������  *�� =*��' 1  >?�0�
 '��*= �/�@���0 ا���?< وا�� .  
2  ����� 	��  ــ ا�$�� ا�#"!  ���ة 

�����F 	�ة 
�

  
� 
���  .  Bإ��  ��BA ����� و���� �����ه� �

 ��?)C رات�.� �δ�&.�ب ��
 ��B ����� �6(ء ا�/.�ر إ�
���
ℓ  ر������ F/.� ��G�ه�� -< ا����F
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 �0�� 
  . ����� -< آ


 ا�6(?< �*��ة �I�ا �����F
�

Jδ!ل ا����1ل ا�6(?<  
���
ℓ  ه� :( ) .W F Fδ δ=

���� �
ℓ   


 ا�K*< �*��ة ا�/����ة �I�اF
�

  : ه� �6/�ع اL���ل ا�6(?��  

( ) ( ) .
B B

A AA B
W F W F Fδ δ
→

= =∑ ∑
���� � �
ℓ  

  ــ ��� ا���ة ا�/�ر-�� ا���,�� +* (	ف '��&  3
 �N��� �����R  �*G�� ��B ,�ت�7 ذا ��!+k  >�-ى أ��.� �. وآ�*�7 �0/*� ، -< و@; أ-�< �*

 R��� 
��&� 7�-�: �Sأ R�T� .  

� :�-7 ا�&� �� U���� ا�*� =���M  ة�	F ′
�

  ،
 ����
 ا����� %�&� U����ار  M-���ل ا��/���

OM xi=
����� �

  .  
 ����
 ا�T/�O  ;@��M  ��?�-< ا�&��� ا��

 U���*� .  

 ، 	���ن ا������ات ����� %��T�ن ا�����ا V.S

X- ،Fن ا����U '��= 	�ةا�/���د�� 
�

� ا�/�6ب  *�

Fوه< 	�ة ار��اد  F ′= −
� �

�F&�% أن   kxi= −
� �

أي  

Fأن  kxi′ =
� �

Fأي أن   ′
�

إذن  �G-L�� =*���xل  
 ����� ��B >0- .  


 ا���ة �� �����F ′
�

  
� U���
 :�ف ا����' �����A  �   Bإ�

( ) ( ) . . .
B B B

A A AA B
W F W F F kxi x iδ δ δ
→

′ ′ ′= = =∑ ∑ ∑
���� � � � �
ℓ  

� هZا ا�/6/�ع '�&�� 

 ا]��/�ل :�'���K/' :  
  :  أ ــ ا��	0�� ا��,��'��


 ����ات T/� 
�1�� ا�G-Lل  F-< �\/� �&�ر'�x  U���F. وه< إ:��� ا� kx= ���J ��أي أ��0 دا
 �/\�
 أ+
 ا�� �/� .  


 ا�6(?< �I�ا-= ا�'( ) . .W F k x xδ δ′ =
�

  
KI�ا >- 
�.��S ا�/.���
 ا�L�� >?)6]�د ا�/��

 7���C .  
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 ����� ا����ل ا���M  
�A  �0��G-أAx  �،  Bxأ-�G�B  �0إ�


 ا�K*< �*��ة �I�ن اX-F ′
�

�6/�ع �.��Sت '�ا-�7  
ا�/.���!ت ا�6(?�� و'.�وي �.��S ��7 ا�/�&�ف 
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 :�ف ��6ب �*� ا���ف ا�&� ��� �����A  ;@�� �إ�

B  >�ا���ا �*� �/0��G-أAx  وBx  ه� :( ) 2 21 1

2 2B A
A B
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→

′ = −
�

  .  

Fو�/� أن  F ′= −
� �

): -Xن ��
 	�ة ا1ر��اد ا�/���� �
 :�ف ا����U ه�   ) 2 21 1

2 2A B
A B
W F kx kx
→

= −
�

  


 	�ة ا1ر��اد �� =*��'F
�

  . ���/�@; ا���?< وا�/�@; ا���0?< �/�آ( 	�Gر ا�6.`  

II  �'	�ــ (��� ا��:9 ا�  
��� '�Kن ا����N� U��:� أو ����b' 7�X- 1(ن '�b(ن :�	� �����&� a�� ��Iه7 �./� :�	� ا��@; ��

. ا�/���   �����-< ا�&��� ا��< '�Kن -��0 ا����U 1 ���1 وN� 1��X- �:ن :�	� ا��@; ا�/��� ��Kن �  .  

��� '��= ا�/�6ب 	�ة ��F ′
�

 ��� ا���ف ا�&� �**� ����
 ا�� 
���� c����� ���� 
�6� U�A  �0��G-أ

Ax  ن�K[ ���S >- ����� آZ��S >- d�� �K[ن ، -Bx  V.S 7�Xأ-�G�B  �0إ�� ا�C�� %�S
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→
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 أ��Kل ا���	� � 
K� ���� وي�.' U���
 ا�/��= �
 :�ف ا�/�6ب �*� :�ف ا��I�أي أن ا
 ���/6/*� } U���  . وه< :�	� و@; ���� } ا�/�6ب ، ا�

)�N; أن  ) ( ) ( )Pe Pe
A B
W F E A E B
→

= −
�

   

 
� ���K� ���/6/� ���/�@; ا��ا �	ف :���� } U��� ــ `.C { >��ا �	���و@; أ-�< ه< ا >-

�b� :21(�7 هcZ ا�/6/��� �
 �Cاء ��I'7 ا�6.` و�����ه� ه� 

2peE kx C= +  .  

C  ���/�@; ا��ا �	��� ���C�/�ا ��&��ا 
�د ا��!	� �&� ����� .  
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��� -< ا�/�@; ا�/�ا-= ��G-hل ��0xو���b� ���� �,Gر :�	� ا��@; ا�/��� � =  %�S( 0)C = 

�K�- :21ن ����� :�	� ا��@; ا�/��� ه� 

2peE kx=  �6ل�ات ه< ا�S�*� >/����م ا�\����0 -< ا�Sو . و

x  و U���  . +!��k  7إ:��� ا�

 �j�&*� :( )B
A pe

A B
E W F

→
∆ = −

�
   

III  �;��#�2� 25@ ، '��& { ــ ا�=را>� ا������ AB- { 9:و  E
  �Eأ .  

  . ــ ا����� ا�3	آ�� �2�#��;�  1

 �*��I'7 آ�*�7 ��	 ��B V*G�6.` ا�ا �-��'m  7���[وv  �*� ، 
��� ;C�/� ��.���� �Sإزا >-

�:CE  %�&�21	� �Sآ�� 

2CE mv=  ة�SوCE  �6ل�ات ه< ا�S�*� >/����م ا�\�  . -< ا�

 cر�G	 )ه< ]��� ��آ V*G�6.` ا�ن ]��� اX- ، �Sآ� إزا�S >- `.6�أن ا �/�  .  
 V*G�*6.` ا�&�آ�� �ا �	���ب ه< اZ�Z�/�ا اZ0� &�آ���ا �	���ب ��ن ، اZ�Z�/� ��.����  .  

2 21 1

2 2CE mv mx= = ɺ  أن %�&�
0

2
cosmx x t

T

π ϕ
 

= + 
 

  

2 �;��#�2� ��G�'�G��ــ ا����� ا�  .  
��G�'�G��ا� ������� H0	I�  :  

 �\&� >- �� ���/6/� ��K���K�/�ا �	���ا 
��� ;C�� >-t  ;@��ا �	&�آ�� و:��ا �	���ه< �6/�ع ا
  . �cZ0 ا�/6/��� 

P:�	� ا��@; �/�Z�Zب ��ن أ-�< ه< �6/�ع :�	� و@�7 ا���T��� و:�	� و@�7 ا�/���  pp PeE E E= +  

 
����� �; ا�/.��ى اL-�< ا�/�ر �� �����T�@; ا��ا �	��� ���C�/�ا ��&��ر ا��b�G  ر�G	 )آ��

)ا�/�Z�Zب  )0PPE =  �*� 
G&�P PeE E=  `.C 
� ���K� ���/6/� ��K���K�/�ا �	���أي أن ����� ا

V*+ :2 و���U أ-�< ه�  21 1

2 2mE mv kx C= + +   

���J�� :0peEر �S�� �����C ���	� ا��@; ا�/��� وه<  � ا���ازن أي ان  =��0x � ا������  =*� 
G&�

2: ا����<  21 1

2 2mE mv kx= +  
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  أ ــ ���K إه��ل ا�G�KLآ�ت 
� �\�م دوري دورc ا��bص  mx-< هcZ ا�&��� '��� و]; ا����Z�Zت *� 
G&�- ، �����0T  ن�K�- ،

 ���/6/*� ��K���K�/�ا �	���ا�&,�ظ ا ����� .2 21 1

2 2mE mv kx= +  `�	 R0/� آ���x  وv   

 �'�G��/��0 ا�	 ��ا1]��� ZJ�� ����X-21ن ا���	� ا�/�mx  ��K���Kــ �

2m mE kx=   

 �����0xــ ��/� ��Kن ا1]����� � X-21ن  =

2m mE mv=  نX- >����2و�� 21 1

2 2m m mE kx mv= =  7�و�

��n ا��!	� �.� :m m

k
v x

m
=  

� ا�/��د�� ا��,�@*�� �*/�Z�Zب ا��!	� �
 ا���	� ا�/���K���K أي ��/*�� *� 
G&� أن 
K/' d�Zآ
)*� ��.�
 ا����	�0 ���� :  

0 0mdE
kxx mxx mx kx

dt
= + = ⇒ + =ɺ ɺɺɺ ɺɺ  

 >�-L/�ن ا�اس ا��  : ����bت ا���	� �*
 �/\�� �,p ا�*� 
�T/�PeE  وCE  ُوmE  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 

 �567:  �Sاس ��ن أ-�< و��� ��K���K�/�ا �	���ا r,&�  . -< ��Bب ا�K�S1آ�ت �
 �2�O+ 	��  . ب ــ ���K ا�G�Kآ�ت 

 
� �\�م ��7 دوري أو 1 دوري  t-< هcZ ا�&��� '���	s و]; ا���Z�Zت ��ر'��6 �; ا�(�*� 
G&�- ،
  . -< �S�� ا�K�Sآ�ت �0/� 

 ;� ���/6/*� ��K���K�/�ا �	���ا s	��  ) و�Cد ا�K�S1آ�ت ( إ�� ا����1ل ا�&�اري  tا�(�
 '�(ى �
� ����ات �&�� 
K�peE وCE وmE  
�1�� ا�(�� :  
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IV   2اس ا��R� ــ ا�=را>� ا������ .  
  . ــ ا����� ا�3	آ�� �2�#��;�  1

  } ا��V�N ـ ا�.*d { ا�/6/��� ا�/���Z�Z ه< 
�/� أن ا�.*d آ�*�X- �*/0� 7ن ا���	� ا�&�آ�� ���اس ا�*< ��&�G -< ا���	� ا�&�آ�� �*�V�N ، و�/� 

 R��� ل �&�ر�S آ� دوران�S >- 7أ�( 
 ا����<  ∆(KI�ا �: ]��Kن ����� ا���	� ا�&�آ�� �*

21

2CE J θ∆= ɺ  %�SJ∆  ر�&/*� ��.���� V�N��ر ا�G	 م)�( 
 :�ف ا�.*d و  ∆(� � θɺا�/6.

 V�N��وران ا�  . ا�.��� ا�(وا'� �
  . ــ (��� ا��:9 �2  ا��#��;�  2

)-< �Sآ� ��S ���Z�Zل �&�ر  �����C ��اس �< ����� ��7  )∆  V�N��ر ا�G	 م)� ، d*.�ا c�.6'

�.�� �*/&�ر ���( 
 . ∆Jه�  ∆(��@�� 
���= ���ه�� ا���	� ا�&�آ�� �*� هcZ ا�/6/��� ��

  .  2θو  1θ: أ-�G�0/� ا�(اوي ����� 

�C :Pد ا���ى ا�/���� �*� ا��V�N أ���ء �Sآ�7 
�

  V�N��ا �*� d*.�و����� ا V�N��وزن اR
�

  �وإ�
MC.�(دو�C ا�*< �(��0  C θ= −  ،  

 ��): ���= ا�/��ه ) ( )2 2
2 1

1 1

2 2 CJ J W P W R Wθ θ∆ ∆− = + +
� �

  
�P/� أن aJ ����� ا�����
�

Rو  
�

'���:��ن  

)�; ا�/&�ر  �م أي أن  ∆(��X-2ن ��*0/� � 2
2 1

1 1

2 2 CJ J Wθ θ∆ ∆− =ɺ ɺ  


 ا����< KI�ا �: ��*` أن ا�/��د�� ا�(���� �&�آ� ا�/6/��� ا�/���Z�Z ه< �*
0

2
cosm t

T

πθ θ
 

=  
 

 

 ZJ��0ϕ   . ���.�a ا��/*��ت ا�&.����  =

1 1
0

2
cosm t

T

πθ θ
 

=  
 

2و   2
0

2
cosm t

T

πθ θ
 

=  
 

1أي أن   1
0 0

2 2
sinm t

T T

π πθ θ
 

= −  
 

ɺ  و

2 2
0 0

2 2
sinm t

T T

π πθ θ
 

= −  
 

ɺ  �	!��-< ا �������ا cZه U'2) 1(و���� 2
1 2

1 1

2 2CW C Cθ θ= −  
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��� '���� ا�G-Lل ا�(اوي ��
 �(دو�C ا�*< ��� 
T/� �	!��ا cZ1هθ  �أي أن ��
 .  2θإ�


 أ��Kل ا���	� �*/6/��� � 
K� ���� *< '.�وي�ا �Cدو)� } d*.�ـ ا V�N��@; } ا��ا �	وه< :�

 >*� .( ) ( )1 2C pt ptW E E= �2&�% أن  −
1

1
(1)

2ptE Cθ=  2و
2

1
(2)

2ptE Cθ=  ;@��ا �	< ���ف :�����و��

�21: ار ا����< �*< ���/�

2ptE C Cteθ= +  ،Cte  ��?�  ����� ���*= ���&��� ا�/����C و�&�دc ا��Iوط ا��

3 �;��#�2� ��G�'�G��ــ ا����� ا�  .  

��اس ا�*< ه� � ��K���K�/�ا �	���2: ����� ا 21 1

2 2mE J C Cteθ θ∆= + +ɺ  .  

 �2�O+ آ�ت�G�Kا ���K  E أ ــ .  

Lت ا��Z�Z��,�@*�� ����� أن ا��7 ا��ة ���د�/b� ��B �S >� اس��� �0Jو� Cθ θ∆ + =ɺɺ  .  

 d�6/��� وذ/*� ��K���K�/�ا �	���ك ا�&,�ظ ا��
 أن ���
 أن هK/' ��K���K�/�ا �	���ا ����� 
ا��!	� �

  ��mE����ق ����� �)*� ��.���� :  

( ) 0m
m

dE
J C J C E cte

dt
θθ θθ θ θ θ∆ ∆= + = + = ⇒ =ɺɺɺ ɺ ɺ ɺɺ  

 r,&�� ��K���K�/�ا �	���أي أن ا .  

 ���
 أن ���
 آZ�d ا��!	� �
 ا�/��د�� ا�(�K/'و
0

2
cosm t

T

πθ θ
 

=  
 

: أن هcZ ا�����T ه<  

21

2m mE C cteθ= =  

 �567:  �/b� ��Bو �S >� س��� ��K���K�/�ا �	���ا r,&�� :21

2m mE C cteθ= =  


 ا����< KI�ا �  : ����bت ا���	� ه< �*
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

�ة ���اس �< ��&�ل ا���	� /b/�ا >B &�ة�ت ا��Z�Z�ل ا!J 7أ� 

 J!ل ����bت ا���	� '����
 F�&+ pK��و@; وا �	�: �  . ا�&�آ�� إ�

  ب ــ ���K  E و-�د ا�G�KLك 
��اس ا�*< �&�% ��&�ل إ�� :�	� �Sار'� *� �K���K�/�ا �	���ا s	���� .  

V  اس ا��ازن�R2� ــ ا�=را>� ا������  
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و�/�*` �Sآ�  �S(م 	�Gر ا��J∆  `.6&�% أن  } Sا�&��
 ـ ا�6.` {����� ا�/6/��� ا���اس ا��ازن 

� آ
 �&\�  ��θآ( 	�Gر�G-L�� cل ا�(اوي ��t  >@أر ;C�/� a���� `*�/� ��.���� . 
   

: '��-� ا���اس ا��ازن �*� :�	� �Sآ�� -< ا�/�C; ا�/���L�� aرض :  ــ ا����� ا�3	آ�� �2�#��;�

21

2CE J θ∆= ɺ   

 �;��#�2� �����Wــ (��� ا��:9 ا�  
��اس وازن -< ��6ل ا���T�� ه� � �����T�@; ا��ا �	�: ����� :  

ppE mgz cte= +  %�Sm  `.6�آ�*� اS وz  أ�.�ب

)��آ( 	�Gرc -< ا�/�*`  , , , )R O i j k
�� �

  `\�� و�/�����

 cر�&�( , )O k
�

� ، و  *�L7 �&� اCرأ]< و��g  ة��

 ����T�ا .  
 ����T�اcte  ���C�/�ا ��&��ا 
�د ا��!	� �&� .  

  . ــ ا����� ا����R2� ��G�'�Gاس ا��ازن 

m C ppE E E= +                   

 a���� `*�� >- اس وازن��� ��K���K�/�ا �	���ا �����
  : �/�C; أر@< ه� 

     

21

2mE mgz J cteθ∆= + +ɺ   

      : +�Wل 
 
KI�ا V.S:0z z h= +  أن  �&�%       

' ' cosh O G O G θ= −  ;N�O G d′ =  

( )0 1 cosz z d θ= + −  

 ����T�ا �'�&� 
K/'cte  ���C�/�ا ��&��ا 
: ا��!	� �
0ppE =  ���0z z=  0أي أنcte mgz= − 

21
(1 cos )

2mE mgd Jθ θ∆= − + ɺ 

( )
sin

sin 0          

mdE
mg J

dt

mgd J

θ θ θθ

θ θ θ

∆

∆

= +

= + =

ɺ ɺɺɺ

ɺ ɺɺ

 

mE cte=      

��اس *� ��K���K�/�ا �	���ا �-< ��Bب �!�K�Sآ�ت ���
 ����� ����T�ازن -< ��6ل ا��اس ا��ازن . ا�Rإذن ا�

�;��#+  Y��E�3+  
  ــ +/���ت ا����� 
 �+�Iأ ــ ا����3 ا�  

�1�� ا�L.�ب * � �����T�@; ا��ا �	ات :������/����< �ا 
�T/��اz  .  

ppE mgz=  

( )mE g z cte= =                              
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m pp cE E E− =    

�����  . ا���	� ا�&�آ�� إ�� ����C أو �
 ����M pp-< ا� ME mgz= 0CEو    =    

m pp ME E mgz= = 

��0 أن ���6وز  zأي أن K/'1Mz أن >��'
Mz z<  

 ����O   :0ppE-< ا� 2 و   =
max

1

2C mE E mv= =  

��� �(داد ��z  &�آ���ا �	���ا s���CE  ;@��ا �	ة�(داد :�ppE  F�G� أن �mzإ� z=  `.6�ا ~	���-

0CEأي أن  =   

  ب ــ ���K ا��Rاس ا��ازن 
 ���C�� ���&ر آ��b� ازن��اس ا��*� �����T�@; ا��ا �	0ــ :�ppE =    ��.����z=z0   ���&�ا cZه >-

( )1 cosppE mgd θ= −  

  ــ �	���ت ا���b�  

m pp CE E E= ��اس ا��ازن   +*� ��.�  ا���	� ا�/���K���K وه< ����� ���

(1 cos )ppE mgd θ= − �����T�@; ا��ا �	�:( )ppE f θ=

)S.�ب ����ات  )ppE θ  

sin 0 sin 0
dE

mgd
d

θ θ θ
θ

= = ⇔ =ɺ 

  θ π= θأو  − π= 
π θ π− ≤ ≤               

 0 2ppE mgd≤ ≤ 

Zــ�����3 ا]و� :  
2mE mgd> و m pp CE E E= 0CEأي أن  + >   

�7 ان '�ور �Sل ا�/&�ر K/'~ و	ازن 1'����اس ا��)و������< -�� )∆  

��'�Wــ ا����3 ا�  :  
2mE mgd<  أي أنC m ppE E E= 0CEو�/� أن  − �م ا���	� ا�&�آ�� �*��اس  ≤��-< هcZ ا�&��� �

 
��/��� ��.�-< هcZ ا�&���  −mθو  mθا��ازن ���

 �0�!J ة ��&�ل�/�� ��Bة و�S ���Z�Z� آ��S ���/6/*�
Cا���	� ا�&�آ�� إ�� :�	� و@; ������  ppE E∆ = −∆   .  

 ���S >- ���+ ;[ت ذات و��Zذ�  sinθ ≅θ sinθ θ≈  و
2

cos 1
2

θθ ≅ −  

2 2

1 1
2 2PE mgd mgd

θ θ 
= − + = 

 
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