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  الجذاء المتجهي في درس 13مذكرة رقم  

  
   ا���
��ة ا���رات

���ب ����� ���ث �������ل ا��داء ا����"! -  
�د
د ���د��  -��
�
  ���وى ��دد ��+�� �)ط (
ر ���)
- �
��
  �ط�
ق ا��داء ا����"! ,! �ل ����ل ھ�د�
� و ,ز

�ى ا��رس 
�   
  ا����م و ا���س ا��و�"�ن-�+�! ا�و�0- �و�
0 ا� /�ء •
  ا����"! و �4و
ل ��ظ���0ر
ف ھ�د�! ���داء  •

� ���داء ا����"! ����"�
ن •�
��  ا�6
5� ا��

ن •�"��� �
  ا��)��
  و����� ���ث و��وازي ا�/+ع ���,� �)ط� �ن ���)
م •

  
  

I. ا�$#�ء %�&�ا��-,+ و ا���س -(*(� ا�و&%-'
  ا���&/�ن:

  (*(� ا�و&%:)1

 أ���ف :'-�12���
����ت  �� ا����ء ��� ��� ا�����O  و

�,ا.�
 )-,ن �� ھ(ا ا��")�' ���� أو&$, �"�! �$ #��"�!�� "�/

( ); ;Ox Oy Oz.[ )Oxو[ )Oy و[ )Oz$&ا�و ����2 أ1"ف ��(

( ); ;Ox Oy Oz.  

�&�% ا�$#�ء:)2'  
 
  
  
  
  
  
  

  
3-��( ); ;Ox Oy Oz $&ا�و ���5" �4��أ 
���� أو&$: ر&

( ); ;Ox Oy Oz �7,ل 289 ا�7"ف�ھ, <=> ;����  ,[ )Oz ,

 A@��ه �� 

B�Cا�O إ�2 ا�7"ف "ECF و ,[ )Ox  ك�C�5" ھ�أ 
&"� 
5�C��#,

��ن �78"ف�HIو[ )Oy .  

]ا�7"ف  )Oy  ره��F 39ا�7"ف و[ )Oy  $C��F 39  

��1, ��,ل إن ا�4��� ا�و&$�Bا�( ); ;Ox Oy Oz  �5<" (أو�

289 K,�7� "�5�أ 
]�,&') إذا �Lن ر& )Oz 
B�Cه �� ا���@A وO 

]و ECF" إ�2 ا�7"ف  )Ox ن ا�7"ف,-F و[ )Oy .ره��F 39  

  

  ا���س و ا��-,+ ا���&/�ن:)3
:12�-'  3-��( ); ; ;O i j k

� � �
O�� .��8 �� ا����ءH�i OI=

� ���
و 

j OJ=
� ����

kو  OK=
� ����

.  

�,ل إن ا��Qس �( ); ;i j k
� � �

��5<" إذا �Lن ���� ا�و&$

( ); ;OI OJ OK .�5<"ا�  

 R8Hل إن ا��,��( ); ; ;O i j k
� � �

)��5<" إذا �Lن ا��Qس  ); ;i j k
� � �

  ��5<"ا.

�#,�C� ن�L ,&�5) إذا��5<"ا (أو �,&$ ),&��� �ل إن ا����ء ,��  
 .">�5� R8H��  

�5" أن ا����ء �,&$ ),&��� ��5<"اH� ,ات ا�@رس"�� 3� 2�5( ����  
II. :%���  42و '5و �/�
  '-�12 ھ���� �,��اء ا��

:12�-' 3-��u
�

vو 
�

��3 �� ا����ء ا��,&$ �S�� . 

3���S��8� ��S�uا�S@اء ا��
�

vو 
�

  ��
 ا��S��� ھ(ا ا��")�', ھ, ا��

!�"��# ��� !�"�u v∧
� �

 :�8F ��# 
�"Hو ا��  

1. T��L إذاu
�

vو 
�

��3 ��ن: ������� 0u v∧ =
� � �

  

2. T��L إذاu
�

vو 
�

��3 ��ن ������� "�/u v w∧ =
� � ��

 :V�7#   

• w u⊥
�� �

wو v⊥
�� �

  

• ( ); ;u v w
� � ��

  أ�Qس ��5<",

• sinw u v θ= ⋅
�� � �

 

V�1θ 
�Q@Cا�� 
Fس �8!او��ABAC O�u AB=
� ����

vو  AC=
� ����

 . 

 

 ��دة ا�������ت             أ;�د7��2 ا��/7 ا�7�8�9   

                               ���=7 و&�ة            
 

���� ����	
 ا��
�ذ : 
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  : 	�ل  

'�uأ1 v∧
� �

) إذا T�89 أن:  );
3

u v
π=

� �
1uو =

�
3vو  =

�
   

3 ا���اب : 3 3
sin 1 3sin 3

3 2 2
u v u v

πθ∧ = ⋅ = ⋅ = × =
� � � �

  

@A�
�:
�S�� 
-�u
�

 :�CF@� , 3 ا����ء�0u u∧ =
� � �

0 و  0u ∧ =
� � �

و 

0 0u∧ =
� � �

  
III. ت ا��B�C �/�
  ���اء ا��

:7�B�C3-��u
�

vو
�

wو
��

9@دا  k��ث ����Sت �3 ا����ء و 
:�CF@�,�����1  

( )v u u v∧ = − ∧
� � � �

        ( ) ( )u kv k u v∧ = ∧
� � � �

        

( ) ( )ku v k u v∧ = ∧
� � � �

  

( )u v w u v u w∧ + = ∧ + ∧
� � �� � � � ��

             

( )u v w u w v w+ ∧ = ∧ + ∧
� � �� � �� � ��

  

:7�B�Cن,-(u
�

vو
�

��3 �� ا����ء إذا و��Y إذا  ������� 3���S��

�L 0uن: v∧ =
� � �

  
��N  3و M��5H- و ��ABCDEFGH-3 	�ل  �"H3 ا����B�Cا�

:�8F ��#1

2
AN AB= −
���� ����

1و  1

3 3
AM AD AE= +
����� ���� ����

  

1)#�3 أن : 1 1 1

3 3 2
NM AD AE AB= + +
����� ���� ���� 3و ����

2
NG AD AE AB= + +
���� ���� ���� ����  

2 : '�NM)أ1 NG∧
����� ����

   
�] ؟3C��  )��ذا )

 : 7=�1 )1أ& 1 1

3 3 2
NM AM AN AD AE AB= − = + +
����� ����� ���� ���� ���� ����  

( )NG BG BN AH AN AB= − = − −
���� ���� ���� ���� ���� ����

  

1 3

2 2
NG AD AE AB AB AD AE AB= + + + = + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  

2( 1 1 1 3

3 3 2 2
NM NG AD AE AB AD AE AB

   ∧ = + + ∧ + +   
   

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����  

 �CF@�0AD AD∧ =
���� ���� �

0AEو  AE∧ =
���� ���� �

0ABو   AB∧ =
���� ���� �

  اذن : 

( )1 1 1
0

3 2 2
NM NG AD AE AB AD AB AE∧ = ∧ + ∧ + ∧ =
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �  

3 : 3���S��] أن ا��C���(NG
����

NMو  
�����

 3���������  
 : Y�Cا� ����
 Gو  Nو Mو#���������  

IV. D�
/�
�� �/�
  ا�7E�F ا�
�,�,�7 �,��اء ا��
:">�5� REC�� @��H�5
 ��Qس ��C��# ��S�  إ1@ا���ت ا�S@اء ا��

:7�B�C">�5� REC�� @��H��,ب إ�2 أ�Qس �C� ا����ء( ); ;i j k
� � �

.  

3-��u
�

vو
�

��3 �3 ا����ء, إ1@ا���)���  �S��( ); ;u x y z
�

و 

( ); ;v x y z′ ′ ′
�

  289 ا��,ا��.

( ); ;X Y Z��S��8,ث إ1@ا���ت ا�S@اء ا���u v∧
� �

 :V�7#  

y y
X

z z

′
=

′
و

x x
Y

z z

′
= −

′
و 

x x
Z

y y

′
=

′
 .  

y y x x x x
u v i j k

z z z z y y

′ ′ ′
∧ = − +

′ ′ ′
� � � � �

  

u  	�ل: i j k= + +
� �� �

2و  2v i j k= + +
� �� �

   '�uأ1 v∧
� �

  

)ا���اب : )1;1;1u
�

)و  )2;1;2v
�

  

1 1 1 2 1 2
0

1 2 1 2 1 1
u v i j k i j k i k∧ = − + = − − = −
� � � � � � � � � �

  

D2��'1:2u i j k= + +
� �� �

3و   2v i j k= − −
� �� �

   '�uأ1 v∧
� �

  

( )1;2;1u
�

)و  )3; 2; 1v − −
�

  

ا���اب :
2 2 1 3 1 3

4 8
1 1 1 1 2 2

u v i j k j k
−

∧ = − + = −
− − −

� � � � � � �
  

V. ت���GH'  
1( I,	  7J�K :7�B�C-:ع*Mازي ا��
  7J�K   

� 3-��ABC V84ا�� 
1���.�484�ABC :ھ�
1

2
AB AC∧
���� ����

.  

� 3-��ABCD 
1���,ازي أI�ع. ��ABCD :ھ� 

AB AC∧
���� ����

  

�Y: 	�لC5" �� ا����ء ا��H�( )0;1;2A و( )1;1;0B و( )1;0;1C   

1. 
�S�1AB@د إ1@ا���ت ا�� AC∧
���� ����

 @L`(  Y�Cأن ا�A وB وC 

������� "�/  

2. V84ا�� 
1��� '�  ABCأ1
�,ى .3��8� 
)1@د ��Hد�
 دF-�ر)� )ABC.  

))1ا���اب : ); ;B A B A B AAB x x y y z z− − −
����

  

( )1;0; 2AB −
����

)و      )1; 1; 1AC − −
����

  

0 1 1 1 1 1
2 1 1

2 1 2 1 0 1
AB AC i j k i j k

−
∧ = − + = − − −

− − − − −

���� ���� � � � � � �

0AB AC∧ ≠
���� ���� �

  Y�Cا� $C�وA وB وC 
������� "�/  

2(1

2ABCS AB AC= ∧
���� ����

   

( ) ( ) ( )2 2 2
2 1 1 6AB AC∧ = − + − + − =

���� ����
 : $C�و 

6

2ABCS =  

3( 2 1 1AB AC i j k∧ =− − −
���� ���� � � �

�,ى �
 289 ا����EC� 
�S��ABC  
�,ى �
 :R8H�ABC أن ��Hد�
 ا��-b289 ا� '�-( 

0ax by cz d+ + + =  

)�R8H أن و )2; 1; 1AB AC∧ − − −
���� ����

 $�89 $��EC� 
�S� اذن :  �

2a = 1bو − = 1cو − = −  
 : $C�2و 1 1 0x y z d− − − + =( )ABC  

)�R8H أن:  و ) ( )0;1;2A P∈  ت���اذن ا1@اA : 
7�c ا���Hد�(  

  �CHF0 1 2 0d− − + =   �CHF3d =  
 : ����2و#�� 1 1 3 0x y z− − − + =( )ABC  

 : �CHF2 3 0x y z+ + − =( )ABC  

D2��'2: Y�C5" ا��H�( )1;1;0A و( )2;3;4B و( )1;0;3C −   


 1@د .1�S�ABإ1@ا���ت ا�� AC∧
���� ����

  Y�Cو#�3 أن ا�A وB وC 

������� "�/  

2. V84ا�� 
1��� '�  ABCأ1
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�,ى .3 ��8� 
)1@د ��Hد�
 دF-�ر)� )ABC.  

))1ا���اب : ); ;B A B A B AAB x x y y z z− − −
����

  

( )1;2;4AB
����

)و      )2; 1;3AC − −
����

  

2 1 1 2 1 2
10 11 3

4 3 4 3 2 1
AB AC i j k i j k

− − −
∧ = − + = − +

−

���� ���� � � � � � �

  

0AB AC∧ ≠
���� ���� �

  Y�Cا� $C�وA وB وC 
������� "�/  

2(1

2ABCS AB AC= ∧
���� ����

   

( )22 210 11 3 230AB AC∧ = + − + =
���� ����

  

230

2ABCS =  

3( 10 11 3AB AC i j k∧ = − +
���� ���� � � �

�,ى �
 289 ا����EC� 
�S��

ABC  
�,ى �
 :R8H�ABC أن ��Hد�
 ا��-b289 ا� '�-( 

0ax by cz d+ + + =  

)�R8H أن و )10; 11;3AB AC∧ −
���� ����

 $�89 $��EC� 
�S� اذن :  �

10a 11bو = = 3cو − =  
 : $C�10و 11 3 0x y z d− + + =( )ABC  

)�R8H أن:  و ) ( )1;1;0A P∈  ت���اذن ا1@اA : 
7�c ا���Hد�(  

  �CHF10 11 0 0d− + + =   �CHF1d =  
 : ����10و#�� 11 3 1 0x y z− + + =( )ABC  

2( :+��
K  D
 7H�� 7P�K   
:7�B�C
B�� 
����M R����)�3 ا����ء 39 ا�� )D  ا���ر  


B�C3 ا��A وu
�


 �$ ھ�: �&,� 
�S��( )( ); ;
AM u

d M D A u
u

∧
=

����� �
�

�  


 : 	�ل B�Cا� 
���� '�)أ1 )2;1;1MR����)39 ا�� )D ف"Hا�� 

:�8F ��#  

( ) ( )
1

: 1 3

4

x

D y t t

z t

=
 = − ∈
 =

ℝ   


 �$ :ا���اب :�&,� 
�S���R و���
 �F" �3 ا��B�� 39 V75�  

( ) ( )
1 0

: 1 3

0 4

x t

D y t t

z t

= +
 = − ∈
 = +

ℝ  

 �CF@�( ) ( )1;1;0A D∈  و( )0; 3;4u −
�

 
�&,� 
�S�)ل � )D   

( )1;0;1AM
�����

)و   )0; 3;4u −
�

  

0 3 1 0 1 0
3 4 3

1 4 1 4 0 3
AM u i j k i j k

−
∧ = − + = − −

−

����� � � � � � � �
  

( )( ) ( ) ( )
( )

2 22

22 2

3 4 3 34 34
; ;

5250 3 4

AM u
d M D A u

u

∧ + − + −
= = = =

+ − +

����� �
�

�  

  

 D2��'3: 
B�Cا� 
���� '�)أ1 )0;1;2BR����)39 ا�� )D 

  #�� �8F: ا��H"ف

( ) ( )
1

: 2

2

x t

D y t t

z t

= − +
 = − ∈
 =

ℝ   


 �F" �3 ا���اب :B�� 39 V75�: $� 
�&,� 
�S���R و���  ا��

( ) ( )
1

: 2

0 2

x t

D y t t

z t

= +
 = − ∈
 = +

ℝ  

 �CF@�( ) ( )1;2;0A D∈  و( )1; 1;2u −
�

 
�&,� 
�S�)ل � )D   

( )1; 1;2AB − −
����

)و   )1; 1;2u −
�

   ( )0;1;2B  

1 1 1 1 1 1
0 4 2

2 2 2 2 1 1
AB u i j k i j k

− − − −
∧ = − + = + +

− −

���� � � � � � � �
  

( )
( )

2 2 2

22 2

0 4 2 20 10
;

361 1 2

AM u
d B D

u

∧ + += = = =
+ − +

����� �

� 

I�G,� D2ر��'  
 D2��
��H� @��REC ��5<":1ا�� R8H� 2ب إ�,�Cا����ء ا�� ��

( ); ; ;o i j k
� � �


�5" ا��8-H� .( )S ���ا��� ��Hد�

( )2 2 21 2 5 0x y z y− + + − − =.  

)�"L! ا��8-
 1Ω@د .1 )S ��9�H> وr.  

2. 3��B�C5" ا��H�( )1;2;1A )و − )2; 1;1B −  
1��� '�, أ1

V84ا��ABΩ.  
3. 
B�Cا� �� 
�,ى ا����س �8�8-��8� 
  .1A@د ��Hد�
 دF-�ر)�

 D2��
��H� @�� REC�ξ ">�5ا����ء:2ا�� R8H� 2ب إ�,�C�

( ); ; ;o i j k
� � �

 Y�C5" ا��H� .( )1;0; 1A )و − )1;3; 1B و −

1
;1;0

3
C
 − 
 

.  

1AB@د .1 AC∧
���� ����

 Y�Cأن ا� [�C�Qا R�AوBوC.
������� "�/  
�,ى .2��8� 
)1@د ��Hد�
 دF-�ر)� )P Y�C��# ف"Hا��AوBوC .  

3. 
�-3 ا��8-�( )S ع�Hb1ذات ا�r = !L"و ا��( )0,0,1Ω.  


  .أ -8�8� 
)أ Y9��Hد�
 دF-�ر)� )S .  

) #�3 أن ا��8-
  .ب  )Sى,���8� 
Q���( )P.  


 ا����س.  .ج B�  1@د �84,ث إ1@ا���ت �
 D2��
)�� ا����ء:3ا� )ξ ">�5� REC�� @��H�� R8H� 2ب إ�,�C�

( ); ; ;o i j k
� � �

 Y�C5" ا��H� .( )5; 1;2A )و − )1; 3; 2B − و −

( )2; 1;2C − −.  

1(  '�ABأ1 AC∧
���� ����

 V84ا�� 
1��� [�C�Qا R�ABC.  

2(  '�أ1
�( )sin ,AB AC
���� ����

.  

3( 
B�Cا� 
���� '���B Rأ1��)39 ا�� )AC.  
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