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Exercices avec solutions : LA DERIVATION

PROF : ATMANI NAJIB

2BAC BIOF

LA DERIVATION

Exercicel :
1- Montrer en utilisant la définition que la fonction

f (x)=x*+x—3est dérivable en z = -2.
2) soit f une fonction définie par :

f(x)=\/§...x21
f(x)_lx2+§ x=<1
4 4

étudier la derivabilité de f en x,=1

3) Soit f la fonction définie sur R par :
f(x)=3x"+xx=<0

{f (x)=-2x*+3x;x20

étudier la dérivabilité de f en x,=0

Solution :
1) lim Mznmﬂz im X_tX-2
X——2 X—(—Z) xX—-2 X+2 X——2 X+2
tim RO iy g g (<)
X—>—2 X+ 2 X—>—2

Donc f est dérivable enen -2 et f'(-2)=-3

ona f(1)=+1=1

2) lim fx)-f1)_ lim ‘/;_1:: Iim&
x—-1" x-1 x=0" X =1 x—0" (\/;) _1?
. 1 1
= I —_—_ == f, 1
o x4l 2 1
Donc f est dérivable a droite en 1
Lesdg
f(x)-f(1 2" T
im =Y e a7 gLy Lo
- x-1 -1 x-1 X1 2 ¢

Donc f est dérivable a gauche en 1
etona: f{(1)=1;(1)

Donc f est dérivable en 1 et f'(l):%
- 9y2
3y lim IO 263 oias-12(0)
x>0 x-0 =0 X X507

3 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
droite de O
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On dit que f est dérivable a droite en 0
f (X)— f (0) _jim 3 +X

lim =lim3x+1=1=/(0)

x—=0" )(—O x—=0" X X—0"

1 s’appelle le nombre dérivé de la fonction f a
gauche de O

On dit que f est dérivable a gauche en 0
Mais on a: f{(0)# f;(0)

Donc : f n’est pas dérivable en 0.

Exercice 2: soit f une fonction définie par :

= (1+x)V1-x*...0<x<1
f(X)=vx*—x...x>1

1)déterminer le domaine de définition de f
2)étudier la dérivabilité de f a droiteen x,=0 et

donner une interprétation géométrique du résultat
3)étudier la dérivabilité de f a droite et & gauche

en X, =1 et donner une interprétation
géométrique
Solution :1) xeD, <1-x*>0et 0<x<1

ou x*-x>0et x>1

xeD; & -1<x<lou x>1

xeD; < xe[0;+0[ donc: D; =[0;+o[

2) étude de la dérivabilité de f a droite de x,=0

Ona: f(O):l

f(x)-
X— 0

o -

1+x1x—1 XV1-x2 +41-x* -1

(\/1_x+1) \/7_\/1—7%
lim————=

=101y

Donc f est derlvable adroiteen O
Interprétation géomeétrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent en

A(0, 1).de coefficient directeur 1= f;(0)

Donc :

=
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3)a)étudie de la dérivabilité de f a gauche en
X,=1 Ona: f(1)=0 soit 0<x<1
f(0- (1) _@rix _(1+x)(1-x) (1%

x-1 _(x—l)\/l—xz N

x-1
Et puisque : limv1-x* =0" et lim—(1+ x)2 =4

Xx—1" x—1"

2
Alors : |imﬂ:—oo donc : lim f(x)—f(l):_oo
X—1" /1_ X2 X1 x-1

Donc f n'est pas dérivable a gauche en x, =1
b)soit x>1
FX)-f(1) Vx*-x-0_ x(x+1)(x-1) x*+x

x-1 X=1 (x=D)yx¥-x X’ -x
Et puisque : Iirp VX3 —x=0" et Iirp X*+Xx=2

2 -

Alors : lim XX o w donc: IimM:m

x—1*

x—1* /X3 —X x-=1
Donc f n'est pas dérivable a droite en x, =1
Interprétation géométrigue du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent en
A(1,0) parallele a I'axe des ordonnées dirigé vers
le le haut
Exercice3 : soit f une fonction définie par :

f (x) =|x2 —1|
1)étudier la dérivabilité de f a droite en x,=1 et

donner une interprétation géométrique du résultat
2)étudier la dérivabilité de f a gauche en

X, =1 et donner une interprétation géométrique

du résultat
3)éetudier la dérivabilite de f en x, =1 et donner

une interprétation géomeétrique du résultat
4)donner I'équation de la demie tangente a droite
alacourbede f enen x,=1

4)donner I'’équation de la demie tangente a
gauche ala courbe de f enen x,=1

Solution :1) f(x):|x2_]_|

étude du signe de : x* -1

x*-1=0< (x-1)(x+1)=0<= x=-loux =1
f(x)=x* =L x € |00, —1] U[L; +o0]
f(X)=—(X2—1);Xe[—1;1]

f(1)=[r-1=0

Donc :

Prof/ATMANI NAJIB

xr —0o0 —1 1
a2—1| + 0 — 0

1

1)étude de la dérivabilité de f a droite en x,=1
— 2_1_ —
f(x) f(l):"mx 1 Ozlim(x 1)(x+1)
x-1 x-1 x-1
Donc f est dérivable a droite enx, =1et f;(1)=2

=limx+1=2

x-1"

lim

x—1"

x-1" x-1"

Interprétation géométrique du résultat :

La courbe de f admet un demi tangent a droite en

A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=2

2)

Fx)-f(1)  -(¥=1)-0  ~(x-1)(x+1
-1 10 g

X-1 X1 Xx-1 X1

Donc f est dérivable a gauche enx, =let f(1)=-2

[im

x-1

= lim-(x+1)=-2

X1

x-1

Interprétation géométrique du résultat :
La courbe de f admet un demi tangent a gauche

en A(1, 0).de coefficient directeur f;(1)=-2
3)f nest pas dérivable en x, =1 car: f/(1)#f;(1)

Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(1, 0).
4) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbe de f enen x,=1 est:

y="T(%)+fi(%)(x=%)
5) 'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=1 est:

y="1(%)+f5(x)(x=x)

y="1(0)+f(1)(x-1) & y=0-2(x-1) (4, )1 y=-2x+2
Exercice4 : Calculer le nombre dérivé de

f (x)=x’+xen a =1 en utilisant la deuxiéme

formulation de la dérivation
Solution : lim f(a+h3— f@) _im f(1+hz‘ (1)

h—0

h*+3h®>+3h+1+1+h-2

h—0 h

3
:Ihing(1+h) +1+h=2 _lim

3 2
im AN ke shea—as ()
h—0 h—0
Exerciceb : donner une approximation de sin3
Solution :Si on veut une approximation de sin3,

on peut prendre :f(x) = sinx eta = (car  est

N
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I'élément le plus proche de 3 dont le sinus est
connu) h = 3 — m (pour avoir :3 = + h)

On a alors f(a) = sint =0 et f'(a) = cosmt = -1
(a prouver) ce qui donne :
sin3=sin(t+h)~-1x@B-n)=m-3.

Exercice6 : Etudier le domaine de dérivation de f

et déterminer sa fonction dérivée dans les cas
suivants :

1) f(x)=x*+3x-1

3) f(x)=x"cosx

2) f(x)=4sinx
4) f(x = Sx+x

1 6
D=5 G e
N f(x)= 8) f(x)=\x*—4

9) f (x)=(2x+3)5

Solution : 1) f(x)=x*+3x-1 D; =R

f est une fonction polynébme donc dérivable sur R
vxeR f’(x)z(xz)' +(3x-1) =2x+3

2) f(x)=4sinx D, =R

f(x)=4u(x) avec u(x)=sinx

Puisque U est dérivable sur R alors f est une
fonction dérivable sur R

vxeR f'(x)=4(u(x)) =4cosx
3) f(x)=x"cosx D, =R
f(x)=u(x)xv(x) avec u(x)=x"et v(x)=cosx

Puisque U et V sont dérivables sur R alors f est
une fonction dérivable sur R

On utilise la formule : (uxv) =u’' xv+uxv'

f'(x) =((x4)><(cos x))' =(x“)' x(cosx)+(x*)x(cos x)
f'(x)=4x*x(cosx)—x* xsinx = 4x> cos x — x* xsin x
4) f(x)=Vx+x* D, =R =[0;+o]

f (x)=u(x)+v(x) avec u(x)=+/xetv(x)=x
Puisque U est dérivables sur R’ etV est
dérivables en particulier sur R’ alors f est une

fonction dérivable sur R’

Prof/ATMANI NAJIB

VxeR’ : f’(x):(u(x))l+(v(x))'=%+3X2
5) f(x):ix D, =R™ =10; 40
Ona: f(X)=L avec u(x)=+/x

u(x)
Puisque U est dérivables sur R,

Donc f est dérivables sur R’

On utilise la formule : (l) -

u

x 1
VXER+:f,X::—
X)=vx

6 1

6) f(X)=—5—7— D, =R—<-L—
) F(x) 4x* +3x-1 f { 4}

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, =R—{—1; %}

__6 avec u(x)=4x*+3x-1

u(x)

estona: f(x)
,_ 8x+3

()

4X —

f'(x)=

’ 2 _
6[—U—ZJ=—6(4X +3X l) 2
u (4x* +3x-1)
_ 3

(4% +3x-1)
7) f(x)_Zx—l szk—{%}

Puisque f est une fonction rationnelle alors il

dérivable sur D, :R_{%}

f(x)=u(x)/v(x) avec u(x)=4x—3et
v(x)=2x-1

’ ' '
_u'v-uv

VZ

On utilise la formule : [EJ
Vv

f’(x):(4x_3j _(4x-3) (2x-0)-(x-3)(2-1) _4{2x-1)-2x(4x-3)

2x-1 (2X—1)2 (ZX_]_)Z
f,(x):4(2x—l)—2x(4x_3):8X_4_8x+6: )
(2x-1) o) (2l
8) f (X):\/m L Dy =0 2] U[ 25400

Ona: f(x) m avec u(x)=x"-4

Etona: u(x)>0 VxeD, —{-2;2}

Donc f est dérivables sur D, —{-2;2}

1w
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— x?—4) X
f’(x)=( " _4) =£\/x2—)4=\/x2—4
9) f(x)=(2x+3)

f(x)=(u(x))

On utilise la formule : (u")' —nu™ xu’

D, =R

avec u(x):2x+3

f’(x):((2x+3)5), = 5x(2x+3) " x(2x+3) =5x2x(2x+3)" =10(2x+3)"

Exercice7 : Déterminer les fonctions dérivées
des fonctions suivantes :

1) f(x)=sin(2x2-1)

2) f (X):COS(XZ::—Z]

3) f (x)=tancos(x)

Exercice8:Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = cosx

1)montrer que f est une bijection de [0, ] vers
[-1.1]

2)caleuler : (1) (0)
Solutions :1) f est continue
Et: f (x) =-sinx <0 sur [0, ] donc f strictement
décroissante sur [0, ] doncf est une bijection de
[0, ] vers [-1,1] etona: f (m/2) =0
et f'(n/2) = cos'(n/2) = —=sin (m/2) = -1 #0
alors f "est dérivable en 0
1 1 1

1) (0) = = =—=-1
()0 £'(£7(0)) f(ﬂj -1

2
Exercice9 : soit f une fonction définie par :

f(x)=x"+x*
1- Dresser le tableau de variation de f

2- Montrer que f est une bijection de R* vers R*
et calculer f(1).

3- Déterminer (f’l) (2)
ExercicelO : Soit la fonction g(x) = cos(2x)
1- Dresser le tableau de variation de g dans [0, ]

2- Monter que g est une bijection de 10, /2]
Vers] - 1,1].

Prof/ATMANI NAJIB

3- Veérifier que (Vy € 10,m/2[) (g'(y) # 0) et
déterminer (g™)'(x) pour x dans ] - 1,1].
Solutions :1) g est dérivable sur R et

(Vx € R)(g'(x) = - 2sin(2x))

] Si x € [0,m/2] alors 2x € [0, «] et par suite :
g'(x)=-2sin(2x) <0

[ Si x € [n/2, m] alors 2x € [m, 27] et par suite
g'(x)=-2sin(2x) 20

x 0 > T
g'(x) |0 - 0 + 0
1 1
g \ /
-1

2- La fonction g est continue (composition de
deux fonctions continues) strictement
décroissante de ]0,m/2[ vers g (]0,7/2[)

g qom2D =] lim g(x), lim gGaf =1 - 1,1]

%
Donc g est une bijection de ]0,n/2[ vers ] - 1,1[;
soit g~*sa fonction réciproque.
3- On a :g est dérivable sur 10,/2 [
et (vx €10,m2]) (g'(x) = -2 sin(2x) # 0)
donc g 'est dérivables sur] - 1,1][.
_
g'(97(x))
B 1 3 1
~2sin(297(x)) —2\/1—c052(29*1(x))

Soit x €] - 1,1[; (97) (x) =

— ! = -
2f(ola () 2hF
Pour x dans] - 1,1][. (g_l)'(x)zf\/—_ﬂ

Exercice 11 :Déterminer les domaines de
dérivabilité et les fonctions dérivées des fonctions

suivantes :1) f (x)=33x2+x-4

2x-1
2 f =4
) (X) X2 —X

Exercicel2 :résoudre dans R les équations
suivantes : (E,): ¥3+x-33-x=89-x

(E,): 2x\/;—3x‘{/i=20
X

I~
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Correction :1) (E,): ¥3+x-3¥3-x=49-x?
Le domaine de définition de I'équation (E, )
Est: D¢, =[-3;3]
Ona:

(a-b)’ =a®—3a’h+3ab’ —b* =a’ —b* —3ab(a—b)
(E) = (Brx-B—x) =(P—x)
< (3+%)—(3-x)—3%9 - x24/9 - x2 = /9 x2

Ona:
J9—x2y9—x2 = 16/(9 - x2)2 §/9—x2 = ,6/(9 - x2)3 =49-x2
Donc : (E,) < 2x-3v9-x2 =/9-x2

X’ =4(9-x2) %

x>0 5

(E) & x=249-x2 <:>{

)

Donc : Sz{
5

2) 2x\/§—3xz\t/I =20
X

Le domaine de définition de I'équation (E,)
Est: D, =]0;+o]
Soit x>0 on pose : t =4/x donc t>0
Etona: (E,)<2t°-3°-20=0(t>=T)
(E,)<2T?-3T-20=0 A=169
La solution positive de cette équationest: T =4
Donc: t° =4 <>t=3/4 etona:t=4%x
Donc :

4 3
x=t* < x=(¥a) =(¥a) Ya-4¥a
Donc: S = {43/2}
Exercice 13 : Déterminer les limites suivantes :

Ix? -1 ix —3x+1

1)lim 2) lim

1 Ly T |
3) imVx2+1-Yx2+1 4 lim ¥+ x> —x

Prof/ATMANI NAJIB

Solutions : 1)I|m\/__

x—1 4
3[y,2
|im*/x_‘1=L1
x—1 (‘/;_l
Ona:a’-b’=(a-b)(a’+ab+b’)
Et :a“—b“=(a—b)(a3+a2b++a2b2+b3)
Ix? -1 .mxz—li‘/x_3+<‘/x_2+<‘/§+1
x—1 (1/;_1 _xal X-=1 %‘/—44_3/_2_{_1
L =lim(x+1) \/_+\/_+ X+1_2—_
e It +3x +1 3
12/\,3 12 4
2y tim L= ()
X—>+00 \/_ ,X + X—>+00 12, XG —12,(X+1)2

on pose

8
3

X3

12 71
_ lim li/(x+1)4 (x+1)
X—>+00 6
S
Ona: lim 12 —O et lim 12

+

x+ 3x
et liml- 12 :1 donc I|m
X—>+00 X6 X~>+m\/— ,X+

3) lim Vx2 +1-¥x2 +1

X—>+00

= lim \/xz (1+—12j—i/x3(
X—>+00 X
Ona: Iim f1+— let lim 3/1+i3:
X—>+00 x—>+0 \| X X

Donc : lim \/x +1—\/x +1=4w

X—>+0

4) lim /x® +x* —x

X—>+400

Ona: a®-b’ =(a—b)(a2+ab+b2)

3
3/\,3 2 3
(\/x +X ) —X
lim 33 +x* =x= lim

X—>+o0 X—>+0
1’X+X +X\/X + X2 +x°

(&)}

=0
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= lim

’ 1+ xsfx 1+ +x

= |im = lim

2[3/ 1+ +3/1+ +1J 3 1+ +43f1+ +1
3’ 1+ 3f1+—:

Exercicel4 : soit f une fonction définie sur

=1let lim

X—+00

== car lim

X—>+0

f(x :ZCOS_X_l;Si...O<x<7r
| =]-7; [ par : sin x
X|x+1
f(x)=———-;si..—7<x<0
x—1

1)monter que f est dérivable en x,=0

et donner I'’équation de la tangente a la courbe de
f enx,=0

2)a)etudier la dérivabilité de f en x,=-1
b)donner les équations des demies tangentes a a
la courbe de f enen x,=-1

Solution : 1)étude de la dérivabilité de f a droite
en x,=0

im f(x)-f(0) _ lim 2S08X =L _ i _plzcosx 1
x—0* x—=0 x>0 XSIN X x—0" X2 w
X
iim )= O 5 L 10
x->0" x-0 2
Donc f est dérivable & droite enx, =0et f;(0)=-1
f(X) f(O) |X+1| _ lim x+1 1- (O)
an an X—-1 x>0~ X —

Donc f est derlvable a gauche enx, =0 et
f(0)=-1

Et puisque : f;(0)=f;(0)

Donc f est dérivable a enx, =0 et f'(0)=-1

Interprétation géometrique du résultat :

La courbe de f admet une tangent en O(0, 0).de
coefficient directeur f'(0)=-1

I'équation de la tangente a la courbe de f en
Xo=0estry="f(x)+f'(%)(x—%)

Prof/ATMANI NAJIB

= £(0)+ f'(0)(x-0)
y=0-1(x-0)<=(T):y=—x

2) tim LT

X
m
- X+1 x—-1

1
—==1/(-1
x-1 2 ()

Donc f est dérivable a droite enx, =-let f;(-1)=
Fx)-f(=1 _

X+1
Donc f est dérivable

N |-

x_ 1 4

Iim

XL X — 2
a gauche enx,

((1)= (Y

Donc f n’est pas dérivable en x, =-1

lim

X—>-1"

(-1)
=-let

f!

g(—1):—% maison a: f

Interprétation géomeétrique du résultat :

La courbe admet un point anguleux en A(-1, 0).
b) 'équation de la demie tangente a droite a la
courbede f enen x,=-1est:

y=f(-1)+ f{ (-1)(x+1) avec x>-1

y:0+%(x+1)<:>(Td): y=%x+% avec x>-1

I'équation de la demie tangente a gauche a la
courbe de f enen x,=-1 est:

y=f(-1)+f;(-1)(x+1) avec x<-1
1 1 1
y:O—E(x+1)<:>(Tg):y:—§x—§ avec x<-1
Exercicel5 : soit f une fonction définie par :
2X+1

f(x)=M[ J

1)déterminer le domaine de définition D, de f

2) déterminer le domaine de dérivation de f et
déterminer sa fonction dérivée
Solution : 1) xe D, < 3x-22>0 et x-1=0

Donc : D, :E;l[u]lmoo[

2)ona f(x)=g(3x-2)xh(x)
Avec : h(x):[zxlelj et g(x):x/;

On sait que : g est dérivable sur R et la fonction
polynbme D, x —3x—2 est dérivable sur D,

[ep}
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X-2>-0< x>g donc la fonction x — g(3x—2)
.. 2
est dérivable sur D, —{5}

donc : f est dérivable surD, —{%} cad D, =D, —{%}

Vx e Dy

£/(x)=(g(3x—2)) xh(x)+g(3x-2)x(h(x))

(9(3¢-2)) =(3x-2) xg'(3x-2)=3x 31_2

Car : g’(x):(\/;)!%

(n0)f =3[ 22 (23]

(2x+lj’ _ (2x+1) (x=1)—(2x+1)(x-1) _ -3
x-1 (x—1)2 (x—1)2

Donc :
0-aa (1) )

Exercicel6 :en utilisant la dérivée calculer les
limites suivantes :

x+2)" -1 . 2sinx-1
1)|imL 2) lim 22X
x—-1 X+1 NN T
6 X —"E;

Solution:1) on pose : f(x)=(x+2)"" ona:fest
dérivable sur R en particulier en -1 et
f(-1)=(-1+2)"" =1

(X+2)2018 1
X+1

F(x ) f(-1)
x=(-1)

Et puisque : f'(x)=2018(x+2)"" (x+2) =2018(x+2)

f'(~1)=2018x1*"" = 2018

(x+2)" -1

x+1
2sin x-1

=lim—~————~2

x—>-1

lim

x—>-1

= (-

2017

Donc :

Donc :

lim =2018

x—>-1

Donc:

2) lim
T e
s

on a : f est dérivable sur R en particulier en

on pose f(x)=2sinx

Prof/ATMANI NAJIB

z etf(zjzzgnzzl
6 6 6
f(x)-f| %
. 2sinx-1 () (6} (7
Donc : lim o = =f'| =
oF X—2 o x—(”j 6
6
Et puisque : f'(x)=2cosx
Donc : /|2 :2cosz=2£=\/§
6 6 2
Dongc : lim 2sin Xﬁ_l=\/§
x> oy

« C’est en forgeant que I’on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux

calculs et exercices Que I’on devient un

mathématicien
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