Année scolaire : 2023 — 2024

Solutions examen 2024 SN

AGOUZAL

2 BPCF-2 BSVTF

Exercice 1 : (2024 SN) (3pts) (U -1)(2- Un)
On considere la suite numérique (U,) définie par : Donc 1+U, < vneN
4U -2
U0:4et Uﬂ_kl:ﬁ vneN Donc Un+1—UnSO YnelN
n Donc (U,) est décroissante.
1) a) Vérifier que Up +1:4_1+EL3J VYheN | Ona(U,) est décroissante et minorée par 2 donc elle
n est convergente.
4_ 6 _ 4(1+Up)-6 44U, -2 3) Soit (V,,) une suite numérique définie par :
1+Un 1+Un 1+ U, Vp = i 8“ pour tout n de N.
- _4__ 6 B
Dou Un +1= 4 1+ Un vneN a) Montrer que (V,) est une suite géométrique de raison %
b) Montrer par récurrence que 2<Up <4 VneN Vs =2Vn? ona v, =2=Un
Pourn=0ona Ug=4 donc 2<Uy<4 3; U 1-Un
Soitn e IN supposons que 2<Up <4 et Vn+1=1:TrT++ll donc
montrons que 2<Up 154 ,_ AU, -2
ona2<Upn<4 et U 4— __ 1+Up _2+42Up-4Un+2
nac=Yn=% & Mn+l= 1+Un Vi1 _4U,—2 " 1+Up—4Un+2
1+U,
Donc3£l+UnS5doncé<1 ]U <:13 2+2 U
n DONC Vpyyq = H donc Vp4 = %V
Donc —5 < — <-= 2
3 1+ Un 5 D’ou (V,) est une suite géométrique de raison 3
6 6
Donc 4-2<4- 1+ Uné4 5 b) Montrer que Up =1+ﬁ VneN
_(2
Donc2§Un+1S%S4 1 (3)
pou 2<Un<4  VneN Ona Vp=2=H0 & (1-Un)Vn =2-Un
2) a) Montrer que y ., —Up, = (Up _11Jz(j_un) SWn-UnVh=2-Un & Un(1-VWnh)=2-Vj
n 1+1-V,
Pour tout n de N. oUp="t="VYn_g,_1
4U. 2 1-Vp 1-Vp
Unt1—Un=7"5——Un
1+U, 1
Donc Up =1+ et (V,) est it
_au,-2-Up-U?%, -U? +3U, -2 =ity o (Vo) estune suite
1+Uq 1+U, géométriquederaison% ; V()=i_LLJJO =§_2=%
Or (Un—1)(2—Un)=2Un—U2n+Un—2 n il 0
_2(2) _(2
Donc (Un —1)(2—Un) =—U2n +3Un -2 Vn _§(§) _(g)
u,-1)(2-U Dol ., =1+ 1 VneN
Dou U, ,1—Up= ( 1-2(U n) vVneN n 1_(2)n+1
o s 3
b) Montrer que (Up) est decrmssante et en déduire ¢) Calculer la limite de la suite (Uy)
que (Uy) est convergente. Nl )
u,-1)(2-U Ona i (2) = 0<£<1
Ona Un+1—Un—( 1-2(U n) VheN nalim 3 0 car 3
n - 1
D = N S
£t 2<Up <4 donc 3<1+Up <5 one limUnp =175 =2
1<Up-1<3 o —2<2-Up <0 Dot imUp =2
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Exercice 2 : (3pts)
Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé direct

(o,T,j,E) on considére les points A(-1,0, -1),
B(1,2, -1), le plan (P) passant par A et de vecteur
normal n(2;—2:1) et la sphére (S) de centre Q(2,-1, 0)
etderayonR=5

1) Montrer que 2x — 2y + z + 3 = 0 est une équation
cartésienne du plan (P).

Soit M(x ;y ;2)e (P)

ﬁ(2;—2;1) est un vecteur normal a (P)
(P):2x-2y+z+d=0 or A(-10, -1)e(P)
Donc -2-2x0-1+d=0donc d=3

Dou (P):2Xx-2y+2+3=0

2) Déterminer une équation cartésienne de la sphére

(S).
SoitM(x;y;z)e (S) et R=5

(S): (x=2)* +(y+1)* +2° =5°
Donc (S): X  —4X+4+y° +2y+1+2°=25
Donc (S): x> +y* +2° —4x+2y-20=0
3) a) Veérifier que la distance du point Q au plan (P)
est: d(Q,(P))=
(P):2x-2y+2+3=0 et Q(2-1,0)
2x2-2x(- 1)+0+3|
2+ (=22 +1 3
Donc d(€,(P))=3
b) En déduire que le plan(P) coupe la sphere suivant
un cercle (I') de rayon a déterminer.
Ona d(Q,(P))=3etR=5
Donc d(Q,(P))<R
Donc le plan (P) coupe la sphére suivant un cercle (I")
de rayon r = \/RZ —(d(©,(P))*

Donc r=+/5 -3 donc r =4

4) a) Déterminer une représentation paramétrique
de la droite (A) passant par Q et perpendiculaire au
plan (P).

Ona ﬁ(2;—2;1) est un vecteur normal a (P) et (A) L (P)

Donc ﬁ(2;—2;1) est un vecteur directeur de la droite (A)

d(Q.(ABC)) =

M(xyz) (A)n(P )equwauta
X=2+2t
y=-1-2t
z=t1
2X—-2y+2+3=0
22+2t)-2(-1-2t)+t+3=0=9t+9=0=t=-1

x=2+2(-1)=0
y=-1-2(-1)=1 dou H(0;1-1)
z=-1

H est le projeté orthogonal de Q sur le plan (P)
Donc H(0;1;-1) est le centre du cercle (I).

c) Montrer que la droite (A) est une médiatrice du

segment [AB]

ﬁ(2;—2;1) est un vecteur directeur de (A) et AB(2;2;0)
ABen=2x2+2x(—2)+0x1< ABen=0

Donc (A) L (AB)

(Autre méthode B(;2;,-1) e(P) car 2x1—2x2—1+3=0

or Ae(P) donc (AB)c (P) Puisque (A) L (P) donc

(4) L(AB))

A(-L0;-1);B(L2;-1) ; _12+1:0 et 0;2 =1 et %:—1

Donc H est le milieu de [AB] or He(P)

Donc (P) passe par H milieu de [AB]et perpendiculaire

a (AB).

D’ou la droite (A) est une médiatrice du segment

Exercice 3 : (2024 SN) (4pts)
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé

direct (O; G;\?) on considére les points A et B d’affixes
respectives a = \/_(1— ) b=2+ J3+i
J6 et que arg(a) = —[27t]

1) Vérifier que \a\
‘a‘:‘\ﬁ(l—i)‘ donc \a\ :\/_‘1— I‘

1—i|=12 + ()% =2

Donc ‘a‘:«/é\/i donc \a\ =

Ona a:x/é(l—i) donc a=\/§(§_i§)

Donc a= J@(cosﬂ

—ijsin®
4 |S|n4) donc

0(2,-1, 0) _ T L icin(_T
Soit MOx 1y :2)< (&) a= «/E(cos(——) + |sm(——))

X=2+2t

D’ a|=/6 et arg(a)===[2

(A):ry=-1-2t (teR) o ‘ ‘ ° 9(@) = [ n]

z=0+t 2) a) Montrerque b 3+\/§ 1+\/_I puis
b) Montrer que le point H(O ;1 ;-1) est le centre du

le ().
cercle (T) verifier que b 3+\/§
Bouznika
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1+J_+|(3+f) 3+\/_+|(3\/_+3)
243

_3+43 +3|(1+J_)
6

:3+«/_ 1+«/_
%e3:%(cosﬂ+isin%)
3+x/§e3_3+\/§(l+i*/§)
+«f+, «/_+3
+f+|1+f

Orb 3+J_ 1+J_

Do 9:—3+*/§e§
a 3

b) En déduire une forme trigonométrique du

O mlcr mlc

01‘1—

QD T

o

na

w

+

%
W

w

%
wlA

w

+

complexe b puis vérifier que b24 est un réel.
_jTm
Ona |a = J6etarg(a) = T"[Zn] donc a=+/6e 4

Ona % 3+\/_e 3 donc b = 3+‘/§e 3a
Donc b:#e'3@6—4

.
Donc b:Mel(3 4

Donc b—(\/_—im/_)eiln2
Donc b = (\/_+J_)(cos T +|sm T

12
24
ona b?* = ((\/_+«/_)(cos T +|S|nl7‘2 )
Donc b%* _(J_+\/_)24(cos 5 +isinS 24
Donc b?* = (/6 + 2 \/_)24(003241"2 +isin24.75

Donc b?% = («f@+\/§)24(c032n+ 1Sin 27)
Donc b?* = (V6 +v2)%* et (V6 +/2)%* R

D’ou b24

a) Verlfler que Z2'= 1 («/_+ I)Z et que

arg(a') = ﬁ[ZR] ou @’ est I’affixe du point A’

R(M) = M'@Z'—O:ei%(z—O)

' (cosT +isin T (V3,1
=z _(cos6+|sm6)z<:>z (2 +|2)z

Dot z':%(«/§+i)z

i
OnaR(A)=A'<a'=e ba
TC

arg(a')zarg(eiga)[Zn] ;. arg(e )E%[Zn]

arg(a') = arg(eig) +arg(a)[2r]

arg@)== —E[Zn] car arg(a)= _Tn[Zn]
D’ou arg(a’) = [Zn]

i i
b)ona R(A)=A"<a"=e 6a' ora'=e fa
i i i
Donc |a'|: e 6g/=le 6 |a| onal.'6|_1

Donc \a'\:\a\:
_ L it
or arg(a)zl—g[Zn] donc @' =+/6e 12

n iﬂ 1 n iﬂ _iL n 7_7)
a"—e6a'ca"=e 6B 12 a"=+Be 6 12

Donc " _x/_elz orb (\/_+x/_)612

(«/_+x/_)e donc b \/_+«/_ cR
a ( 6e i Vo
Donc b,, %ER donc O, A” et B sont alignés.
C) Montrer que b’, I’affixe du point B’, vérifie
b‘=(%j5

- .
R(B)=B'<«<>b'—e 6b et Q:ﬁe's

Iﬂ:
Donc b'=¢e 6 3+3\/_e 3a carb= 3+3‘/§e 3a

est un reel.
_ 3+ \/_ i(5+ 3+ \/_ iy
3) Soit R la rotation de centre O et d’ angle 6’ , qui 3 6 a=b'= e 2 \/_e
transforme chaque point M du plan d’affixe z en un point i
;o paep g _ A PO || Donc b':ﬂ\/gedf
M’ d’affixe z'. On pose R(B) B’, R(A) = A’ et R(A")=A 3
AHMED AGOUZAL Bouznika
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Ora= \/_e_Z donc a= \/_eli
Or b'=%\/€el4
Dot b’ :(—3+3*/§j5
d) En déduire que le triangle OAB' est rectangle en O.
Ona (OA;OB) = arg(%) [2x]
arg(%) =arg(b’) —arg(a)[2n]
b :(M)a et [3+‘/§j >0
3 3
arg(b') =arg(a)[2n] et arg(a)=—arg(a)[2n]

Donc arg(b') =—arg(a)[ 2= ]
Donc arg(b') —arg(a) = —2arg(a)[ 2= ]

Doncarg(b') —arg(a) = [27t] car arg(a E%[Zn]

Donc arg(%) = %[Zn]

Donc (@,@) = %[Zn]

D’ou le triangle OAB' est rectangle en O.

Exercice 4 : (2024 SN) (2pts)

Une urne contient sept boules : quatre boules portant le
numéro 1, deux boules portant le numéro 2 et une boule
portant le numéro 3. Toutes les boules sont
indiscernables au toucher.

On tire simultanément au hasard deux boules de cette urne.

Sept boules: 4 (1);2(2);1(3)
Card(Q2) = C% =21

1) Montrer que P(A) ==, ou A est I’événement

« les deux boules tirées portent le méme numéro »

Card(A)=C3+C5=7

Card(A) _ _7_1
P(A) = Card(Q) 21 3
Doy PA)= §

2) Montrer que p(B) = % ou B est I’événement

« la somme des numéros des boules tirées est 4 »
2+2=4; 1+3=4

Card(A) = C% + C}l X C%: 5

__ Card(B)
P(®) —m—

P(B) =

21

21

D’ou

3) Calculer b (Am B)

AN B «les deux boules tirées portent le méme numéro
et la somme des numéros des boules tirées est 4 »
2+2=4

Card(AnB)=C5=1

_Card(AmB) _ 1
PANB) =—ard@ 21
4) Les événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier
_ S5 ,1_5
P(A) x P(B) 21 3= 63
P(ANB) = 2 1
P(ANB) =#P(A)xP(B)

Les événements A et B sont dépendants.

Probleme: (2024 SN) (8pts)

Partie | :

On considere les deux fonctions u et v définies sur R
par : U(X) = e* et v(x) = X

1) Tracer dans un méme repére orthonormé les
courbes (C,) et (C,) des fonctions u et v.

(Cy) est une droite passant par 1’origine du repére
(C,) est la courbe de la fonction exponentielle.

(Cu)

2) Justifier graphiquement que eX—x>0 VxeR
(C,) est strictement au-dessus de (C,)

Donc eX —x>0 VxeR

3) Calculer P’aire de la partie du plan délimitée par
la courbe (C,), la courbe (C,) et les droites
d’équations x=0etx=1

A= jé\u(x) —v(X)/dx (u.a)
A= j;‘ex —x‘dx(u.a)

jé(ex —X)dx = [ex —%xz]z
J'é(ex —Xx)dx = (e —%) —(1-0)
A:(e—%)(u.a)

AHMED AGOUZAL
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Partie 11 :
On considere la fonction f définie sur R par :

f(x)=x+1—|n(ex—x)

1) a) Vérifier que f est définie sur R.
Ds ={xeR/eX—x>O}
Or eX—x>0 vxeR

Df =R
b) Montrer que pour tout X € R

f(X) =x+l—|n(ex —x)

Donc T(X) =x+1— In(ex(l—ix))
e

Donc F(X) =X +1—Ine*—In(1—xe™™)

Donc F(X) =X+1—x—In(1—xe™™)
D'ou F(X) =1—In(1—xe™)
c) En déduire que X

géométriquement ce résultat.

ona f(x) =1—In(1—xe™™)
Onpose T=—X si X—+00 donc t > —0

lim —xe ™= lim te'=0
X—>+00 t—>—0

lim f(x)_ lim 1-In(1-xe™)
X—3+00 —>+00

I|m f(x _1—In1 =1

im (x) D
D’ou I|m f(x)=1

X—>400

2) a) Calculer lim  f(x)
X—>—00

Xﬂ)rnoof(x)_ E)rnool—ln(1+(—x)e" )

Onpose t=—X si X—>—o0 donc T — 400
lim f(x)=_ lim 1-Inl+tet)=
X—»—00 t—-+o0

Car lim 1+tel = 4o et
t—-+00

lim f(x)=—
X—I)njoo x) %

t—>+00
D’ou

b) Vérifier que pour tout X <0,

f(X) =x+1—In(—x) — In(l_ 1_X
xe

Onaf(x)=x+1—ln(ex—x)

lim f(X)=1, puis interpréter
lim (x)=1,p p

lim In(l+tet)=

)

f(x)=x+1—|n(—x(1—%))

Xe

c) Calculer [im f(x) puis deduire que la courbe (Cy)
X——00 X

admet une branche parabolique de direction la droite
d’équation y =X au voisinage de —o0O

X+1-In(=x)— In(l— 1_ )

xe X

Donc f(X) =X+1—|n(—x)_|n[1_ 1 J

. f(x) .
lim 2= I|im
X——00 X X—>—00 X

lim 100 jim 1410 _1fy 1
X—=—0 X X—=—w X X X xe~X
Onpose t=—X si X—>—o00 donc T —> 400

lim fx) _ lim 1-14+Int 1In 1+-L |=1
X——00 X to40 t t tet

Car lim Int_ =0et lim tel=+o0

to+o0 t t—+00

lim In|1+-L |=In1=0
t—+o0 tet
Donc |im @=1

X——0 X

lim_f()-x=_lim 1—In(—x)—|n(1— 1 j
X——00 —>—00 xe_X
= lim 1-Int-=In 1+i = —00

t—+400 tet
Donc

lim f(xX)—x=-o
——00

(Cp) admet une branche parabolique de direction la
droite d’équation y = x au voisinage de —00O

3) a) Montrer que pour tout x € R ; f '(x) = L =X
e —x

—X) VxeR

1=(x)=x+1-|n(eX
frx)=1—€=1_e‘—x—e"+1
eX —x eX —x
fr)=-1=%X wxeRr
e —X

b) Etudier le signe de la fonction dérivée de f, puis
déduire le tableau de variation de f sur R.

onaf'(x)=1=%X wxeRr
e —X
onaeX-x>0 VxeR

Le signe de T'(X) est celui de 1 — X

AH
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Tatamid:
X — 1 + 0
1-x + 0 -
X —o0 1 +00
'(X) + 0 —
2-In(e-1
—0

c) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution
unique dans |—1;0[ .
f est continue et strictement croissante sur ]—oo;l]

en particulier sur[-1;0]  f(0) =1

f(=)=—In(l+e 1) <0 :1+e~t>1et In(l+e7Y)>0
Donc f(0)f(-1) <0

D’ou I’équation f(X) =0 admet une solution unique
dans ]-1;0] .

4) La courbe (Cs) ci-dessous est la représentation
graphique de f dans un repere orthonormé.

a) Justifier graphiquement que I’équation f(x)=x
admet deux solutions a et B.

La courbe (Cs) coupe la droite d’équation y = X en deux
points donc 1’équation f(x) = x admet deux solutions
o et .

b) Montrer que : €* —eP =a—B
o est une solution de 1’équation f(x) = x

Donc f(a)=a<>a+1- In(e“ —a) =0Q
Donc |n(ea —a) =1 donc |n(ea —a) =1In(e)

Donc e% —q=¢e

B estTine solttion de I’équation f(X) =X
Donc f(B) =B<::>B+1—In(eB —B):B
Donc In(eB —[3) =1 donc €P —B=e

ore*—a=e
Donc e* —a=eP B e® —ef =P
Dou e*—eP =B

5) Soit g la restriction de la fonction f sur I’intervalle

I =]—o0;1]

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g_1
définie sur un intervalle J que I’on déterminera.

(Il n’est pas demandé de déterminer g_l (X))
g est continue et strictement croissante sur | donc g

admet une fonction réciproque g_1 définie sur g(l)

ponc g(1) =} lim f(x);f(l):l=]—oo;2—ln(e—l)]
X—>—00

Donc g(1) = |-0;2—In(e -1)]

D’ou g admet une fonction réciprogque g_1 Définie sur
J=]-0;2—-In(e-1)]

b) Vérifier que g_1 est dérivable en 1 et calculer
-1 I
()

onag(0)=1eg (1) =0
On a g est dérivable sur | donc g est dérivable en 0
Ona g'(0)=1donc g'(0)#0

Donc g_lest dérivable en g(0) =1

D’ou g_lest dérivable en 1

N 1 _ 1 _q
(07) 0= iy 50

D’ou (g‘l)l 1) =1

.. AHMED AGOUZAL
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