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Exercice 1 :
Soit dans 1’espace muni d’un repére orthonormé direct

(o,T,],E) les points A(L;1;-1), B(0;1;-2) et C(3;2;1) et
(S) la sphere d’équation: X°+ Y+ 2° —2X—2z2—-1=0
1) Montrer que (S) est de centre Q(1 ; 0 ;1) et de rayon «/§
(S): X*+y*+7°-2x-2z2-1=0;

-2 -2 -2
Donc a=1 ; b=0;c=1;d=-1
a®+b*+c*—d=1"+0"+1"+1=3>0
Donc le centre de (S) est Q(1;0;1) et R =3
D’ou Q(1;0;1) et rayon R=43

2) a) Montrer que : ABAAC =i—K et vérifier que :
X —z —2 =0 est une équation cartésienne du plan

(ABC).
C(3;2;1) ; B(0;1;-2) ; A(1;1;-1)

1 2
AB| 0 | et AC|1

1 2
ABAAC = — j+

-1 2 -1 2 0 1

—i-k

D’ou A—B>/\A—C>=T—E
Soit M(x ;y ;2)e (ABC)
1
ABAAC| 0
-1
(ABC):1x+0xy—-1z+d=0 orB(0;1;-2) €(ABC)
(ABC):x— z+d=0 or B(0;1;-2) e(ABC)

Donc 0 —(-2) +d=0donc d=-2
D’ou (ABC):x—z—-2=0
b) Vérifier que : d(,(ABC) = «/Epuis montrer que le

plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un cercle (I')
de rayon 1.

(ABC):x—z—-2=0

i-1-2 2
For 2
Dot d(,(ABC))=+2
Ona d(Q,(ABC)):\/E et R=43
Donc d(€,(ABC))<R
Donc le plan (ABC) coupe la sphére selon un cercle (I")

est un vecteur normal & (ABC)

Q(1,0;1)

d(Q,(ABC)) =

De rayon Y3’ -2 =3-2=1
3) Soit (A) la droite passant par Q2 et perpendiculaire au
plan (ABC).

X=1+t
y=0
z=1-t

représentation paramétrique de la droite (A).

On a (A) est perpendiculaire au (ABC).

Donc AB A E(l; 0;—1) est un vecteur normal au plan
(ABC) donc c’est un vecteur directeur de (A)

a) Montrer que (t € R) est une

Soit M(x ;y ;z)e (ABC) Q(10;1)
X=1+t

(A):4 y=0 (teR)estune représentation
z=1-t

paramétrique de la droite (A).
b) Montrer que le triplet de coordonnées de H point
d’intersection du plan (ABC) et de la droite (A) est (2;0;0)

M(x;y;z) €(A)~(ABC) équivaut a
Xx=1+t
y=0
z=1-t
x—-z-2=0
1+t)-(@1-t)-2=0
Donc 1+t-1+t-2=0<=2t=2<t=1
x=1+1
y=0
z=1-1
(A)N(ABC) = {H(2;0;0)}
c) En déduire le centre du cercle (I')

H est la projection orthogonale de Q sur le plan (ABC)
Donc H(2;0;0) est le centre du cercle (I')

Exercice 2 :

1) Résoudre dans C I’équation : 72 127 +61=0

72127 +61=0

A=(12)° —4x1x61=144—244 =-100

Don I’équation admet deux solutions complexes

conjuguées :

, _ 1241100 _12+10i
' 2 2

D’ou S={6+5i;6-5i}

d’ou H(2;0;0)

—6+5i et z,=2z, =6-b5i
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2) Dans le plan rapporté 3 a un repére orthonor dlrect
(O:u;v) on considere les points A , B et C d’affixes
respectives a=6-51 , b=4-2i,c=2+I

% et en déduire que A, B et C sont alignés.

_6-51-2—-i_4-6i
C4-2i-2-i 2-3i
2(2-3i) o

2 3i

—C
b— =2 donc & b_c eR

D’ou A, B et C sont alignés.

a) Calculer

On consideére la translation T de vecteur U d’affixe 1 + 5i
b) Vérifier que I’affixe du point D image du point C par la
translation T estd = 3 + 6i

T(C)=D<d=c+aff(u) <d=2+i+1+5i
D’ou d =3+6i

d-c _ 3n
c) Montrer que ~——= b_c —1+1 etque A est un
argument de —1+1
d—c_3+6i—2—i_1+5i
b-c 4-2i-2-i 2-3i
d—c_ (1+51)(2+3i) _ 2154 3i+10i
b-c (2-3i)(2+3i) 22 | 32
d—c _13(-1+1i) _ 14
b-c 13
Do d C——1+|

- 1+|\—m V2
vie B J_+|\/_) JV2(~cos T 7 +isin)
14 :\/_(COS(R—%)+ISIH(7I—%))
g:g - \/E(cos(%") + isin(%"))
D’oil arg(%)z%ﬂ[zn]

Donc

d) En déduire une mesure de I’angle (@;ﬁ)
On sait que (CB:CD) = arg(9=C¢
que (CB;CD) arg(b_c)[Zn]

Dou (CB;CD) = 3% [ 2x]

Exercice 3 :

Un sac contient huit jetons, indiscernables au toucher : un
jeton porte le chiffre O, cing jetons portent le chiffre 1

Et deux jetons portent les chiffres 2.

On tire simultanément et au hasard trois jetons du sac.

1) A" Obtenir trois jetons portant des chiffres

différents deux a deux ” Montrer que : P(A) = %

5(1)° 2(2'1(0)

Card(Q) = C3=56

Card(A)=CixC5*xC1=10

_Card(A) _10_ 5
P(A) = Card(QQ) 56 28

2) B "la somme des chiffres portés par les jetons tirées

est égal a5 ”. Montrer que : P(B) = %

2+2+1=5

Card(B)=C5xCs=5
_Card(B) _ 5

P(B) = Card(Q)) 56

3) C "la somme des chiffres portés par les jetons tirées

est égal a4 " Montrer que :  P(C) :%

2+2+0=4 ; 2+1+1=4

Card(C) = C5xCi+CaxC5 =

ard(C)=C5xC1+C5xC>5=

_Card(C) 21 3

P(C) = Card(QQ) 56 8

Exercice 4 :

On considere la suite (Uy) définie par :

Uy, 1= ﬂUnJr% VheN et Ug=11
1) Montrer que: Un+1_12:7(u ~12) VYneN
R e T
Donc 10 120

Unr1=12=77Un =53
D’ou un+1_12=ﬁ(un -12)
2) a) Montrer que : Up <12 VhneN

Pourn=0ona Ugp=11 donc Uy <12

Soitn e IN supposons que Up <12 et montrons
que Un+1<12 cesta-dire Up41-12<0
Ona

Up <12 < Up —12<o@%(un ~12)<0

Or Un+1_12:

D’ou Up <12 VNneN
b) Montrer que (U,) est strictement croissante

%(Un ~12) doncUn +1-12<0

Un,1-Up=13Up+12-U

Sone un+1—unzloun_ﬁun+12
12-U

Donc Un+1_Un:Tn or Un<12

Donc 12—Up >0 donc U, ,1-U, >0
D’ou (Uy) est strictement croissante.
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On a (Up) est strictement croissante et majorée donc
(U,) est convergente.
3) On considére la suite (V) définie par :
Vn = Un -12 VYheN
a) Montrer que (V,) est une suite geomeétrique de
raison % puis écrire V,, en fonction de n.

Montrons que Vp41 = %Vn

Donc Vn41 = Un41 —120r U, ~12 =%(un ~12)
DONC Vpyq = %(Un ~12)

Donc Vp41 = i—gvn

D’ou (V) est une suite géométrique de raison % et de

premier terme Vg =Up—-12=11-12=-1

n
Ona Vp = m) VneN
Vi vo(11
n
Dot = ﬂ) VneN
ou Vp (11
b) Montrer que U, =12_(ﬁ)n VneN puis
calculer limU,
Ona V,=Up—12 donc Un=Vh+12 VNeN

D’ou Un=12_(ﬂ)n VneN

Ona jj (10)n _o car -1<101
lim{17) =9 11
D’ou limUp =12
Probléme :
I) On considere la fonction g définie sur ]o,-+oo[ par:
g(x) = x2 —1+2x%Inx
1) a) Montrer que x2 —1et 2x2Inx ont méme signe
Sur ]o,1[ eten déduire que wx ]0,1] g(x)<0

vxe]o,]] O<x<1etInx<O0

0<x?<1 et Inx<0 x2>0
Donc —1<x2 —1<0 et 2x2Inx <0

Donc x? —1et  2x? Inx ont méme signe Sur 10,1]
Ona x?-1<0et 2x°Inx<0  vxe]o,1[
Donc x2 —1+ x?Inx <0

D’ou g(x) <0 vxe]0,1]

b) Montrer que x? —1et x?Inx ont méme signe
Sur J1,+oof €eten déduire que vx e [1,-+00] g(x)=0
vx e, 4] x>1donc x?>1 donc x2~1>0
Vxe L+ X>1 donc Inx >1In1 donc Inx >0
Car In est strictement croissante sur 10, +o0[

VX e ]0,1[

Donc x% —1et 2x? Inx ont méme signe Sur Ji, +oof

VX €[4, +oo|

VX € |1, +oo| x2-1+2x%Inx>0

Ona vxe[l,4o] x?~120 et 2x%Inx>0

Donc vx e [1,-+oo[ x%2—1+2x%Inx >0

Dot vxe[l,+0o[ g(x)=0

I1) On considere la fonction f définie sur o, -+oc| par
f(x) = (x% -1 Inx

(Cy) est la courbe représentative de f dans le repére

orthonormé (O; ;) (unité : 3 cm)

1) a) Montrer que  lim f(X) =+o0 et en déduire

X—0"
une interprétation géométrique du résultat.

lim f(x)= lim (x*>=1)Inx =+
x—07% x—07F

Car lim (x°-1)=-let lim Inx=—oo

x—0%" x—0%
Dou lim f(x)=+wo
x—0*
Ona lim f(X)=+o0 la droite d’équation x =0
x—0*

est une asymptote verticale a la courbe (C).

lim f(X)Montrer que [im m=+oo
X—>+© X—>4o X
puis en déduire une interprétation géométrique du résultat

b) Calculer

lim f(x)= lim (x*=1)Inx =+
X—>+00 X—>+00
Car lim (x°=1)=+w et lim Inx=-+o
X—>+0 X—>+0
D’ou lim f(X)=+o
X—>+00
. f(x . x2 —1)Inx
lim Q= lim %
X—>400 X X—>+0 X
. f(x . 2
ponc lim 1) _ jim [X2-1|inx
X—>+4o X X—>+o| X X
i f(x .
ponc lim T fim (x—l)lnx=+oo
X—>4w0 X X—>+00 X
Car lim (x—l)=+oo et lim InX=+o0
X—>+00 X X—>+00
Dot fim 1) — 40
X—>+0 X
lim m=+oo la courbe (Cf) admet au voisinage
X—>400 X

de + oo une branche parabolique de direction I’axe des
ordonnées.
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VX e ]O +oo[

Et interpréter géométriquement Ie resultat f'(1) =0

f(x) = (X2 =D Inx

2) @) Montrer que f'(x) = g(x)

2 2
f'(x) = 2xInX + (X2 _1)%: (X —1);:2x In x

D’ou f'(x) = @ Vx € ]0, +oo[

f'@)=9% -0
f'(1) =0 lacourbe (Cr) admet une tangente

horizontal au point d’abscisse 1
b) En deéduire que f est décroissante sur ]o,1] et

croissante sur [1, +oof
'(30) — 9X)
fi(x)=9°
Ona vxe]o,1] g(x)<0 donc f'(x)<0 wxe]o1]
Donc f est décroissante sur ]0,1]
On a vx e[1,+00 g(x)=0 donc f'(x) <0 Vx e[l +u
Donc f est croissante sur [1,-+oo[ -

c) Dresser le tableau des variations de f et montrer que
f(xX)=0 Vxe]0,-+oof

X 0 1 +00
'(x) - 0 +

f(x) +\O / "

Onaf(l) =0 estle minimum de fsur |
Donc  f(X)2f(}) wxe]o,+oof
Dou f(x)=>0 VX € ]0,+o0[

3) Construire la courbe (Cy).

VX e ]O,+oo[

3 .
4) a— Montrer que y:x — %—x est une primitive de

la fonction v:x —»x2—1sur R

u'(x):(g—x

. 3 - .
D’oll u:x — X? — X est une primitive de la fonction

] :%3)(2 _1:x2 -1 vxelR

vix—>x2—1surR
b) A I’aide d’une intégration par parties montrer que :

[ (<% ~1)Inxclx =2(1+3In2)

u(x) =Inx u'(x)=%

v'(x)=x2—1 v(x)=%x3—x

2 2

I(Xz—1)Inxdx=|:(1x3—x)Inx:E—{(:l%xs—x))l(dx
2

=&-2)in2- j'(lxz—l)dx_glnz [é 3_x]1

“gine--2-Jen=gine-fragnze]

L2
D’ou J’(xz—l)lnxdxzé(1+3ln2)
1

¢ — Calculer en cm? Iaire du domaine limité par (Cy) ; I’axe
des abscisses et les droites d’équations X = 1 et X = 2.

2
A= j|f (X)|dx x3cmx 3cm

A= j(x —1)Inxdx x9cm? = 2(1+3In2)9cm

Dot A=(2+6In 2)cm
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