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10.  

في  fدرس اتصال الدالة ن
0

x  0؟ )  وذلك في النقطة
x أو اليسار اليمين و إذا لم يكن ممكن على إذا كان ذلك ممكنا . ) 

10.  
  

 

 

2

2

x 2 x 1
f x  ; x \ 1,2

x 3x 2

f 2 5

  
  
  
 

0 ندرس اتصال في   
x 2. 

 دينا : ل

          

 
   

 

2

2
x 2 x 2

x 2

x 2 x 1
limf x lim

x 3x 2

x 2
             lim

 



 


 




 
 

2
x 1

x 2



  

 
 

 

2

x 2

x 1

x 1
             lim

x 1

             5

             f 2














  

ومنه :    
x 2
limf x f 2


  

0متصلة في  fالدالة خلاصة :  
x 2 . 

12.  
   

 

2

1 2
f x  ; x \ 1,1

x 1 x 1

1
f 1

2


     


  


0 ندرس اتصال في   
x 1 . 

 لدينا : 

          

  2
x 1 x 1

2
x 1

2
x 1

x 1

1 2
limf x lim

x 1 x 1

x 1 2
             lim

x 1

x 1
             lim

x 1

1
             lim

x 1

1
             

2

 







 
 

 














  

ومنه :    
x 1
limf x f 1


  

0متصلة في غير  fالدالة خلاصة :  
x 1 . 

 

http://benmoussamath1.jimdo.com/
https://talamid.ma
https://talamid.ma


 ع. ح. أ 2+  علوم فيزياء 2: عمر بن عبد العزيز المستوى: محمد ثانويةالأستاذ: بنموسى 

 رقمسلسلة       2102 - 2102  لسنة                    اتصال دالة عددية:  لسلة س تصحيح                                                 الصفحة 

10-01-2102 14:0 

10. 
     

 

2x 1 3
f x  ; x 2, \ 4

x 2 2

2 2
f 4

3

  
  

  





0 ندرس اتصال في   
x 4 . 

 لدينا : 

          

 
     
     
   
   
 

x 4 x 4

x 4

x 4

2x 1 3 2x 1 3 x 2 2
limf x lim

x 2 2 x 2 2 2x 1 3

2x 1 9 x 2 2
             lim

x 2 2 2x 1 3

2 x 4
             lim

 





     


     

   


   




 
 

x 2 2

x 4

 

  

 

 

x 4

2x 1 3

2 x 2 2
             lim

2x 1 3

2 2
             

3

             f 4



 

 


 





  

ومنه :    
x 4
limf x f 4


  

0متصلة في  fالدالة خلاصة :  
x 4 . 

1:. 
   

 

2

1 2
f x  ;  x \ 1,1

x 1 x 1

1
f 1

2


     


   


0  ندرس اتصال في   
x 1  . 

  اتصالf   0على يمين
x 1  

 لدينا : 

            

 

 

2
x 1 x 1

2
x 1

2
x 1

x 1 x 1

1 2
lim f x lim

x 1 x 1

x 1 2
             lim

x 1

x 1
             lim

x 1

1
             lim                  ;  lim x 1 0

x 1

             

 





 

 







 

 
 

 









  


 

  

ومنه :  
x 1

lim f x


   
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0على يمين متصلة غير  fالدالة خلاصة :  
x 1  .  

0في متصلة غير  fالدالة ملحوظة : 
x 1  . 

  اتصالf   0على يسار
x 1  

              

 

 

2
x 1 x 1

x 1 x 1

1 2
lim f x lim

x 1 x 1

1
             lim                  ;  lim x 1 0

x 1

             

 

 

 



 

 
 

  


 

  

ومنه :  
x 1

lim f x


   

0على يسار متصلة غير  fالدالة خلاصة :  
x 1  . 

12. 

 
 

 
 

 

2
sin x 1

f x  ; x 1
x

2sin x 1
f x  ; x 1

x 1

f 1 2

 
  

 

 


 



0   ندرس اتصال في     
x 1   . 

  اتصالf   0على يمين
x 1   لدينا : ؛ 

            

 
 

  
    

2

x 1 x 1

2

x 1 x 1

sin x 1
lim f x lim

x

              0                        ;  lim sin x 1 0   ;  lim x 1

             f 1                    ; f 1 2

 

 

 

 




   

 

  

ومنه :    
x 1

lim f x f 1


  

0على يمين متصلة غير  fالدالة خلاصة :  
x 1 .  

0في متصلة غير  fالدالة ملحوظة : 
x 1 . 

  اتصالf   0على يسار
x 1 

 
 

    

 

x 1 x 1

t 0

t 0

2sin x 1
lim f x lim

x 1

2sin t
              lim                  ;  t x 1  ;  x 1 t 0

t

sin t
              2                                 ;  lim 1

t

              f 1

 



 

 










     

 
  

 


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: ومنه    
x 1

lim f x f 1


  

0على يسار متصلة غير  fالدالة خلاصة :  
x 1 . 

0في متصلة غير  fالدالة ملحوظة : 
x 1  0 لأنها غير متصلة على يسار

x 1. 

12.     

   

     
2 2

1 cos x
f x          ;  x ,

sin x

x
f x x   ;  x , ,

x


   




 
      



0 ندرس اتصال في  
x   . 

  اتصالf   0على يمين
x   

 لدينا : 

            

 

 
    

2 2

x x

2 2

x x

x
lim f x lim x

x

                                       ;  lim x 0   ;  lim x

               f                    ; f

 

 

 

 

 
 

      

    

  

ومنه :    
x

lim f x f


   

0غير متصلة على يمين  fالدالة خلاصة :  
x   .  

  اتصالf   0على يسار
x   

  2

x x

2

t

1 cos x x x x x x
lim f x lim                 ; cos x cos 2 2cos 1  ;   sin x sin 2 2sin cos

sin x 2 2 2 2 2

x
2cos

2
              lim                 

x x
2sin cos

2 2

  

 



 



          
              

         

 
 
 


   
   
   

  
 

t t t

x
cos

x x2
            lim                ;  lim sin 1  ;  lim cos 0  

x 2 2
sin

2

              0                                 ; f

              f

    

 
       

      
      
 
 

   

 

  

ومنه :    
x

lim f x f


   

0يسار  علىمتصلة غير  fالدالة خلاصة :  
x   . 

0في متصلة غير  fالدالة ملحوظة : 
x 1  0 لأنها غير متصلة على يسار

x 1. 

 بطريقة أخرى  يمكنك حساب النهاية على اليسار ملحوظة :
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      
 

 
    

x x

t 0

t 0

1 cos x
lim f x lim                ; x t  ;  x t 0

sin x

1 cos t
              lim        ;   cos t cos t  ;  sin t sin t

sin t

1 cost
              lim                 

sint

              

 





 

 






       

  
       

 




  
 

x 0 x 0t 0

1 cost t 1 cosx sinx
lim        ;  lim 0  ;  lim 1

t sint x x

              0 1

              0                                   ; f

              f

  

  
    

 

 

   

 

 

0على يسار متصلة غير  fالدالة :   خلاصة
x   . 

   

10.  

      المعرفة   ب: x يالدالة العددية للمتغير الحقيق  fلتكن 

 

 

 

2

2

2

f x x a x x 1   ;  x 0

f x x -x                      ;  0 x 1

x 1
f x bx   ;x 1

x 3 2


     



  


   
  

 . 

 .  1و  0 متصلة في fلكي تكون  b و  a حدد ن .10

  اتصالf  في
0

x 0  مع ( .  2
f 0 0 a 0 0 1 a     ) 

على يمين  -
0

x 0 . 

2

x 0

lim x x 0


   و f 0 a  إذن لكي تكونf  متصلة على يمين
0

x 0  يجب
2

x 0

lim x x 0 a


    : و منهa 0 . 

على يسار  -
0

x 0 . 

 2

x 0

lim x a x x 1 a f 0


      إذنf  متصلة على يسار
0

x 0 . 

 متصلة في fلكي تكون وبالتالي : 
0

x 0  يجب أن يكونa 0 . 

  اتصالf  في
0

x 1  مع ( .  2
f 0 0 a 0 0 1 a     ) 

على يمين  -
0

x 1 . 

 لدينا : 
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   
   
   

 

2

2 2 2x 1 x 1

2

2
x 1

x 1

x 1 x 3 2x 1
lim bx lim bx

x 3 2 x 3 2 x 3 2

x 1 x 3 2
                                 lim bx

x 1

x 1
                                 lim bx

 





 





  
  

     

  
 




 

 
 

2
x 3 2

x 1

 

  x 1

                                 b 2



 

  

و   2
f 1 1 1 0    إذن لكي تكونf  متصلة على يمين

0
x 1  يجب 

x 1

lim f x b 2 0


    : و منهb 2 . 

لى يسار ع -
0

x 1 . 

 2

x 1

lim x x 0 f 1


    إذنf  متصلة على يسار
0

x 1 . 

 متصلة في fلكي تكون وبالتالي : 
0

x 1  يجب أن يكونb 2 . 

aيجب :   1و  0 متصلة في fلكي تكون خلاصة :  0  و b 2 . 

حسب ن .12 
x
lim f x


و   
x
lim f x


 . 

  : نحسب 
x
lim f x


 . 

 لدينا :

          

   
2x x

2

2x x x

x 1
lim f x lim 2x                 ;     b 2

x 3 2

1
1

1x              lim x 2           ;  lim 1 =1 ; lim x 3 2
xx 3 2

              

 

  


  

 

 
   

         
   

 

 

  

ومنه :  
x
lim f x


   

  : نحسب 
x
lim f x


 . 

 لدينا :

          

   2

x x

x

lim f x lim x a x x 1                ;     a 0

               lim x  

               

 



    



 

  

ومنه :  
x
lim f x


  

  خلاصة : 
x
lim f x


      و 
x
lim f x


 . 
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10.  

0 في النقطة  هل يمكن تمديد بالاتصال الدوال التالية
x . 

10.  
2

2x x 1
f x

2x 1

 



 في   

0

1
x

2
  . 

 لدينا :

            

 

   

2

1 1
x x

2 2

1
x

2

2x x 1
lim f x lim

2x 1

x 1 2x 1
              lim

 



 




 


2x 1

1
x

2

              lim x 1

3
              

2



 

 

  

 في النقطة  fتمديد بالاتصال الدالة يمكن خلاصة : 
0

x 0 . 

 في النقطة  fحيث تمديد بالاتصال ل  
0

1
x

2
   هي الدالةg      : المعرفة ب

 
2

2x x 1 1
g x   ;  x

2x 1 2

1 3
g

2 2

  
  




       

 . 

 المعرفة ب : hكذلك الدالة : ملحوظة  h x x 1   هي تمديد بالاتصال للدالةf في النقطة 
0

1
x

2
   

12.    
4 x 4 x

f x
x

  
   0في

x 0 . 

 لدينا : 

          

 

   
 
 

 

x 0 x 0

x 0

x 0

x 0

4 x 4 x
limf x lim

x

4 x 4 x 4 x 4 x
             lim

x 4 x 4 x

4 x 4 x
             lim

x 4 x 4 x

2 x
             lim

 







  


     


  

  


  


x  

 
x 0

4 x 4 x

1
                                                     ;    lim 4 x 4 x 4

2 

  

    

  

 في النقطة  fتمديد بالاتصال الدالة يمكن خلاصة : 
0

x 0 . 
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 طة في النق fحيث تمديد بالاتصال ل  
0

x 0  هي الدالةg      : المعرفة ب

     

 

4 x 4 x
g x   ;  x 4;0 0;4

x

1
g 0

2

   
  


 


 

 المعرفة ب : hكذلك الدالة ملحوظة :  
2

h x
4 x 4 x


  

 قطةفي الن fهي تمديد بالاتصال للدالة  
0

x 0  

10.  

fلنعتبر الدالة   :  : متصلة و جدول تغيراتها كالتالي 

ما هو عدد حلول المعادلة : .10 x / f x 0  . 

  : هناك حل على المجال ; 5   أو المجال ; 5  . 

  على المجال : هناك حل 5;0  أو 5;0 .... أو 

  : هناك حل على المجال 0;1 ...... أو 

  : هناك حل على المجال 1;3 ...... أو 

المعادلة  خلاصة : x / f x 0   حلول . 4لها 

عدد حلول المعادلة : ما هو .12   x 0,10 / f x 2  . 

  : هناك حل على المجال 0;1 ...... أو 

  : هناك حل على المجال 1;3 ...... أو 

  : هناك حل على المجال 3;10  . 

  حل على المجال : هناك 10; . 

المعادلة خلاصة :  x / f x 2   حلول . 4لها 

حدد حل المعادلة :  .10 x / f x 10   . 

xالحل هو  1 . 

حل المعادلة : خلاصة :  x / f x 10     هوx 1 . 

f:  ية بواسطة حدد صور المجالات التالن .:1 ; 5   و ,0 و  5,3 و  1;3و  3;10  و 0, و . 

 لدينا : 

     f ; 5 5;1    . 

     f ,0 5;3   . 

     f 5,3 10;3   . 

     f 1;3 10;3  . 

     f 3;10 2;3 . 

        10       3      1       0       5    x 

                    3                3                  1 
                              

    2                10             5 

 f x 
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     f 0, 10;    . 

    f 10;    

إلى  I لالمجامن تقبل دالة عكسية  fهل الدالة  .12 f I .   أ-   I , 5    ب-  I ,0  ج-  1,3. 

  على المجال I , 5   . 

إذن قصورها متصلة على  متصلة على  fحسب المعطيات الدالة  - I , 5   . 

تناقصية قطعا على   fحسب جدول تغيرات الدالة  - I , 5   . 

 المجالمن تقبل دالة عكسية  fالدالة قصور خلاصة :  I , 5    إلى   f I 5;1  . 

  على المجال I ,0  . 

إذن قصورها متصلة على  متصلة على  fحسب المعطيات الدالة  - I ,0  . 

ليست رتيبة قطعا على   fحسب جدول تغيرات الدالة  - I ,0  . 

 المجالمن تقبل دالة عكسية لا  fالدالة قصور خلاصة :  I ,0   إلى f I . 

  على المجال 1,3 . 

إذن قصورها متصلة  متصلة على  fالدالة  حسب المعطيات - 1,3. 

تزايدية قطعا على   fحسب جدول تغيرات الدالة  - 1,3 . 

 المجالمن تقبل دالة عكسية  fالدالة قصور  خلاصة : 1,3  إلى 

               f I 10;3  . 

10.  

دالة عددية معرفة على  fلتكن  0,5;14 . و الشكل التالي يمثل منحنها  

 . القيم الوسيطية أعط نص أو منطوق مبرهنة .10

 منطوق مبرهنة القيم الوسيطية  :

f دالة متصلة على القطعة  a,b .  a b  

 لكل عدد حقيقي k محصور بينf (a)  وf (b) ل عنصريوجد على الأق c من  a,b : حيثf (c) k . 

 

 أوجد مجالين حيث يمكن تطبيق مبرهنة القيم الوسيطية  مع توضيح ذلك . .12

 على المجال كن تطبيق مبرهنة القيم الوسيطية يم 0;5  ؛مبيانيا الدالةf  متصلة على 0;5 . 

  يمكن تطبيق مبرهنة القيم الوسيطية على المجال 8;14  ؛مبيانيا الدالةf  متصلة على 8;14 . 

 يطية  مع توضيح ذلك .يمكن تطبيق مبرهنة القيم الوس لاأوجد مجال حيث  .10

  لا يمكن تطبيق مبرهنة القيم الوسيطية على المجال 4;11 مبيانيا الدالة  ؛f  غير متصلة على 4;11  (  7) لأنها غير متصلة في 
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لدينا :  f 4 4  و f 11 3   نأخذk 1   هو محصور بين f 4 4  و f 11 3   ولكن لا يوجدc  من 4;11  حيث

 f c 1  . 

 حيثوحيد  د يمكن إيجاد عد .:1 f 6    تقاطع المنحنى و المستقيم D الذي معادلته D : y 6  ذلك .؟ يحدد نقطة وحيدة

6,5؛ مبيانيا  تأطير ل  يطنع 7   . 

10.  

 ب :  المعرفة على   fلنعتبر الدالة العددية   2 5
f x x cos x xsinx 1   

حسب : ن .10 f و   0 f    : ثم بين أن المعادلة
2 5

x cos x xsinx 1 0   لى تقبل حل الأقل حل ع . 

 لدينا : 

  الدالةf  إذن  الدوال  لأنها مجموع و جداء دوال متصلة  هي متصلة علىf  متصلة على 0; . 

  f 0 1 0   و  2
f 1 0      لإذن   f 0 f 0     محصور بين  0إذن f و  0 f  

من  cإدن حسب مبرهنة القيمة الوسيطية يوجد على الأقل  0;  حيث f c 0  و بالتالي f x 0  تقبل حل الأقل حل على

 0;   ومنه
2 5

x cos x xsinx 1 0    تقبل حل الأقل حل على . 

المعادلة :   خلاصة : f x 0  الأقل حل على تقبل حل . 

10.  

  لنعتبرf  الدالة المعرفة على 0,2  : بما يلي 
x 3

f x
x 2





. 

 fثم استنتج أن  fنشئ منحنى ن (  Cabri2مثل ) أو برَْنام آخر  geogebraباستعمال دروس السنة الماضية أو باستعمال البرَْنام  .10

هي تقابل من  0,2  نحوJ . حدده مبيانيا 

طعا على متصلة و تزايدية ق fمبيانيا الدالة  0,2  و J 0,5;0,25   

هي تقابل من  f خلاصة : 0,2   نحو J 0,5;0,25  

12. .. 

  أنشئ في نفس المعلم منحنى الدالة العكسية
1

f


 ) أنظر الشكل (. 

  1 حدد
f
 الدالة العكسية ل F . 

من  xليكن  0,2  وy  من J 0,5;0,25    

حيث  1
x f y

  و y f x  
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 

 

 1

x 3
f x y y

x 2

             x 3 xy 2y

             x xy 3 2y

             x 1 y 3 2y

3 2y
             x

1 y

3 2y
             x f y

1 y




  



   

   

   


 




  



  

و منه :  1 3 2y
f y

1 y

 



 . 

1الدالة العكسية خلاصة : 
f
   لf  :  هي

   

 

1

1

f   :  J 0,5;0,25 0,2

3 2x
                                  x f x

1 x





  






  

  لنعتبرf  :   : الدالة المعرفة ب   
2

f x x 4 2   . 

10. . 

حسب : ن -أ 
x
lim f x


   . 

 لدينا :    
2

x x
lim f x lim x 4 2
 

      

 . أدرس اتصال الدالة على المجموعة  -ب

 لأنها حدودية . هي متصلة على  fلة الدا

تناقصية قطعا على  fن : الدالة بين أ .12 I ,4  . 

لدينا :          
'

2
f ' x x 4 2 2 x 4 ' x 4 2 x 4        

 
منه : على  و  I ,4   فإن f ' x 0  الدالةf 

على  قطعا تناقصية I ,4  .يمكنك استعمال معدل تغيرات :  ملحوظةf لدراسة الرتابة . 

تناقصية قطعا على  fالدالة  خلاصة : I ,4  . 

على  fقصور الدالة  gلنعتبر  .10 I ,4   بين أن :g  تقابل من I  إلى مجالJ  يتم تحدده. 

   الدالةf  إذن قصورها  هي متصلة علىg  هي متصلة على I ,4  . 

  الدالةf على  قطعا تناقصية I ,4   إذن قصورهاg  على  قطعا تناقصية I ,4  . 

على  f قصور الدالة gخلاصة :  I ,4   هيg  تقابل من I  إلى مجال        
x

J f ,4 g 4 ; lim g x 2;


     
 

 

حدد للدالة العكسية ن .:1
1

g


 . gللدالة  

من  xليكن  I ,4   وy  من J 2;  .  مع   1
g x y x g y

   . 
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لدينا : 

   

 

2

2

g x y x 4 2 y

              x 4 y 2

              x 4 y 2    x 4 y 2

    

   

        

  

بما أن :  x I ,4    إذنx 4   ومنهx 4 0   بالنسبة لx 4 y 2    : غير ممكن لأن 

xومنه نأخذ  4 y 2     إذنx 4 y 2   . 

ومنه :  1
g y 4 y 2
    . 

للدالة العكسية خلاصة : 
1

g


 :
   

 

1

1

g : 2; ,4

                  y g y 4 y 2





  

  
و يمكن كتابة :   

   

 

1

1

g : 2; ,4

                  x g x 4 x 2





  

  
  

10.  

 التي منحناها هو: f نعتبر الدالة العددية

f حدد مبيانيا  .10
D  مجموعة تعريفf. 

هي  f مبيانيا : مجموعة تعريف f
D \ 4  . 

استنتج مبيانيا:  .12
x 0
x 0

limf(x)



؛  
x 0
x 0

limf(x)



 
x
lim f(x)


 و 
x 8
lim f(x)


 . 

 لدينا : 

  
x 0
x 0

limf(x) 0



   و
x 0
x 0

limf(x) 2



 . 

  
x
lim f(x)


   و
x 8
lim f(x) 0


 . 

   نهاية بالنسبة لf عند  مبيانياf  ليس لها نهاية عند . 

0 في  ؟ : متصلة0؟ على يسار 0على يمين  متصلة fهل  –أ  .10
x 0 ؟ 

   f  0على يمين  متصلةغير . 

   f 0على يسار  متصلة . 

   f  0في  متصلةغير . 

f جدول تغيرات  يعطن -ب        4;3 . 

 

 

 

 

 على المجال  fقصور الدالة  gليكن  .:1 I 4;0  

 تقبل دالة عكسية  gبين أن :   -أ       
1

g


 مبيانيا.J تحديد مع I إلى J من 

    الدالة مبيانياg  هي متصلة على قصور الدالة I 4;0  . 

    الدالة مبيانياg  قصور الدالة هي تناقصية قطعا على I 4;0  . 

 

3                 0                    4 x 

2       

         

              0                                                                                               

                 

              

 f 0 2 

 

 f x 
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على  fقصور الدالة  gخلاصة :  I 4;0   تقابل من هي  I 4;0   إلى مجال    f 4;0 2;   

        
x

J f ,4 g 4 ; lim g x 2;


     
 

 

 أنشئ  -ب       1
g

C   منحنىf . أنظر الشكل ( في  نفس المعلم ( 

10.  

3 نضع :
a 41 5 54 3    3و

b 54 3 41 5   

هو  abهل باستعمال المحسبة ) الآلة الحاسبة (  .10
1

3
؛   7؛   1؛  

7

3
  . 

abباستعمال المحسبة : خلاصة :  7 

01.  

و  بين أن: .10
9 81234 3 2 3 2 6    و

 
212

5 3 52

6

9 3 27 3

9
3 3

 




: اجعل المقام عدد جذري .   
3 3

2

9 3 1 
 . 

  : لدينا 

    

 

3 44 39 8 3 4 9 812 1234

3 4 9 812

12 1212

12
12

3 2 3 2 3 2 3 2

                              3 2 3 2

                              3 2

                              2 3 6


      

   

 

  

 

 خلاصة :
9 81234 3 2 3 2 6    

 : لدينا 

   
212 21 3

25 3 52 15 52 2

1 16

6 2

2
2 1 3 2

15 2 2 5

1 1

6 2

4 12 1 1

15 5 6 2

4

15

9 3 27 3 9 3 3 3

3 3
3 3

3 3

                                   

3 3

                                   3 3 3

                                   3

 

 



    





 
 

 




  


12 2

25 3 3 9


 

 

 خلاصة :
 

212
5 3 52

6

9 3 27 3

9
3 3

 



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 جعل المقام عدد جذري ا : 

 تذكير : 

  3 3 2 2
a b a b a ab b      إذن a b  و 2 2

a ab b   3إحداهما الصيغة المرافق للأخر بالنسبة للجذر من الرتبة . 

مثال :  
   

 

2
23 3 3

3

2
23 3

x 2 x x 2 2

x 2

x x 2 2

   

 

  

3aنأخذ   x  وb 2 . 

 لدينا :

 

   

 

 

 3 3 3

3

2 323 3 23 3 2 33 3 3 3

2 3 1 2 3 1 2 3 12 2
3 1

3 19 3 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 1 3 1

  
     

         

 

3خلاصة : 

3 3

2
3 1

9 3 1
 

 
 

00.  

حدد مجموعة تعريف الدوال التالية:  2
f x x 3      ؛    3f x x 1 x 3       ؛    6 2 7f x 9 x x 1    . 

  مجموعة تعريف الدوال التالية: حددن .10

   التالية:الدالة العددية لنعتبر    2
f x x 3 . 

 لدينا : 

            

2

f
x D x 3 0

          x 3 x 3 0

          x ; 3 3;

   

   

       
   

 

  هي : دالةمجموعة تعريف الخلاصة :  
f

D ; 3 3;      
   

 . 

  التالية:الدالة العددية لنعتبر      3f x x 1 x 3  . 

 لدينا : 

         
   

   
f

x D x 1 x 3 0

          x ; 3 1;

    

    
 

  دالة هي :مجموعة تعريف الخلاصة :     f
D ; 3 1;    . 

  التالية:الدالة العددية لنعتبر    6 2 7f x 9 x x 1   . 

 لدينا : 

                              x 1 0    و 
2

9 x 0  
f

x D  

                  x 1 0     و  3 x 3 x 0    

              x 1      و   x ; 3 3;     
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                    x ; 3 3; 1;      

                                                   x 3;   

  الدالة هي :مجموعة تعريف خلاصة :  
f

D ; 3 3;      
   

 . 

00.  

  : أحسب النهايات التالية

 نحسب النهايات : .10

  3 3

x
lim x x 1


     : لأن
3

x
lim x x 1


     

 5 4

x
lim x 1


      لأن
4 4

x x
lim x 1 lim x
 

    . 

 
6

x 4

4 x
lim 0

x


   لأن

6

x 4

lim 4 x 0


   و
x 4

lim x 4


  

 
3x 1

x
lim

x 1


 


3لأن    

x 1

lim x 1 0





  و 

x 1

lim x 1


 . 

 : لدينا 

      

 

3
3

33 3

2x x
2

2

3
3

3 2

x

2

x

1
x 1 1

xx 1 1
lim lim

1x 1 1
x 1 1

x

1
x 1 1

x
                         lim     ; x x; x x;x

1
x 1 1

x

x

                         lim

 





 
  

   


   
  

 

 
   

 
    

 
   

 



3
3

1 1
1

x x

x

  
   

   

2

3
3 2

x x

1 1
1

x x

1 1 1 1
                         1                                      ;  lim 1 1; lim 1 1

x x x x 

  
   

   

    
                 

 : خلاصة 
3 3

2x

x 1 1
lim 1

x 1 1

 


 
 

 : لدينا 
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 

3 43 5 3 5
3 4

2 3 5
x x

4 45 4 4 4
3 4

2 3 5
x

1 1 1
lim x x 1 x 1 lim x 1 x 1

x x x

1 1 1
                                        lim x 1 x x 1  ; x x x x x

x x x

                                        

 



   
           

   

   
             

   

3 4
2 3 5

x

3 4
2 3 5

x x

1 1 1
lim x 1 x 1

x x x

1 1 1
                                                                             ; lim 1 1; lim x 1

x x x



 

    
         

     

    
                 

  

:  خلاصة 
3 43 5

x
lim x x 1 x 1


      . 

12. 
3

x 1

x 1
lim

x 1




 ؛

3 3

x
lim x x 1 x


   ؛
3 2

2
x 0

1 x 1
lim

x

 
 ؛ 

4 4

x 0

x 2 3x 2
lim

x

  
؛

3 3

2x

x 1 1
lim

x 1 1

 

 
؛

 

4 5

x 1

x 1
lim

x 1
 




  

  

3

x 1

x 1
lim

x 1




 لدينا :  

                      

   
   

 

   

2
3 3 3

3

2x 1 x 1 3 3

3
33

2x 1 3 3

x 1

x 1 x x 1
x 1

lim lim
x 1

x 1 x x 1

x 1
                lim

x 1 x x 1

x 1
                lim

 





  



     

 




    
 




 x 1  

 

2
3 3

2
3 3

x 1

x x 1

1
                                                             ; lim x x 1 3

3 

   
 

   

  

خلاصة : 
3

x 1

x 1 1
lim

x 1 3





 

 
3 3

x
lim x x 1 x


      : لدينا 

) استعمال المرافق (               
 

2
3 3 33 3 3 2

3 3

2
x x 3 33 3 2

x x 1 x x x 1 x x 1 x x

lim x x 1 x lim

x x 1 x x 1 x x
 

 
          

 
   

      
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 
3

3 3 3

2
x 3 33 3 2

3

x

x x 1 x
lim

x x 1 x x 1 x x

x
lim





  


      


3

x 1 x  
2

3 33 3 2

2
x

3 3 2
3 3

2 3 2 3

x x 1 x x 1 x x

1
x 1

x
lim

1 1 1 1
x 1 x 1 x x

x x x x



      

 
 

 


   
         

   

 

 
2 2

2
3 333

2 2 3 2 3
x

2 2
3 3

2 3 2 3

x

1
x 1

1 1 1 1x
lim   x 1 x 1  

x x x x1 1 1 1
x 1 x 1 x x

x x x x

x

lim





 
   

              
                   

   



2

1
1

x

x

 
 

 
2

3 3
2 3 2 3

1 1 1 1
1 1 1

x x x x

 
            

    
 

 

                                                                                        
2x

3 3
2 3 2 3

1
1

x
lim

1 1 1 1
x 1 1 1

x x x x

0



 
 

 


 
            

    
 



 

 لأن : 

              

2

3 3
2 3 2 3

x x

2

3 3
2 3 2 3

x

1 1 1 1 1
lim 1 1  ;   lim 1 1 1 3

x x x x x

1 1 1 1
lim x 1 1 1

x x x x

 



   
           

   

 
              

    
 

 

لاصة : خ
3 3

x
lim x x 1 x 0


    

  
3 2

2
x 0

1 x 1
lim

x

 
 : لدينا  

    عمال المرافق () است
 

2
3 3 32 2 2 2

3 2

2 2x 0 x 0 3 32 2 2 2

1 x 1 1 x 1 x 1 1
1 x 1

lim lim
x

x 1 x 1 x 1 1
 

 
          


 

     
 
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3
3 2 3

2x 0 3 32 2 2 2

2

2x 0 3 32 2 2

2

x 0

1 x 1
lim

x 1 x 1 x 1 1

1 x 1
lim

x 1 x 1 x 1

x
lim







 


 
     

 

 


 
    

 


2

x
2

3 32 2

2
x 0 3 32 2

1 x 1 x 1

1
lim

1 x 1 x 1

1

3



 
    

 



   



 

خلاصة : 
3 2

2
x 0

1 x 1 1
lim

x 3

 
 

 

4 4

x 0

x 2 3x 2
lim

x

  
 لدينا :    

   
 

 

3 2 2 3
4 4 4 44 4 4 4

4 4

3 2 2 3x 0 x 0 4 4 44 4 4

4 4
4 4

3 2 2 3x 0 4 4 44 4 4

x 2 3x 2 x 2 x 2 3x 2 x 2 3x 2 3x 2
x 2 3x 2

lim lim
x x x 2 x 2 3x 2 x 2 3x 2 3x 2

x 2 3x 2
                                 lim

x x 2 x 2 3x 2 x 2 3x 2 3x 2

    

 



             
  



          

  


          

 

 
3 2 2 3x 0 4 4 44 4 4

x 2 3x 2
                             lim

x x 2 x 2 3x 2 x 2 3x 2 3x 2


  


          

  

                           

x 0

2 x
                                lim






x  
3 2 2 3

4 4 44 4 4

3 2 2 3
x 0 4 4 44 4 4

3 2 2 3
4 4 4 4 4 4

x 2 x 2 3x 2 x 2 3x 2 3x 2

2
                                 lim

x 2 x 2 3x 2 x 2 3x 2 3x 2

2
                                 

2 2 2 2 2 2



          




          




    

 

                                                                                               
3

4

2
                                 

4 2





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3
4

4

4

4

4

1
                                 

2 2

1 2
                                 

2 2

2
                                 

4

2

2






 










 

لاصة : خ

4 44

x 0

x 2 3x 2 2
lim

x 4

   
 

  
3 3

2x

x 1 1
lim

x 1 1

 

 
 لدينا :  

                                                

   

   

 

2
3 33 3 2

2
3 33 3 2

2
3 33 3

2

2

2

3 3
3 3

2x x 2

3
3 3 3

2x 2 22

x 1 1

x 1 1

x 1

x 1 1
x 1 1

l

x 1 x 1 1

x 1 x 1 1

x 1 x 1 1

im lim
x 1 1 x 1 1

x 1 1

                        lim

x 1

1

1

 



 
    

 

 
   

 
 


   

 


 

  
 

 

 

 
  

 


 

 
    

 

 

           

   
 

3

x 2
2

3 33 3

2

3 3
3 3

3 3

2

x

2

23

x

2

x 1 1
                        lim

x 1 1

x

                        lim

x

             

x 1 1

1
x 1 1

x 1 x 1 1

1 1
x 1 x 1 1

           lim

x

x

x







 

  
     

 
    

 

 
   



      
    


 

 











2 2

3 2
3 3

3 32

2

4

2
3

3

x

3
3 3

2

1 1
x 1 x 1

x x
1 1

x 1 x 1 1
x x

x

x

                        

x

l

1
x

i

1
x

m

1





 

   
      

                 
 


      



 
 





 



  
 

2

2 2

1 1
1

x x

x x

  
    

 



 

2

3 3
3 3 2

1 1 1 1
1 1

x x x x

 
           

    
 
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x x

2

3 3
3 3 22

1
                        1               ;   lim    ;  l

1 1
1 im

1 1
1

x x

1 1
1 1

x x x1
1

x 

     
        

 
  

   
   

  
 

 

 لاصة : خ
3 3

2x

x 1 1
lim 1

x 1 1

 


 
 

 
 

4 5

x 1

x 1
lim

x 1
 




 لدينا : 

     

     
  

 

 

   
 

3
4 4 45 5 5

3
4x 1 x 1

5
55 5

3
x 1 4

55

5 5 4 3 2 2

3
x 1 4

x 1 x 1 x 1
lim lim

x 1 x 1 x 1

x 1
                      lim           ;        x 1 x 1

x 1 x 1

x 1
                      lim           ;     a b a b a a b a b

x 1 x 1

 





   

 

 

   


  


    

 

 
      

 
  

 

 

3 4

x 1

ab b

                      lim
x 1


 




         

 

2 3 44 3 2
x

x 1

x 1 x 1 x 1 1         





 
3

4 x 1

 

 

 

 

 
 

 

4 3 2

3
x 1 4

3
4 3 24

x 1 x 1

x x x x 1
                      lim

x 1

                                                ;        lim x 1 0    ;  lim x x x x 1 5



 

 



   

   




 
         

 

 

 خلاصة : 
 

4 5

x 1

x 1
lim

x 1
 


 


 

00.  

: المعرفة بالدالة العددية للمتغير الحقيقي  لتكن 

 

 

3f x 1 x      ;  x 0

1
f x     ;  x 0

1 x

   



 


  . 

حسب:ن .10 
x
lim f x


   . وأول مبيانيا النتيجة 

 لدينا : 

    
x x x

1
lim f x lim 0    ;   lim 1 x

1 x  
    


 . 

  : منحنى الدالة تأويل هندسي للنتيجةf  يقبل مقارب أفقي معادلته هيy 0 . 

0 في النقطة درس اتصال ن .12
x 0 . 

fx

f
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  اتصال الدالةf  على يمين
0

x 0  

لدينا :    
x 0 x 0

1
lim f x lim 1 f 0

1 x
  

  


متصلة على يمين  f؛ و منه الدالة  
0

x 0 . 

  اتصال الدالةf  على يسار
0

x 0  

لدينا :    3

x 0 x 0

lim f x lim 1 x 1 f 0
  

     ؛ و منه الدالةf متصلة على يسار 
0

x 0 . 

متصلة في  fالدالة  خلاصة : 
0

x 0 . 

00.  

الدالة العددية المعرفة كما يلي : fلتكن 
3 2

x
f x

x 1



  . 

 حدد  .10
f

D  مجموعة تعريف الدالةf . 

 لدينا : 

                 
2

f

2

x D x 1 0

          x 1

   

  
  

 . معرفة على  f؛ و منه :   من  xو هذا دائما صحيح لكل 

هي  fالدالة مجموعة تعريف  خلاصة : 
f

D  . 

 على  fدرس زوجية الدالة ن .12
f

D . 

 لدينا :

  لكلx  كذلك   منx  من  . 

  ليكنx  من   : 

                          

 
 

 

2
3

3 2

x
f x

x 1

x
         

x 1

         f x


 

 

 


 

  

و منه :    f x f x    

 فردية على  fالدالة   خلاصة : 
f

D  .  

أحسب : .10 
x
lim f x


و  
 

x

f x
lim

x

  . هندسيا للنتيجة المحصل عليها لايأو. أعط ت 

  : نحسب 
x
lim f x


 لدينا :  
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 
3 2x x

x
2

3
2

2

3 2 3

2x

3 3
2

2
1

3

x

3
2

1

3

x

3
2

x
lim f x lim

x 1

x
               lim

1
x 1

x

x
               lim x x

1
x 1

x

x
               lim

1
1

x

x
               lim

1
1

x

         

 















 

 
 

 
  

   
 

 


 

 
 


 

 
 

1

333
2

x x x

1
                         ;     lim 1     ;     lim x lim x

x  

  
          

  

خلاصة :  
x
lim f x


  

 حسب : ن
 

x 0

f x
lim

x

 لدينا : . 

  3 2

x 0 x 0

x 0

x

f x x 1
lim lim

x x

x
              lim

 



 







3 2

1

xx 1




3 2x 0

1
              lim

x 1

              1








  

و منه : 
 

x 0

f x
lim 1

x
  

نلاحظ أن : 
     

  
x 0 x 0

f x f x f 0
lim 1 lim 1   ;    f 0 0

x x 0  


    


  

إذن : 
   

x 0

f x f 0
lim 1

x 0


 


قابلة للاشتقاق على يمين النقطة  fومنه الدالة  

0
x 0   و العدد المشتق على يمين 

  النقطة  عط تأويلا هندسيا للنتيجة المحصل عليها ن
0

x 0   هو '

d
f 0 1 . 

النقطة في يقيل نصف مماس  fمنحنى الدالة : و منه 
0

x 0  هو  معامله الموجه '

d
m f 0 1  . 
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00.  

نعتبر المعادلة :  .10   
2 33E   :  x 2 x 2 3 0     .  

 حدد مجموعة تعريف المعادلةن  E . : لدينا                   
f

x D x 2 0     

                                                                      
 

          x 2

          x 2;

  

   
 

 مجموعة تعريف المعادلةخلاصة :   E   f
D 2;   . 

 على  حل المعادلة ن 2;  . 

                                        لدينا :   
2 33E x 2 4 x 2 3 0      

              
 

  

2
33

2 3

     x 2 4 x 2 3 0

     X 4X 3 0                       ;   X x 2

     

     
 

                                                                    X 1 أو X 3  

                                 3X x 2 1   أو  3X x 2 3    

                                                        3
x 2 1  3 أو

x 2 3   

                               x 1 2;     أو  x 25 2;     

حلول المعادلة هي :  مجموعةخلاصة :   S 1;25  . 

 

 E
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