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و تطبيقاتهفي الفضاء الجداء السلمي   

 
I-الجداء السلمي  
     تعريف- 1

uوv       لتكن  GG
u حيث  نقط من الفضاء C و Bو  Aو  ، متجهتين من الفضاء AB=

JJJGG
v  و  AC=

JJJJGG
   .   

)على الاقل مستوى جد يو  )P ضمن الفضاء يمر من النقط A  وB و C.    

uوvالجداء السلمي للمتجهتين   GG
AB الجداء السلميلفضاء هو في ا  AC⋅

JJJG JJJG
) في المستوى  )Pنرمز له بـ u v⋅G G  

  
  ملحوظة

      جميع خاصيات الجداء السلمي في المستوى تمدد إلى الفضاء
  نتائج - 2

uوv       لتكن  GG
   نقط من الفضاء C و Bو  Aو  ، متجهتين من الفضاء

u حيث       AB=
JJJGG

v  و  AC=
JJJJGG

   .   
00إذا آان     * 

GGGG
≠≠ vوu    فان   ncosu v AB AC BAC⋅ = × ×

G G
   

0uإذا آان   *    =
GG

0v أو  =
GG

0u     فان         v⋅ =
G G

  
0uإذا آان     *  ≠

GG فان   'u v AB AC AB AC⋅ = ⋅ = ⋅
JJJG JJJG JJJG JJJJGG G

     
  (AB) على C المسقط العمودي لـ 'Cحيث     

*  ( )2 2 21
2

u v AB AC BC⋅ = + −
G G

  

    
  نظم متجهة   م - 3

u   نقطتين من الفضاء حيث B و Aجهة و متuG   لتكن      AB=
JJJGG

   

u       العدد الحقيقي   u⋅G G يسمى المربع السلمي لـ  uG2تبك ي  و 2u AB=
G

  

2u نكتب uGيسمى منظم المتجهة   2uGالحقيقي الموجب   العدد       u=
G G

   

     و آتابةملاحظة  
    * 2uG = 2uG  

00إذا آان        *    
GGGG

≠≠ vوu    فان   m( )cos ;u v u v u v⋅ =
G G G G G G

  

   خاصيات - 4
            ( ) 3

3, ,u v w V α∀ ∈ ∀ ∈
G G G \  

      *  u v v u⋅ = ⋅
G G G G

       
    * ( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅

G G G G G GK  
     *( )v w u v u w u+ ⋅ = ⋅ + ⋅

G G G G G GK  
     *  ( )u v u v u vα α α⋅ = ⋅ = × ⋅

G G G G GK  

)   متطابقات هامة )2 2 2 2u v u v u v+ = + + ⋅
G G G G G G

  

                      ( )2 2 2 2u v u v u v− = + − ⋅
G G G G G G

  

                        ( )( ) 2 2u v u v u v+ − = −
G G G G G G  

     :  تعامد متجهتين- 5
      تعريف
uوvلتكن           GG

  .V3 متجهتين من الفضاء 

uوv  تكون          GG
0u إذا آان    متعامدين إذا وفقط v⋅ =

G G
vu       نكتب    GG

⊥  

0 المتجهة  ملاحظة
G

  V3  عمودية على أية متجهة من الفضاء 
   تمرين

   aل حرفه وي طذ  الABCDEFGHالمكعب               
AE.BGأحسب             

JJJG JJJG
AE.AG    و 

JJJG JJJG
AG.EB  و 

JJJG JJJG
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II-صيــــــغ تحليليـــــــــة   
   الأساس و المعلم المتعامدان الممنظمان-1  

   تعريف 
kوjوi       لتكن
GGG

  . نقطة من الفضاءO و V3مستوائـــــية من الفضاء   ثلاث متجهات غير

        );;( kji
GGG

   V3 أسا س للفضاء 

);;(         يكون الأساس  kji
GGG

)أو المعلم ( متعامد  ; ; ; )O i j k
G G G

kوjوi  إذا وفقط إذا آانت المتجهات )  متعامد
GGG

  

  .         متعامدة    مثنى مثنى
);;(         يكون الأساس  kji

GGG
)أو المعلم (تعامد و ممنظم  م ; ; ; )O i j k

G G G
 إذا وفقط إذا آانت )تعامد وممنظم

kوjوiالمتجهات 
GGG

1i  متعامدة مثنى مثنى  و j k= = =
G G G

  

   الصيغة التحليلية للجداء السلمي-2  
  خاصية  - أ

)م .م.        الفضاء منسوب إلى معلم ; ; ; )O i j k
G G G

  

)          إذا آانت  ) ( )v x'; y'; z' uو x; y; zG G
' فان      ' 'u v xx yy zz⋅ = + +

G G
  

)  إذا آانت ملاحظة   )zyxu ;;G
)م .م.بالنسبة للمعلم ; ; ; )O i j k

G G G
 فان  

; ;u i x u j y u k z⋅ = ⋅ = ⋅ =
G G GG G G

                                    
  لمنظم متجهة و لمسافة بين نقطتينالصيغة التحليلية - ب

)  إذا آانت -       * )zyxu ;;G
);;;(م .م.بالنسبة للمعلم kjio

GGG
2 فان 2 2u x y z= + +

G
  

)ذا آانت ا-*          ); ;A A AA x y z و ( ); ;B B BB x y z  م .م.بالنسبة للمعلم);;;( kjio
GGG

  

)            فان   ) ( ) ( )2 2 2
B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −  

     تمرين
) نعتبر            )1;1; 2Aو ( )2; 2;0B ) و     − )1; 1; 2C − − −  

    مثلث متساوي الساقين وقائم الزاويةABC   بين أن 
u.MA من الفضا ء بحيث Mط  تحديد تحليلي لمجموعة النق- 3 k=

JJJGG  
) لتكن  )u a;b;cG

) متجهة غير منعدمة و  ); ;A A AA x y zنقطة من الفضاء   

) نعتبر )M x; y; z  

                        0u.MA k ........ ax by cz d= ⇔ ⇔ + + + =
JJJGG

  
  خاصية 

)  لتكن   )u a;b;cG متجهة غير منعدمة و Aنقطة من الفضاء   

u.MA من الفضا ء بحيث Mمجموعة النقط    k=
JJJGG

0ax هي مستوى معادلته  by cz d+ + +  عدد d حيث =
  حقيقي

)   نعتبرمثال  )2 1 1u ; ;−
G متجهة و ( )1; 1;2A    نقطة من الفضاء−

1u.MA من الفضا ء بحيث Mمجموعة النقط   حدد  = −
JJJGG

  
 III- الفضاء تطبيقات الجداء السلمي في  

 1-  تعامد المستقيمات و المستويات في الفضاء
 تعامد مستقيمين -أ

1u الفضاء موجهين بالمتجهتين  مستقيمــين من (D2)  و (D1)ليكن               
G

2u و
G

    على التوالي
                        ( ) ( )1 2 1 2 0D D u u⊥ ⇔ ⋅ =

G G
  

  تعامد مستقيم و مستوى - ب
     اصيةخ  

1u مستوى موجه بالمتجهتين(P)         ليكن 
G

2u و
G

3u مستقيم  موجه بالمتجهة(D)   و 
G

      

2 3u u⊥G G
)   و   ) ( ) 1 3D P u u⊥ ⇔ ⊥

G G  
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   ملاحظات واصطلاحات-   ج
   ).(Pتسمى متجهة منظمية للمستوى  ) (P العمودي على مستوى (D) الموجهة لمستقيم uGمتجهة ال *  
  )(P  تكون منظمية للمستوى uG مستقيمية معvGفان آل متجهة  ) (P منظمية لمستوى uGا آانت ذا*  
) ('P و) (P مستقيميتين فان vG وuGوآانتا )  ('P منظمية لمســتوى vGو ) (P منظمية لمستوى uGا آانت ذا* 

 متوازيان
)إذا آان *  ) ( )2;A B P∈و uG  منظمية لمستوىP)(  فان   u AB⊥

JJJGG
  

). م.  في الفضاء المنسوب إلى معلم تمرين ; ; ; )O i j k
G G G

   
الموجه بـالمتجهتين         ) (P و العمودي على المستوى   A(-1; 2 0) المار من(D)  حدد تمثيل بارامتري للمستقيم 

( ) ( )1;1;11;1;2 −uوv GG
  

  تمرين 
). م.    في الفضاء المنسوب إلى معلم  ; ; ; )O i j k

G G G
   نعتبر المستوى

    P) (ي معادلته ذالax-2y+z-2=0  و المستقيم (D)             تمثيله بارامتريIRt
btz
ty

tx
∈







+−=
+=

=

2
31

2
  

    ) (Pحدد متجهتين موجهتين للمستوى  -1
)  لكي يكون b وa  حدد-2     ) ( )PD ⊥ 
  تعامد مستويين -د
  .ا اشتمل أحدهما  على مستقيم عمودي على المستوى الآخرذا و فقط اذ يكون مستويان متعامدين اتذآير       

  خاصية   
  لى التوالي تين لهما عميــين منظ متجهتvG وuGمستويين من الفضاء و)   ('Pو ) (Pليكن          

                     ( ) ( )PP vuا آان ذا وفقط اذ ا'⊥ GG
⊥  

          
  

 
 
 
 

   معادلة مستوى محدد بنقطة و متجهة منظمية عليه- 2
a.  مستوى محدد بنقطة و متجهة  منظمية عليه  

     مبرهنة    
       نقطة من الفضاءA غير منعدمة و جهة متuGلتكن          

0AM من الفضاء حيث M منظمية له هو  مجموعة النقط uG و المتجهةA المستوى المار من   *      u⋅ =
JJJJG G

  
0AM من الفضاء حيث Mمجموعة النقط        *  u⋅ =

JJJJG G
   منظمية لهuGمتجهة و الA  المستوى المار من

b. معادلة مستوى محدد بنقطة و متجهة منظمية عليه  
   خاصية   

)و في الفضاء (P)آل مستوى     *   )cbau ;;G
0axنوع  منظمية عليه يقبل  معادلة ديكارتية من by cz d+ + + =  

0axآل معادلة ديكارتية من نوع  *  by cz d+ + + ) حيث  = ) ( ); ; 0;0;0a b c   في(P)   هي معادلة مستوى   ≠

) بحيث   الفضاء      )cbau ;;G
   منظمية عليه

  تمرين 

                     2x-y+3z+1=0 : (P)     نعتبر    
x+y-2z+1=0  

(D):
   x-y+z-2=0





                 

  . ونقطة منه(P) منظمية على uGحدد متجهة  -1
)و   A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -2 )1,2,1nGمنظمية عليه . 
  (D)والعمودي على  'A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -3

  (P) الموازي لـ و   A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -4             
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  مسافة نقطة عن مستوى - 3
    تعريف و خاصية-1   

);;;(م .م.    الفضاء منسوب إلى معلم kjio
GGG

  
  AH هي المسافة (P) عن مستوى A     مسافة نقطة 

   نكتب   (P) علىA المسقط  العمودي لـ Hحيث     

        ( )( );
⋅

= =

JJJG G

G
AB u

d A P AH
u

 

  (P) منظمية علىuG وB ∋ (P) حيث 
  

    خاصية-2   
0axمعادلته    مستوى (P) ليكن           by cz d+ + + )     و  = )0 0 0; ;A x y z    نقطة من الفضاء   

                                            ( )( ) 0 0 0
2 2 2

;
ax by cz d

d A P
a b c

+ + +
=

+ +
  

    مثال    
)  مستوى مار من(P)ليكن           )2;1;3Bو ( )1; 1; 2u −

G
       A (0;2;1)     منظمية عليه لتكن 

)     حدد          )( );d A P        

     1تمرين  
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم       

   المستقيم الممثل (D)و   2x-3y+2z=0 المستوى ذا المعادلة (P)   و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  نعتبر   

ـ بارا متريا ب   
3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي  على المستقيم A المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى  -1
   (P) والعمودي على المستوى B و A المار  من (´Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى 

  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  -2
 (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -3

     2تمرين  
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم     

    ـ المستقيم المعرف ب(D) و 3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) نعتبر المستوى     

    
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  -1
  (P)العمودي على   و(D)يتضمن  ي ذ ال(´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى 

  
 IV-معادلة فلكة              

)    الفضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ; ;O i j k
G G G

   

  شعاعهامعادلة فلكة معرفة بمرآزها و - 1
r* و (E)  نقطة من الفضاء Ω(a;b;c)       لتكن     الفلكة S(Ω;r)  و\∋+

                    r و شعاعها Ωالتي مرآزها 
  (E)  من الفضاء M(x;y;z)       ليكن

                 S(Ω;r) ∈M ⇔  ΩM=r ⇔  (x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=r2                                                              
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   مبرهنة    
)        الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  )kjio GGG

;;;.   
   rو شعاعها   Ω(a;b;c)   التي مرآزها S(Ω;r)        معادلة ديكارتية للفلكة 

  2+(y-b)2+(z-c)2=r2(x-a)هي                 
  ملاحظات و اصطلاحات

   قطرا   للفلكة[A;B] فان [A;B]  منتصف Ω حيث S(Ω;r) نقطتين من الفلكة B و Aإذا آان * 
  AB =½  rو شعاعها    [A;B]  منتصف Ω مرآزها [A;B]توجد فلكة وحيدة أحد أقطارها * 
   δ وγ و β و α حيث αx+βy+γz+δ=0 x²+y²+z²+ معادلة ديكارتية من شكل   S(Ω;r)للفلكة  * 

  .أعداد حقيقية    
 x²+y²+z²=r² أصل المعلم  معادلتها O حيث ;r) S(O  الفلكة* 
  rو شعاعها   Ω(a;b;c)  فلكة التي مرآزها S(Ω;r)لتكن       الكرة* 

   M(x;y;z)  هي مجموعة النقط rو شعاعها   Ω(a;b;c)  التي مرآزها B(Ω;r)  الكرة          
  2+(y-b)2+(z-c)2≤r2(x-a)حيث          

   معادلة فلكة معرفة بأحد أقطارها- 2     
         S فلكة أحد اقطارها  [A;B] 
         S ∈  M  ⇔ [AMB] زاوية قائمة أو M=A أو M=B0AM BM⋅ = ⇔

JJJJG JJJJG
                                                      

       ةمبرهن      
             A و Bنقطتان مختلفان في الفضاء   

0AM  التي تحقق M          في الفضاء  مجموعة النقط  BM⋅ =
JJJJG JJJJG

  [A;B]أحد اقطارها  هي فلكة التي 
     ةخاصي     

   [A;B]أحد اقطارها فلكة التي  نقطتين مختلفتين فان معادلة الB(xB;yB;zB) و A(xA;yA;zA)ا آانت ذ ا         
  xA)(x-xB)+(y-yA)(y-yB)+(z-zA)(z-zB)=0 (x-          هي       

     تمرين
)الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم    في   ); ; ;O i j k

G G G
  B(4;1;2)  و A(2;1;2) و Ω(1;2;-1)، نعتبر 

  A و المار من Ω التي مرآزها Sحدد معادلة ديكارتية  للفلكة  -1
  [A;B]التي قطرها    ´S حدد معادلة ديكارتية  للفلكة -2               

  )d+cz2-by2-ax2-²z+²y+²x   ):1=0 دراسة المعادلة - 3    
  (1) تحقق المعادلة     التيM(x;y;z)  مجموعة النقط E          لتكن 

E∈  M    ⇔     (x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=a²+b²+c²-d  
     Ω(a;b;c)       لتكن    

   Ø E=  فانa²+b²+c²-d 0> إذا آان  -         *
    ا منعدم و شعاعهΩفلكة مرآزها   .E={Ω} فان   a²+b²+c²-d  0=ا آان    ذ ا-         *
  r²  =  a²+b²+c²-d  حيث      E=S(Ω;r) فان   a²+b²+c²-d  0<ا آان    ذ ا-         *
  مبرهنة

a و b و  c و  dأعداد حقيقية    
  فلكة   x²+y²+z²-2ax-2by-2cz+d=0   التي تحقق المعادلة  M(x;y;z)          تكون مجموعة النقط 

  a²+b²+c²-d  0≤         إذا وفقط إذا  آان 
  6z+5=0 x²+y²+z²+4x-2y-   التي تحقق المعادلة  M(x;y;z)  مجموعة النقط E  نعتبر  تمرين   

   فلكة محددا عناصرها المميزةE             بين إن 
  B(-1;1;-1)   و   A(2;0;-1)     حيث  2MA²+3MB²=16 التي تحقق M   حدد مجموعة النقط تمرين   
II –تقاطع مستوى و فلكة   
  )P( و المستوى S)r;Ω(قاطع للفلكة  ت -1

   (P) على المستوى Ω المسقط العمودي لـ H  و النقطة(P) و المستوى S(Ω;r)لفلكة  انعتبر   E الفضاءفي   
)نضع  )( )d ; P H dΩ = Ω =  

                 d r;                                           d r=                                             d r≺                          
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    خاصية     
  (P) على المستوىΩ المسقط العمودي لـ Hو  r و شعاعها Ω فلكة مرآزها S مستوى في الفضاء و (P)ليكن    

   : S و (P)         يكون تقاطع 
) و شعاعها Hدائرة مرآزها *     )( )2 2r d ; P− Ωذا آان اd(Ω;(P))< r  

    H  عند النقطة S  مماس للفلكة (P) في هذه الحالة نقول d(Ω;(P))= rا آان ذنقطة ا* 
  d(Ω;(P))>rا آان ذالمجموعة الفارغة ا*    

  مستوى مماس لفلكة في أحد نقطها  -2
  تعريف 

      S(Ω;r) نقطة من الفلكة A لتكن      
    A في (ΩA) عمودي على (P)ا آان ذ  اA  عند النقطة S  مماس للفلكة (P)    نقول إن المستوى 

    خاصية
     S(Ω;r) نقطة من الفلكة Aلتكن 

(P)    مماس علىS(Ω;r) في    A ⇔            0A AMΩ ⋅ =
JJJG JJJJG

           ( )PM∈∀          

)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  في  تمرين ); ; ;O i j k
G G G

  الفلكة التي معادلتها   S1، نعتبر

x²+y²+z²-4x+2y-2z-3=0 و  S2   الفلكة التي مرآزهاΩ2  و  , 2 و شعاعها(P)ي ذ المستوى ال  
   .2x-y-2z-1=0ي معادلته  ذلمستوى ال ا(´P)      و x-2y+z+1=0معادلته   

  . يتقاطعان وفق دائرة محددا عناصرها المميزةS1 و (P)تأآد أن  -1
  .S2 و (´P)أدرس تقاطع  -2
  A(1;1; 3)  عند النقطة S1حدد معادلة المستوى المماس للفلكة   -3

 3--  تقاطع مستقيم و فلكة 
) تقيم و المسS(Ω;r)لفلكةانعتبر   E الفضاءفي     ) تقيمالمس على Ω المسقط العمودي لـ H  و النقطة∆( )∆  

 ( )( )d ; H dΩ ∆ = Ω =  نضع 
  

                 d r;                                             d r;                                                d r≺                  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) تقيمالمستقاطع  ) تقيمالمس             Sلفلكة ا∆( ) تقيمالمس                  Sلفلكة ا∆(          Sلفلكةايخترق  ∆(

                         في نقطتين مختلفتينH  هو المجموعة الفارغة                       يتقاطعان في النقطة  
  تمرين

     4z+4=0 x²+y²+z²-2y  :  S+نعتبر           

       ( )1

1 2
: 1

3

= +
 = + ∈
 = − +

\
x t

D y t t
z t

    ( )2

3
: 2

2

=
 = ∈
 = − +

\
x t

D y t
z t

 ( )3

1 2
2
1: 3
3

2

− = +

 = + ∈


= −


\

x t

D y t t

z

    

  (D3) و (D2) و (D1) مع آل من S        حدد تقاطع 
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 تمارين
   1تمرين 

)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم في      ); ; ;O i j k
G G G

  

) والموجه  بـ C المار من (D) و المستقيم C(0;-1;1) و B(0;0;1) و A(1;0;1)  نعتبر )1;2;1−uG  
   مستقيم وحدد تمثيلا بارا متريا لهMA=MB=MC حيث Mالنقط  بين أن مجموعة - 1    

  C في (D) العمودي على (P) حدد معادلة ديكارتية للمستوى - 2
  C في (D) و المماسة لـ Bو A المارة من Sاستنتج معادلة ديكارتية للفلكة  - 3
  2تمرين

)     في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ; ;O i j k
G G G

  C(1;5;-3)و   B(0;7;-3) و A(0;3;-5) نعتبر 

  (ABC)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  - 1
) حيث A المار من (Q)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  - 2 )1;2;1−uG منظمية عليه   
 x+y+z=0 المستوى المحدد بالمعادلة (P)ليكن  - 3
   (D) يتقاطعان وفق مسنقيم (ABC)و (P)تأآد أن   -  أ
  (D) بارا متريا لـ حدد تمثيلا  -  ب

 ددة بـ التي المح(C)نعتبر في الفضاء الدائرة  - 4




=
=+++

0
091022

y
zzx  

  (ABC) و ينتمي مرآزها إلى (C) التي تتضمن الدائرة Sحدد معادلة للفكة   -  أ
  (AC) و Sحدد تقاطع     ب  
  3تمرين

   المستوى ذا(P) و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  نعتبر     

       ـبارا متريا ب  المستقيم الممثل 2x-3y+2z=0  (D)المعادلة      

3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي على المستقيم B و A المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 1
  (P)لمستوى  والعمودي على اB و A المار من (´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 2
  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  - 3
  (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 4

     4تمرين  
       3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى       

   ـ المستقيم المعرف ب(D)    و 
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  - 1
 .(P) و العمودي على (D) الذي يتضمن (´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  - 2

  5تمرين  
   x+y+z+1=0المعادلة      ذا (P)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى      
    2x-2y-5=0 ذا المعادلة    (Q)  و المستوى     
    x²+y²+z²-2x+4y+6z+11=0 التي تحققM(x;y;z) مجموعة النقط  (S)و      

    فلكة محددا مرآزها و شعاعها (S)بين أن  - 1
  مماس للفلكة و حدد تقاطعهما(P)تأآد أن  - 2
  (P)و العمودي على   A(0;1;2)  من   المار(D)حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم  - 3
)تحقق أن   - 4 ) ( )P Q⊥ و أعط تمثيلا بارامتريا للمستقيم (D´) تقاطع(P)و (Q)  

  6تمرين   
  A(-2;3;4)         في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر النقطة   

     التيتحققM(x;y;z) مجموعة النقط x+2y-2z+15=0  (S) ذا المعادلة   (P)المستوى      

        x²+y²+z²-2x+6y+10z-26=0  و (C)             الدائرة التي معادلتها 
2 2 2 8 0

0
x y x
z

 + − − =


=
  

   فلكة محددا عناصرها المميزة (S)بين أن  - 1
  و حددها('C) يتقاطعان وفق دائرة آبرى (S) و (P)بين أن  - 2
 (P)الموازيين لـ   و(S)حدد معادلتي المستوين المماسين للفلكة  - 3
 (C)لمتضمن للدائرة   اA المار من ('S)أآتب معادلة الفلكة  -4

 

https://talamid.ma
https://talamid.ma


                                                                                                    Moustaouli Mohamed 8

 الجداء المتجهي
 І־ توجيه الفضاء

   معلم موجه في الفضاء- 1
) إلى معلم E         ننسب الفضاء  ); ; ;O i j k

G G G
   

OK ثلاث نقط  حيث K وЈ وI       لتكن  k OJ j OI i= = =
JJJG JJJG JJGG G G

   

) للمعلم »   رجل أمبير «       ); ; ;O i j k
G G G

 و ينظر O قدماه على النقطة Kو رجل خيالي رأسه في النقطة  ه

   Iإلى 
  .  أو على يساره »  رجل أمبير « إما توجد على يمينJالنقطة ,          

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)   معلم مباشر                              ); ; ;O i j k
G G G

)  معلم غير مباشر                        ); ; ;O i j k
G G G

                      

   :تعريف 
)الفضاء منسوب إلى معلم  ); ; ;O i j k

G G G
OK ثلاث نقط  حيث K وЈ وIلتكن   .    k OJ j OI i= = =

JJJG JJJG JJGG G G
  

) * :           نقول إن  ); ; ;O i j k
G G G

                       »بير   رجل أم« على يسار J معلم مباشر إذا وجدت 

*                         ( ); ; ;O i j k
G G G

      »  رجل أمبير « على يمين J معلم غير مباشر إذا وجدت 

) نعتبر    *      أمثلة ); ; ;O i j k
G G G

   معلم مباشر

                ( ); ; ;O j i k
G G G

)       معلم غير مباشر ); ; ;O i j k−
G G G

  معلم غير مباشر        

                  ( ); ; ;O j k i
G G G

   معلم مباشر

      **          ABCDEFGH 1 مكعب طول حرفه     
          ( ) ( ); ; ; ; ; ; ;A AB AD AE B BC BA BF

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
       معلمان مباشران  

          ( ) ( ); ; ; , ; ; ;A AD AB AE E EA EF EH
JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG

        معلمان غير مباشرين

   الأسرة المباشرة -2      
  ا وجهنا جميع أساساته ذا ,  V3          يمكننا توجيه الفضاء 

  تعريف      
)  نقول إن الأساس المتعامد الممنظم  ); ;i j k

GG G
)  مباشر ادا آان  ); ; ;o i j k

GG G
 Oطة مباشر  مهما آانت النق.م .م. م

  من الفضاء
   توجيه المستوى - 3

k  مستوى في الفضاء و  (P)         ليكن 
G

     (P) نقطة من المستوى Oو   , (P)  متجهة واحدية و منظمية على 
           ( ); ;O i j

G G
   (P)م للمستوى .م. م

)            لدينا      ); ; ;O i j k
G G G

     E معلم متعامد ممنظم للفضاء 
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)   يكون المعلم المتعامد الممنظم           ); ;O i j
G G

 ا آان المعلم المتعامدذا   معلما مباشرا(P) في المستوى 

) الممنظم         ); ; ;O i j k
G G G

  مباشرا          

  . بتوجيه متجهة منظمية عليه  (P)    يتم توجيه مستو ى *    
    (P) له نفس توجيه المستوى  (P)آل المستويات الموازية لـ    *     

II – الجداء المتجهي   
   تعريف- 1

u  بحيث E  نقطتين من الفضاء B و A  وV3 متجهتين من الفضاء vG و uG           لتكن  OA v OB= =
JJJG JJJGG G

  
uهو المتجهة التي لها بـ  , في هدا الترتيب vG و uG           الجداء المتجهي للمتجهتين  v∧G G

 المعرفة آما يلي 
:   

u مستقيميتين     فان  vG و uGإذا آانتا                        *  v o∧ =
G G G

.    
u غير مستقيميتين   فان    vG و uGإذا  آانتا                        *  v∧G G

   :حقق  هي المتجهة التي ت
                                         -    u v∧G G

   vG و uG عمودي على آل من  
                                         -  ( ); ;u v u v∧

G G G G أساس مباشر .  

                                         - sinu v u v θ∧ =
G G G Gحيث  θ قياس الزاوية nAOB 

    

) نعتبر    *  أمثلة ); ; ;O i j k
G G G

   معلم متعامد ممنظم  مباشر

                     

0i i j j k k

i j k j k i k i j

j i k k j i i k j

∧ = ∧ = ∧ =

∧ = ∧ = ∧ =

∧ = − ∧ = − ∧ = −

G G GG G G G
G G GG G G G G G
G G GG G G G G G

  

) متجهتين واحديتين و متعامدتين فان vG و uGإذا آان *    ); ;u v u v∧G G G G أساس مباشر . 

u              نحسب تمرين v∧G G علما أن ( ) ] [5 2 5 ; 0;u v u v u v θ θ π= = ⋅ = − = ∈
G G G G G G

  

   خاصيات- 2
     خاصية- أ   

AB ثلاث نقط غير مستقيمية من الفضاء فان المتجهة C وBوAإذا آانت  AC∧
JJJG JJJG

  .(ABC) منظمية على المستوى 
  
nCAB قياس الزاوية θ ثلاث نقط غير مستقيمية من الفضاء C وBوAلتكن    

  , H المسقط العمودي لـ C   

  (AB)على 
  
  
  

  
. .sin sinAB AC AB AC HC AC

AB AC AB HC

θ θ∧ = =

∧ = ×

JJJG JJJG

JJJG JJJG       

    خاصية    
AB هو نصف ABCمساحة المثلث             AC∧

JJJG JJJG
  

      نتيجة    
AB هي ABDCحة متوازي الأضلاع مسا           AC∧

JJJG JJJG
  

         خاصية-د   
   متجهتين من الفضاء vG و uG  لتكن         

u   يكون         v∧G G
   مستقيميتينvGو  uG أداو فقط آان  منعدما

  )- التعريف–بديهي (⇒ *البرهان          
*                     ⇐  
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0

sin 0

0 0 sin 0

0 0

∧ = ⇔ ∧

⇒ =

⇔ = ∨ = ∨ =

⇔ = ∨ = ∨

GG G G G

G G

G G
G GG G G G

u v u v

u v

u v

u v uetv sont liés

θ

θ
  

0AB  ⇔ مستقيمية C و B وA      ملاحظة     AC∧ =
JJJG JJJG G

  
  )نقبل( الجداء المتجهي والعمليات-ج    

( ) ( )
( ) ( )

( )

3
3; ;

0 0 0

∀ ∈ ∀ ∈ + ∧ = ∧ + ∧

∧ = ∧

∧ = − ∧

∧ = ∧ = ∧ =

G G G G G G G G G G\
G G G G

G G G G
G G GG G G G

u v w V u v w u w v w

u v u v

u v v u

u u u u

α

α α
  

     تمرين      
         ( ); ; ;o i j k

GG G
 . معلم متعامد ممنظم  مباشر  

) أحسب                 ) ( ) ( ) ( )2 3 4 2 2 3i j i j i j k k i k j i j− ∧ + + − ∧ + ∧ ∧
G G GG G G G G G G G G G

  

            تمرين      
a;   لتكن       c b d a b c d∧ = ∧ ∧ = ∧

G G G GG G G G
  

a                          بين إن d−
GGو b c−

G Gمسنقيميتان    
  .م مباشر.م. الصيغة التحليلية للجداء المتجهي في م-3  

      ( ); ; ;o i j k
GG G

  عامد ممنظم  مباشر   معلم مت

                         

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

; ; '; '; '

' ' '

' ' ' ' ' '

u x y z v x y z

u v xi yj zk x i y j z k

yz zy i zx xz j xy yx k

∧ = + + ∧ + +

= − + − + −

G G
G GG G G GG G

GG G
  

  خاصية   
)معلم متعامد ممنظم مباشر منسوب إلى E        الفضاء  ); ; ;O i j k

G G G
) و  ); ;u x y zGو ( )(; '; 'v x y zG متجهتان 

   V3من
uاء المتجهي إحداثيات الجد           v∧G Gبالنسبة للأساس ( ); ;i j k

GG G
 حيث                                  (X;Y;Z) هو 

        ' ' ' ' ' 'X yz zy Y zx xz Z xy yx= − = − = −  
 

  ة التالية     ييمكن استعمال الوضع   ملاحظة          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)نعتبر          مثال       ) ( ) ( ) ( ) ( )1;2;1 0; 3;2 1;2;1 1;2;0 2; 1;1C B A u v− − −
G G

  

u                   حدد   v∧G G
  (ABC)                 أحسب مساحة المثلث 

III –تطبيقات الجداء المتجهي   
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 1-  معادلة مستوى معرف بثلاث نقط غير مستقيمية 
      خاصية
    ثلاث نقط غير مستقيمية من فضاء منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر C وBوA  لتكن 

                          ( ) ( )M ABC AB AC AM∈ ⇔ ∧ ⋅
JJJG JJJG JJJJG

     

    
  (ABC)           حدد معادلة المستوى C(2;1;2) و B(1;-1;1) و A(1;2;3)نعتبر     مثال  
  تقاطع مستويين   -2  

  نعتبر في فضاء منسوب الى معلم متعامد ممنظم مباشر
            ax+by+cz+d=0   :  (P)   

      a´x+b´y+c´z+d´=0    : (P´)       
)        لدينا  ); ;n a b cG

) و(P)  منظممية لـ  )' '; '; 'n a b cG
  (´P)  منظممية لـ 

n' موجه بـ (´P) و(P) تقاطع (D) متقاطعين فان المستقيم (´P) و(P) آان اذا*    n∧G G
  

'ا آان ذا*    0n n∧ ≠
G G

n' متقاطعان وفق مستقيم موجه بـ (´P) و(P) فان  n∧G G
  

      تمرين
  :4x-4y+2z-5=0   (P´)   و   :x+2y-2z+3=0  (P)حدد تقاطع      

 3-  مسافة نقطة عن مستقيم  
  (D) مسقطها العمودي علىH نقطة من الفضاء وuG , Mو موجه بـ A مستقيم مار من (D)  في الفضاء   

                          

( )
. sin .

2

AM u AH HM u HM u AHetu liés

AM u HM u HM u HM u

AM u
HM

u

π

∧ = + ∧ = ∧

∧ = ∧ = =

∧
=

JJJJG JJJJG JJJJG JJJJG JJJJGG G G G

JJJJG JJJJGG G G G

JJJJG G

G

            

        خاصية     
  . نقطة من الفضاءuG , Mو موجه بـ A مستقيم مار من (D)    في الفضاء    

) هي  (D) عن المستقيم M                                      مسافة النقطة   )( );
AM u

d M D
u

∧
=

JJJJG G

G  

     تمرين    

      A(3;2;-1)             ( )( ) ( )
2

; ? : 2
1

x t
d A D D y t t

z t

= −
= = ∈
 = +

\  

  
    مرينت   
   المستقيم الذي (D) و B(-2;1;3)و A(1;2;1)نعتبر  ر  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباش     

معادلته              
2 3 0

2 3 1 0
x y z
x y z
− + − =

 + − − =
  

OAحدد  -1 OB∧
JJJG JJJG

  (OAB) ثم حدد معادلة ديكارتية للمستوى 
 d(A;(D))حدد  -2
  (D)للمستقيم    و مماسة Aالتي مرآزها (S)ديكارتية للفلكة أعط معادلة   -3       
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