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III...    تكامل دالةf  متصلة على قطعة a,b : 

 تعريف: .10

 

f دالة متصلة على قطعة  a,b حيث F دالة أصلية لf. 

العدد الحقيقي    F b F a
 

. و نرمز له ب: bإلى  aمن fيسمى تكامل     
b b

aa
F b F a f(x)dx F(x)   

ل  bإلى  aويقرأ : تكامل من  f x dx  

 ملحوظة : .12

 

  في الكتابة 
b

a
f x dx  يمكن تعويض المتغيرx  : بأي متغير و منه     

b b b

a a a
f x dx f y dy f t dt      

      
a a

aa
f (t)dt F(t) F a F a 0     

  
 

 مثال: .10

أحسب: (0 
1

2

0
x 2x dx    و 

0
2

1
x 2x dx  و

1 e

2

4
dx

x 1



  و
1 e

2

1
4 dx

x 1




 

IIIIII...   : التكامل و الترتيب:  –خطانية التكامل  –علاقة شال  خاصيات التكامل 

 خاصيات : .10

 خاصية : .1

 

 f للاشتقاق على ابليةق
  

 a,b  وf  متصلة على ' a,b  لدينا : ؛     
b b

aa
f '(x)dx f(x) f b f a  . 

 c  : لدينا   
b

b

a
a

cdx cx  c b a  . 

 خاصيات : .2

 

 f متصلة على a,b: لدينا . 

 
a

a
f (x)dx 0  و   

a b

b a
f x dx f x dx    و     

c b b

a c a
f x dx f x dx f x dx     مع (c منI ) 

 

 خطانية التكامل (خاصيات : ) .3

f  وg متصلتين على مجالIمعa و b  منI: لدينا . 

 ة التكامل :خطاني       
b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx      و   

b b

a a
f x dx f x dx    . 

  :التكامل و الترتيبf  موجب على a,b  فإن 
b

a
f x dx 0 منحنى (f فوق محور الأفاصيل وa b فإن تكاملها موجب ) 

        x a,b ;f x g x    فإن   
b b

a a
f x dx g x dx  و.   

b b

a a
f x dx f x dx  

    x a,b :m f x M     : فإن     
b

a
b a m f x dx b a M    أو

 
 

b

a

1
m f x dx M

b a
 

 . 
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 أمثلة :  .4

أحسب:  (0
2

3
2x 4 dx


. 

نضع:  (2 22

0
A cos x dx



   و  22

0
B sin x dx 



   

Aأحسب: -أ  (0 B  وA B .  استنتج قيمة كل من –بA  وB . 

بين أن : (4   
5 5

2 2
x 1 dx x 3 dx   ln ln

 
. 

IIIIIIIII...    القيمة المتوسطةLa valeur moyenne 

 خاصية و تعريف: .10

 

 f تصلة على مجالم I  معa  وb   من I حيثa b. 

من المجال  cيوجد على الأقل عنصر -   a,b     :حيث     
b

a
b a f c f x dx     

 د الحقيقيالعد:   
b

a

1
f c f x dx

b a
 

  
 على مجال fللدالةالقيمة المتوسطة يسمى   a,b . 

 مثال: .12

f  متصلة على مجال 0,2  حيث: حدد القيمة المتوسطة للدالة f x 3x. 

لدينا :    
b

a

1
f c f x dx

b a
 

 
 

2
2 2

2 2

00
0

1 1 3 1 3
3xdx x x 3

2 0 2 2 2 2

 
           

 

على مجالfخلاصة : القيمة المتوسطة للدالة  0,2 هي f c 3  

   
b

a

1
f c f x dx

b a
 

  أي     
b

a
b a f c f x dx    

بعُْدَيْه )أي الطول والعرض(‘يل يوجد مستط
  

   f c  a b و
 

مساحته هي المساحة 
b

a
A f x dx  

IIIVVV...    المكاملة بالأجزاءL' integration par parties  : 

 :خاصية .10

 

دالتين قابلتين للإشتقاق على المجال  vو  uلتكن    a,b حيثu'  وv'   متصلتين على a,b  :لدينا

   

 

   
 

   

  2 

b

a a

 

b

 3  1

b
au x vu x v u' x v x dxx' x dx        

 طريقة وضع المكاملة بالأجزاء:  .12

   

     

   

u x                u' x

         3     

v ' x           

2

    v

1

x

-

 

 

  
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 أمثلة: .10

2نحسب:  (0

0
I xcos xdx



  
 

 جواب:

 كاملة بالأجزاء: نضع:باستعمال الم Iلنحسب 

                                                   

   

     

   

u x = x                    u' x 1

1        2     -   3

v' x cos x             v x sin x



 

 

 

ومنه:                                           2 22
00 0

xcos xdx xsin x 1 sin xdx

 

     

 2
0

                    = sin 0sin0  - cos x
2 2

                    = cos cos0 = 0 1= 1
2 2 2 2

  
  

 

    
     
 

    

I خلاصة: 1
2


  

نحسب:  (2 
e

1
J x dx  ln 

  باستعمال المكاملة بالأجزاء: نضع: Iلنحسب 

                                                            

     

     

    2

1
u x = x                 u' x

x

1        2     -   3

1
v' x x                      v x x

2



 

 

ln

 

 ومنه:
 

   
e

 e  e
2 2

 1  1
1

1 1 1
x dx x x x dx

2 x 2

 
 
 

   ln ln 

    
 e

2 2

 1

1 1
                    = e e 1 1  - xdx

2 2
 ln ln  

 2 2 2 2 2 2

e

1

1 1 1 1 1 1 1
= e x = e e 1 = e

2 2 2 2 4 4 4

 
 
 

   :خلاصة     21
J= e 1

4


 

VVV...   :تطبيقات حساب التكامل 

 حساب المساحات: .10

 في هذه الفقرة نأخذ المستوى  P  منسوب إلى معلم متعامد 0, i, j  

 f دالة متصلة على قطعة a,b . 

ونرمز لها بالرمز  OIKJملحوظة: وحدة قياس المساحات هي مساحة المستطيل u.a unité aireu.a
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  لنعتبر F الحيز من المستوى  P المحصور بين المنحنى  f
C المستقيمين اللذين معادلتاهما على التواليو  و محور الأفاصيلx a  و

x b . 

 لنعتبرA مساحة الحيز  F
 

من المستوى  P 

 :المساحة تحسب بالتكامل ومرتبطة بإشارة الدالة  ملحوظةf  على a,b 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 حالات خاصة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 u.aونرمز   لها ب  المساحة بوحدة المساحة

fعلى موجبة a,b f على سالبة a,b f على  إشارتها تتغير a,b 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المساحة هي :  
b

a
A f x dx  

مثال:  
5

1
f x dx 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المساحة هي :  
b

a
A f x dx  

مثال: 

   
5 1

1 5
A f x dx f x dx   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
b

a
A f x dx  

:مثال     
5 3 5

1 1 3
A f x dx f x dx f x dx     

 

 

  

fدالة زوجية و متصلة على قطعة

 a,a وf موجبة على  0,a 

fدالة فردية و متصلة على قطعة

 a,a 

لنعتبر 
 

الحيز الحصور مساحة f
C  و g

C  

xهماهما ياللذين معادلت  نالمستقيمي و a  وx b 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   
a a

a 0
f x dx 2 f x dx


  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

   

   

              
 

a

a
f x dx 0


 

   
0 a

a 0
f x dx f x dx


   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

المساحة هي : 

 

   
 b

 a
 f x g x  A dx 

        
 5  1

1 1
A  f x g x  dx= - f x g x dx+

 
   

 
         

 4  5

 1  4
f x g x dx- f x g x dx   
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في هذه الفقرة نعتبر: الفضاء منسوب إلى معلم متعامد  )  حساب الحجوم: .12 0, i, j,k  . ) 

  f دالة متصلة على القطعة  a,b  مع a b . 

  ليكن f
C

  
منحناها في المعلم  0, i, j. 

  نفترض أن المنحنى f
C  حيث أفاصيله محصورة بينa  وb  قام بدورة كاملة حول محور الأفاصيل فإنه يولد مجسم يسمى مجسم الدوران

على  fللدالة  a,b . 

 نعتبر الدالتين العدديتينf  وg المعرفتين على 0,2 :بما يلي : ب
  

 f x x  و    2 1
g x x

2
   . 

 ليكن f
C و  g

C  منحنيهما في المعلم 0, i, j. 

كيف نحصل على المطروح : سؤال ال .0
f

V المولد بدوران حجم مجسم  f
C حول

 
محور الأفاصيل  على المجال  0,2 . 

كيف نحصل على المطروح : سؤال ال .2
g

V المولد بدوران حجم مجسم  g
C حول

 
محور الأفاصيل  على المجال  0,2 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 خاصية: .1

 

سوب إلى معلم متعامد الفضاء من 0, i, j,k.f دالة متصلة على القطعة  a,b  مع a b. 

حول محور  الأفاصيل هو:  fحجم المجسم المولد بدوران منحنى الدالة     
b 2

a
V f x dx  بوحدة قياس الحجومu.v    

 

 : 1مثال  .2

ممنظم علم متعامد الفضاء منسوب إلى م 0, i, j,k ؛i j k 1cm   

 المعرفة على fنعتبر الدالة العددية - 1,2 ب :
  

 f x x 5     

 ليكن f
C

   
منحناها في المعلم  0, i, j. 

 أنشئ المجسم على الرسم (1

المولد بدوران حجم مجسم Vنحسب  (2 f
C حول

 
 محور الأفاصيل  على المجال 1,2 . 

 جواب:
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 ( أنظر الرسم الأخير.1

 ( حجم مجسم الدوران:2

لدينا:            
2b 2 2 22 2 2 2 3

a 1 1 1 1

189
V f x dx f x dx= x 5 dx= x 5 dx= x 5 =

3 3   

          
     

 : 2مثال 

ممنظم علم متعامد مالفضاء منسوب إلى  - 0, i, j,k ؛i j k 1cm   

المعرفة على fنعتبر الدالة العددية - 1,1 ب :
  

 f x 1 x²     

ليكن f
C

   
منحناها في المعلم  0, i, j.  

 . أنشئ المجسم على الرسم (3

المولد بدوران حجم مجسم Vنحسب  (4 f
C حول

 
محور الأفاصيل  على المجال 1,1  

 : جواب

 (أنظر الرسم الأخير.1

 ( حجم مجسم الدوران:2

 

 جواب: .3

لدينا:    
b 2

a
V f x dx  

 
21

1
1 x² dx


    

      
1

1
1 x² dx


   

       
1

1
(1 x²)dx    

       

1

3

1

1
x x

3 

 
   

 
 

                
34

cm
3


  

R: )حجم كرة شعاعها هو  2ط 1 .) 
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