
 

  

 

 2010أجوبة امتحان الدورة الاستدراكٌة  𝟏𝟎𝟕 :الصفحة  2013رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدٌن الفاتحً 

  :التمرٌن الثانً 

  :التمرٌن الأول 

 

                       : معرفة بمعادلتها الدٌكارتٌة التالٌة   𝒮 لدٌنا الفلكة 

 𝒮 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 − 11 = 0                      

                                    :   نغٌر شكل المعادلة بالطرٌقة التالٌة 

 𝑥2 − 2𝑥 +  𝑦2 − 4𝑦 +  𝑧2 − 6𝑧 − 11 = 0                   

𝑥 :     ٌعنً  − 1 2 +  𝑦 − 2 2 +  𝑧 − 3 2 − 11 = 14 

𝑥 :     ٌعنً  − 1 2 +  𝑦 − 2 2 +  𝑧 − 3 2 = 25 

;Ω 1 فلكة مركزها  𝒮 إذن  2; 𝑅 و شعاعها  3 = 5.  

;𝐴 0;−2: لدٌنا  ;𝐵 1 و  0 ;𝐶 0 و  4−;1 1;−4 .  

;𝐴𝐵       1:  إذن  ;𝐴𝐶       0  و   4−;3 3;−4 .   

 :    و منه 

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستوى  𝐴𝐵𝐶 .  

∧      𝐴𝐵بما أن المتجهة   𝐴𝐶       متجهة منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶 .  

∙       𝐴𝑀:  ٌعنً أن   𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶       = 0 

 :    ٌعنً 
𝑥

𝑦 + 2
𝑧

 ∙  
0
4
3
 = 0  

0𝑥:  ٌعنً  + 4 𝑦 + 2 + 3𝑧 = 4𝑦:     ٌعنً 0 + 3𝑧 + 8 = 0  

  . 𝐴𝐵𝐶 و هذه الكتابة الأخٌرة عبارة عن معادلة دٌكارتٌة للمستوى 

∶  𝐴𝐵𝐶    و    Ω 1,2,3:   لدٌنا    4𝑦 + 3𝑧 + 8 = 0   

 :     إذن 

,𝑑 Ω:     نلاحظ أن   𝐴𝐵𝐶  = 𝑅 

,𝐻 𝛼 فً النقطة  𝒮  مماس للفلكة  𝐴𝐵𝐶 إذن المستوى  𝛽, 𝛾   

∧      𝐴𝐵علما أن المتجهة   𝐴𝐶       0,4,3  منظمٌة على المستوى   𝐴𝐵𝐶 .  

,𝑀 𝑥لتكن  𝑦, 𝑧  نقطة من المستقٌم  ∆ .  

  . 𝐴𝐵𝐶  و عمودي على Ω مار من  ∆ بما أن 

∧      𝐴𝐵 و        Ω𝑀فإن المتجهتان  𝐴𝐶       متجهتان مستقٌمٌتان . 

=       𝑡𝜖ℝ   ;  Ω𝑀∃ :     ٌعنً  𝑡 𝑛   

∶  ∆ :       ٌعنً      
𝑥 = 1        
𝑦 = 4𝑡 + 2
𝑧 = 3𝑡 + 3

   ;    𝑡𝜖ℝ  

  . ∆ و هذه النظمة الأخٌرة عبارة عن تمثٌل بارامتري للمستقٌم 

  :       لدٌنا 

 𝐴𝐵𝐶 ∶ 4𝑦 + 3𝑧 + 8 = 0     

 ∆ ∶    
𝑥 = 1         
𝑦 = 2 + 4𝑡
𝑧 = 3𝑡 + 3

   ;    𝑡𝜖ℝ 
  

,𝐻 𝛼نعلم أن   𝛽, 𝛾  هً نقطة تماس الفلكة   𝒮  و المستوى  𝐴𝐵𝐶 .  

⊥ Ω𝐻 :    إذن   𝐴𝐵𝐶  

⊥ ∆ :  و نعلم كذلك أن   𝐴𝐵𝐶              و𝜖Ω  ∆    

= Ω𝐻 :   نستنتج أن  3  و  2  و  1 من    𝐻𝜖 Δ:    ٌعنً  ∆ 

 :     ننطلق من النظمة التالٌة 𝐻و لتحدٌد إحداثٌات النقطة 
𝐻𝜖 Δ      
𝐻𝜖 𝐴𝐵𝐶 

  

 :    و هذه النظمة تُكافئ 

𝛼 = 1                    
𝛽 = 4𝑡 + 2          
𝛾 = 3𝑡 + 3          
4𝛽 + 3𝛾 + 8 = 0

;   𝑡𝜖ℝ     

:       فً المعادلة الرابعة من النظمة نحصل على 𝛾 و 𝛽 و 𝛼نعوض قٌم 

4 4𝑡 + 2 + 3 3𝑡 + 3 + 8 = 0                                                   

𝑡:  نحل هذه المعادلة البسٌطة نحصل على  = −1 

:     فً المعادلات الثلاث الأولى نجد 1− بالعدد 𝑡نعوض 

 

𝛼 = 1                             
𝛽 = 4 −1 + 2 = −2

𝛾 = 3 −1 + 3 = 0   
                                                                    

;𝐻 1;−2: و بالتالً    . 𝐴𝐵𝐶  و المستوى  ∆  هً نقطة تقاطع  0

;𝐻 1;−2للتحقق من أن               𝐴𝐵𝐶   هً نقطة تماس المستوى   0

 ٌحقق كلا من 𝐻 ٌكفً أن نتحقق من أن مثلوث إحداثٌات النقطة  𝒮 و الفلكة 

  . 𝒮  و الفلكة  𝐴𝐵𝐶 معادلتً المستوى 

 :    لدٌنا 
 𝒮 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 2𝑥 − 4𝑦 − 6𝑧 − 11 = 0
 𝐴𝐵𝐶 ∶ 4𝑦 + 3𝑧 + 8 = 0                                      

  

       0 و 2− و 1 على التوالً بالأعداد 𝑧 و 𝑦 و 𝑥ٌكفً إذن أن نعوض 

 .و نرى هل تتحقق المتساوٌات                         فً معادلتً  

12: لدٌنا  +  −2 2 + 02 − 2 × 1 − 4 −2 − 6 × 0 − 11 = 0 
  𝐻 𝜖  𝒮:   إذن 

+ 2− 4:    و لدٌنا كذلك  3 0 + 8 = −8 + 8 = 0 

  𝐻 𝜖  𝐴𝐵𝐶:    إذن 

  . 𝑆   و الفلكة  𝐴𝐵𝐶  هً نقطة تماس المستوى  𝐻: و بالتالً 

𝑧2:     المعادلة ℂلنحل فً  − 8 3 𝑧 + 64 = 0 

Δ:     لدٌنا  =  −8 3 
2
− 4 × 64 = −64 =  8𝑖 2 

 :    المعرفٌن بما ٌلً 𝑧1 و 𝑧2المعادلة تقبل الحلٌن العقدٌٌن : إذن 

∶  ∆ :       ٌعنً      
𝑥 − 1 = 0𝑡
𝑦 − 2 = 4𝑡
𝑧 − 3 = 3𝑡

   ;    𝑡𝜖ℝ  

𝐴𝐵      ∧ 𝐴𝐶      =  
1
3
−4
 ∧  

0
3
−4
  

=  
3 3
−4 −4

 𝑖 −  
1 0
−4 −4

 𝑗 +  
1 0
3 3

 𝑘   

= 0𝑖 −  −4 𝑗 + 3𝑘   

= 4𝑗 + 3𝑘   

𝑑 Ω,  𝐴𝐵𝐶  =
 0 + 8 + 9 + 8 

 02 + 42 + 32
=

25

 25
=  25 = 5 

𝑧1 =
8 3 − 8𝑖

2
= 4 3 − 4𝑖   و   𝑧2 =

8 3 + 8𝑖

2
= 4 3 + 4𝑖 

 ب 3 1

 أ 2

 ج 3

 ب 2

 أ 3

1 

 𝟏  

 𝟑   𝟐  

 𝒮  و  𝐴𝐵𝐶  

. ∧      𝐴𝐵  و         𝐴𝑀  متعامدتان 𝐴𝐶        المتجهتان ∶  فإن
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 2010أجوبة امتحان الدورة الاستدراكٌة  𝟏𝟎𝟖 :الصفحة  2013رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدٌن الفاتحً 

  :التمرٌن الثالث 

:     لدٌنا 

 
 
 

 
 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 = 𝑎 = 8𝑖                    

𝑎𝑓𝑓 𝐵 = 𝑏 = 4 3 − 4𝑖      

𝑎𝑓𝑓 𝐶 = 𝑐 = 2 4 3 + 4𝑖 

𝑎𝑓𝑓 𝑀 = 𝑧                            

𝑎𝑓𝑓 𝑀′ = 𝑧′                          

         

= ℛ 𝑀:    ننطلق من الكتابة  𝑀′ 

′ℛ     :  𝑧إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران  − 0 = 𝑒
𝑖4𝜋

3  𝑧 − 0  

′𝑧:     ٌعنً  =  cos  
4𝜋

3
 +  𝑖 sin  

4𝜋

3
   𝑧 

′𝑧:    ٌعنً  =  cos  𝜋 +
𝜋

3
 +  𝑖 sin  𝜋 +

𝜋

3
   𝑧  

′𝑧:    ٌعنً  =  −cos  
𝜋

3
 −  𝑖 sin  

𝜋

3
   𝑧  

′𝑧:     ٌعنً  =  −
1

2
− 𝑖 

 3

2
  𝑧 

× 𝑎𝑓𝑓 𝐴                     :  لدٌنا   −
1

2
− 𝑖

 3

2
 = 8𝑖  −

1

2
− 𝑖

 3

2
  

= 𝑎𝑓𝑓 𝐴: حصلنا إذن على العلاقة التالٌة   −
1

2
− 𝑖

 3

2
 × 𝑎𝑓𝑓 𝐵  

  ℛو هً نفسها الكتابة العقدٌة للدوران 

= ℛ 𝐴:    و من تلك الكتابة نستنتج أن  𝐵  

 :     لدٌنا 

 :     ٌعنً 
 𝑎 − 𝑏 =  𝑐 − 𝑏 

 𝐵𝐶      ; 𝐴𝐵                ≡
𝜋

3
 2𝜋 

 :     ٌعنً   
𝐵𝐴 = 𝐵𝐶                

 𝐵𝐶      ; 𝐴𝐵                ≡
𝜋

3
 2𝜋 

  

 :     أو بتعبٌر آخر 
𝐵𝐴 = 𝐵𝐶  
𝐴𝐵 𝐶 = 60°

  

 𝐵 متساوي الساقٌن رأسه 𝐴𝐵𝐶و هذا ٌعنً أن المثلث 

  .°60 هو      و قٌاس الزاوٌة 

 . مثلث متساوي الأضلاع 𝐴𝐵𝐶: و بالتالً 

عندما نسحب عشوائٌا كرتٌن بالتتابع و بدون إحلال من صندوق ٌحتوي على 

 إمكانٌة           إمكانٌة لسحب الكرة الأولى و توجد       كرات فإنه توجد8

 .لسحب الكرة الثانٌة 

𝐶8إذن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 
1 × 𝐶7

 . نتٌجة ممكنة 1

= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:      ٌعنً  𝐶8
1 × 𝐶7

1 = 8 × 7 = 56 

 . هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ω: بحٌث 

 : لدٌنا 2للحصول على كرتٌن تحملان معا العدد 

 𝐶3
 . فً السحبة الأولى 2 إمكانٌة لسحب كرة أولى تحمل 1

 𝐶2
 . فً السحبة الثانٌة 2 إمكانٌة لسحب كرة ثانٌة تحمل 1

 :  ٌساوي 2إذن احتمال الحصول على كرتٌن تحملان معا العدد 

 ٌمكن أن ٌتم عن طرٌق 3الحصول على كرتٌن إحداهما على الأقل تحمل 

 :حالتٌن و هما 

 3 و الكرة الثانٌة تخالف 3الحصول على الكرة الأولى تحمل  : الحالة الأولى

𝐶2بـ  
1 × 𝐶7

 .  إمكانٌة 1

 و الكرة الثانٌة تحمل 3الحصول على الكرة الأولى مخالفة لـ  : الحالة الثانٌة

𝐶6 بـ  3
1 × 𝐶2

 .  إمكانٌة 1

 :  ٌساوي 3احتمال الحصول على كرتٌن إحداهما على الأقل : إذن 

 المتغٌر العشوائً الذي ٌربط كل سحبة بعدد الكرات التً تحمل عددا 𝑋لٌكن 

 .فردٌا 

عندما نسحب كرتٌن بالتتابع و بدون إحلال من صندوق ٌحتوي على خمس 

ٌُحتمل أن .  كرات تحمل أعدادا زوجٌة 3كرات تحمل أعدادا فردٌة و  فإنه 

 .نحصل على كرات كلها تحمل أعدادا فردٌة أو كرة واحدة تحمل عددا فردٌا 

 .و ٌمكن ألا نحصل على أٌة كرة تحمل عددا فردٌا 

= −4𝑖 + 4 3 = 𝑎𝑓𝑓 𝐵  

𝑎 − 𝑏

𝑐 − 𝑏
=

8𝑖 −  4 3 − 4𝑖 

2 4 3 + 4𝑖 −  4 3 − 4𝑖 
 

=
12𝑖 − 4 3

4 3 + 12𝑖
=

4 3  3𝑖 − 1 

4 3 1 +  3𝑖 
 

=
  3𝑖 − 1   3𝑖 − 1 

 1 +  3𝑖   3𝑖 − 1 
=
  3𝑖 

2
− 2  3𝑖 + 12

  3𝑖 
2
− 1

 

=
−2 − 2 3𝑖

−4
=
−2

−4
+
−2 3𝑖

−4
=

1

2
+
 3

2
𝑖 

= cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 = 𝑒

𝑖𝜋
3  

 :     إذن 
𝑎 − 𝑏

𝑐 − 𝑏
= 𝑒

𝑖𝜋
3  

 :    حصلنا على  :     ٌعنً 
𝑎 − 𝑏

𝑐 − 𝑏
= 𝑒

𝑖𝜋
3    

 
𝑎 − 𝑏

𝑐 − 𝑏
 = 1                   

arg  
𝑎 − 𝑏

𝑐 − 𝑏
 ≡  

𝜋

3
  2𝜋 

  

𝑝 𝐴 =
𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐴 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=
𝐶3

1 × 𝐶2
1

56
=

6

56
=

3

28
 

𝑝 𝐵 =
𝑐𝑎𝑟𝑑 𝐵 

𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω 
=
𝐶2

1 × 𝐶7
1 + 𝐶6

1 × 𝐶2
1

56
=

26

56
=

13

28
 

 

1 

1 1 
2 

2 2 

3 
3 

 :      معرف بما ٌلً ℛو لدٌنا الدوران 
 𝒫   ⟼   𝒫 

𝑀 𝑧   ⟼   𝑀′ 𝑧′ 
 

ℛ𝑂  
4𝜋

3
  : 

 أ 2

 ب 2

1 

 2 ج

 د 2
 أ 2

𝐵  

𝐶8
1 𝐶7

1 
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 2010أجوبة امتحان الدورة الاستدراكٌة  𝟏𝟎𝟗 :الصفحة   2013رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدٌن الفاتحً 

  :التمرٌن الرابع 

  2 أو 1 أو 0:  هً 𝑋القٌم التً ٌمكن أن ٌأخذها المتغٌر العشوائً : إذن 

= 𝑋 Ω:    أو بتعبٌر أجمل   0; 1; 2  

للإجابة على الأسئلة الأخرى نستعٌن بشجرة الاحتمالات التالٌة و التً تَمَّ 

     السحب العشوائً بالتتابع  )الحصول علٌها انطلاقا من التجربة العشوائٌة 

 (و بدون إحلال 

 𝑝 𝑋 =  . هو احتمال الحصول بالضبط على كرة تحمل عددا فردٌا  1

 :    إذن حسب شجرة الاحتمالات السابقة 

         : التالً 𝑃𝑋 التطبٌق 𝑋نقصد بقانون احتمال المتغٌر العشوائً 

𝑃𝑋  ∶    0; 1; 2  ⟼  0; 1                                                             

= 𝑝 𝐴 :   (1لدٌنا حسب السؤال 
3

28
𝑝 𝑋:       إذن  = 0 =

3

28
    

𝑝 𝑋            :   و لدٌنا كذلك  = 2 = 1 − 𝑝 𝑋 = 0 − 𝑝 𝑋 = 1  

∶ 𝑃𝑛 :   التالٌة  𝑃𝑛 لنبرهن على صحة العبارة    ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛 > 0 

𝑢0:   لدٌنا  = 1 >  . صحٌحة  𝑃0    إذن العبارة 0

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    نفترض أن  > 0     

 . كمٌة موجبة قطعا 𝑢𝑛: إذن 

𝑢𝑛 و 3𝑢𝑛و منه فإن الكمٌتان  +  . موجبتان قطعا كذلك 21

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :    أي  > 0 

 . عبارة صحٌحة  𝑃𝑛+1 ٌعنً أن العبارة 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    و بالتالً  > 0 

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 

𝑢𝑛: لدٌنا  >  إذن التعبٌر 0
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
ف   (المقام ٌجب أن ٌخالف الصفر ). مُعَرَّ

𝑢𝑛:  نعلم أن  > 21:      إذن 0 + 𝑢𝑛 > 21 

:   نعلم أن 
1

7
< 1 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :  نجد ما ٌلً  2  و  1 إذن من النتٌجتٌن  < 𝑢𝑛  

 .  متتالٌة تناقصٌة 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ :  و بالتالً 

𝑢𝑛 ) 0و بما أنها مصغورة بالعدد  >  .فإنها متقاربة  ( 0

𝑛من أجل  = 𝑢0:    لدٌنا  . 0 = 1 ≤  
1

7
 

0
 

𝑛إذن العبارة صحٌحة من أجل    = 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀ نفترض أن       𝑢𝑛 ≤  
1

7
 
𝑛

 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀  :   (2لدٌنا حسب السؤال  <
1

7
𝑢𝑛   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :    إذن  <
1

7
𝑢𝑛 ≤

1

7
 

1

7
 
𝑛

 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ : ٌعنً  ≤  
1

7
 
𝑛+1

 

𝑛 إذن العبارة صحٌحة من أجل    + 1   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :  و بالتالً  ≤  
1

7
 
𝑛

 

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   لدٌنا    0 <  𝑢𝑛 ≤  
1

7
 
𝑛

 

 : و بما أن 
1

7
 
𝑛

 متتالٌة هندسٌة أساسها 
1

7
 1 و هو عدد موجب و أصغر من 

  ;   𝑛𝜖ℕ∀  :     ٌعنً 
3𝑢𝑛

21 + 𝑢𝑛
> 0 

𝑝 𝑋 = 1 =
5

8
×

3

7
+

3

8
×

5

7
=

15

56
+

15

56
=

30

56
=

15

28
 

 .موجبة قطعا باعتبارها خارج كمٌتٌن موجبتٌن                     إذن الكمٌة 
3𝑢𝑛

𝑢𝑛 + 21
 

 :    لدٌنا 
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
=

3𝑢𝑛
21 + 𝑢𝑛

×
1

𝑢𝑛
=

3

21 + 𝑢𝑛
 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    إذن    
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
=

3

21 + 𝑢𝑛
 

 

 :       ٌعنً                                     :    ٌعنً 
1

21 + 𝑢𝑛
<

1

21
 

3

21 + 𝑢𝑛
<

3

21
 

 :        ٌعنً                                   :   ٌعنً 
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
<

1

7
 

3

21 + 𝑢𝑛
<

1

7
 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀  :    و بالتالً  <
1

7
 𝑢𝑛  

 

𝟑

𝟖
 

𝟓

𝟖
 

𝟒

𝟕
 

𝟓

𝟕
 

𝟐

𝟕
 

 فردي

 زوجً

 فردي

 زوجً

 فردي

 زوجً

𝟑

𝟕
 

نسحب 

الكرة 

 الأولى

نسحب 

الكرة 

 الثانٌة

= 1 −
3

28
−

15

28
=

5

14
 

    المعرف𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً : و بالتالً 

𝑃𝑋           :     بما ٌلً   ∶    0; 1; 2  ⟼  0; 1  

0    ⟼     𝑝 𝑋 = 0 =
3

28

1    ⟼     𝑝 𝑋 = 1 =
15

28

2    ⟼     𝑝 𝑋 = 2 =
5

14

 

2 

 ب 2

3 

 ج 2

 أ 4

1 

 ب 4

:     نحصل على       نضرب هذه المتفاوتة فً العدد الموجب قطعا 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  
1

7
𝑢𝑛 < 𝑢𝑛                                                                        

𝑢𝑛  

 𝟏  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛+1∀ :    أن 2)و نعلم كذلك حسب السؤال  <
1

7
𝑢𝑛   𝟐  
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  :التمرٌن الخامس 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞  .  

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥: ٌعنً  .  ∞+ > 0  

3𝑥2:  إذن  + 3𝑥 + 2 > 𝑥  و  0 > 0  

:  و منه 
3𝑥2+3𝑥+2

𝑥
 .   موجبة قطعا باعتبارها خارج كمٌتٌن موجبتٌن قطعا 

𝑥  تتعلق فقط بإشارة 𝑔′(𝑥)إشارة : إذن  − ;0  على المجال  1 +∞ .  

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥:   إذن  .  1 ≤ 1 

𝑥 :  ٌعنً  − 1 ≤ 𝑔′(𝑥):     و منه 0 ≤ 0   

  . 0,1  تناقصٌة على المجال 𝑔ٌعنً أن الدالة 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  𝑥:     إذن  .  ∞+ ≥ 1 

𝑥 :  و منه  − 1 ≥ ≤ 𝑔′ 𝑥:      ٌعنً 0 0    

;1  تزاٌدٌة على المجال 𝑔ٌعنً أن الدالة  +∞ .  

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن   :نفصل بٌن حالتٌن  .  ∞+

𝑥:    ٌعنً  𝑥 𝜖  0,1 :  الحالة الأولى ≤ 1   

𝑔(𝑥):  إذن  ≥ 𝑔 1   (  لأن𝑔 0  تناقصٌة على; 1  ) 

< 𝑔 1:  و لدٌنا  ;𝑥 𝜖  0 ∀:   إذن   . 0 1   ;   𝑔 𝑥 > 0   

;𝑥 𝜖  1 :  الحالة الثانٌة 𝑥:      ٌعنً  ∞+ ≥ 1 

𝑔(𝑥):  إذن  ≥ 𝑔 1   (  لأن𝑔 1  تزاٌدٌة على; +∞  ) 

< 𝑔 1:  و لدٌنا  ;𝑥 𝜖  1 ∀:     إذن   . 0 +∞   ;   𝑔 𝑥 > 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀:   نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن  +∞   ;   𝑔 𝑥 > 0.   

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

 :     لدٌنا 

 :     إذن 

 :     و بالتالً 

𝐼  :  ∀𝑥) 3) ب)نعلم حسب السؤال  > 0   ;   𝑔 𝑥 > 0   

𝑥∀ :    و لدٌنا  > 0   ;   𝑥3 > 0 

𝑥∀ :   ٌعنً  > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 > 0  

;0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝑓: و بالتالً  +∞ .  

𝑥المستقٌم ذو المعادلة : " و تأوٌل هذه النهاٌة هندسٌا هو  = 0         

  بجوار الصفر على الٌمٌن        مقارب عمودي للمنحنى (محور الأراتٌب)

. 

lim :    فإن 
𝑛∞

 
1

7
 
𝑛

= 0 

;   𝑛𝜖ℕ∀  :    ٌعنً    0 < 𝑢𝑛 ≤  
1

7
 
𝑛

 
 

lim .       متتالٌة متقاربة و تؤول على الصفر 𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ : و بالتالً 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 0 

𝑔′ 𝑥 = 3𝑥2 − 1 −
2

𝑥
=

3𝑥3 − 𝑥 − 2

𝑥
=
 𝑥 − 1  3𝑥2 + 3𝑥 + 2 

𝑥
 

𝑥∀  :     و بالتالً  > 0   ;  
3𝑥2 + 3𝑥 + 2

𝑥
> 0 

 

𝑥∀  :     و لقد علمنا من قبلُ أن  > 0   ;   
3𝑥2 + 3𝑥 + 2

𝑥
> 0 

 

𝑓 𝑥 = 𝑥 − 1 +
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
 

 
𝑓 ′ 𝑥 = 1 +

𝑥2  1 +
1
𝑥
 − 2𝑥 𝑥 − 1 + ln 𝑥 

𝑥4
 

 
= 1 +  

𝑥2 + 𝑥 − 2𝑥2 + 2𝑥 − 2𝑥 ln 𝑥

𝑥4
 

= 1 + 
−𝑥2 + 3𝑥 − 2𝑥 ln 𝑥

𝑥4
=
𝑥3 − 𝑥 − 2 ln 𝑥 + 3

𝑥3
 

 ∀𝑥 > 0   ;   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥3
 

𝑥∀  :    إذن  > 0   ;   
𝑔(𝑥)

𝑥3
> 0 

lim :     و بالتالً 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = −∞ 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
 = lim

𝑥→+∞
  

1

𝑥
 1 −

1

𝑥
+

ln 𝑥

𝑥
  

= 0 1 − 0 + 0 = 0 

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن   :    لدٌنا  .  ∞+

 𝑥 − 1  3𝑥2 + 3𝑥 + 2 = 3𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥 − 3𝑥2 − 3𝑥 − 2 

= 3𝑥3 − 𝑥 − 2 

= 𝑔 𝑥:    لدٌنا  𝑥3 − 𝑥 − 2 ln 𝑥 +  : إذن  3

;0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞  .  

𝑔′ 𝑥 =
 𝑥 − 1  3𝑥2 + 3𝑥 + 2 

𝑥
 

 

 :    لدٌنا 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥 − 1 +
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
  

= lim
𝑥→0+

 𝑥 − 1 +
1

𝑥 
 1 −

1

𝑥 
+

ln 𝑥

𝑥 
   

= 0 − 1 +  +∞  1 −∞−∞  

= −1 +  +∞  +∞ = −1 −∞ = −∞ 

 :    لدٌنا 

 أ 1

1 

 ب 1

 أ 2

 أ 2

 2 ب

 أ 3

 ب 2

 I 3 ب

II 

I 

I 

II 

I 

I 

I 

II 

𝑛∞ 𝑛∞ 

0 0 

 𝟏  

 𝟐  

+∞ +∞ −∞ 

0+ 0+ 0+ 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 
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 :    لدٌنا 

 :    إذن 

 :     و لدٌنا كذلك 

 ذو المعادلة   ∆  نستنتج أن المستقٌم    و    و   من النهاٌات 

𝑦 = 𝑥 −   .∞+ بجوار           مقارب مائل للمنحنى 1

   1,0  فً النقطة التً زوج إحداثٌتٌها           للمنحنى  𝑇 معادلة المماس 

∶ 𝑇 :    تكتب على الشكل     𝑦 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓(1) 

= 𝑓 1:   لدٌنا  𝑓    و   0 ′ 1 = 3    
∶ 𝑇 :     إذن  𝑦 = 3 𝑥 − 1  

  و المستقٌم        مساحة الحٌز من المستوى المحصور بٌن المنحنى  𝒜لتكن 

𝑥 و المستقٌمٌن اللذٌن معادلتاهما   ∆  = 𝑥  و  1 = 𝑒.   

 :    باستعمال التكامل التالً 𝒜نقٌس المساحة 

,𝑥 𝜖  1:  و لدٌنا  𝑒  إذن    :𝑥 > ln:   و منه          1 𝑥 > 0    

𝑥:   طرفا بطرف نجد  2  و  1 نجمع المتفاوتتٌن  + ln 𝑥 > 1 

,𝑥 𝜖  1 ∀:     ٌعنً  𝑒   ;   𝑥 − 1 + ln 𝑥 > 0 

 :      نجد 𝒜و بالتالً بالرجوع إلى آخر تعبٌر للمساحة 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 −

1

𝑥
+
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥3
  

= 1 − 0 + lim
𝑥→+∞

1

𝑥2
 1 −

1

𝑥
+

ln 𝑥

𝑥
  

= 1 + 0 1 − 0 + 0 = 1 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1 

lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 1𝑥 = lim
𝑥→+∞

 −1 +
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
  

= −1 + lim
𝑥→+∞

 
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
  

𝒜 =   𝑓 𝑥 −  𝑥 + 1  
𝑒

1

𝑑𝑥 =   
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2  
𝑒

1

𝑑𝑥 

;𝑥 𝜖  1 ∀ :      و منه  𝑒   ;   
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
> 0 

;𝑥 𝜖  1 ∀ :      أي  𝑒   ;    
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2  =
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
 

 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 ∆  

 
 ∆  

𝓐 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

  𝑥 − 1 +
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
  

= lim
𝑥→+∞

 𝑥 − 1 + lim
𝑥→+∞

  𝑥 − 1 +
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
  

=  +∞ + 0 = +∞ 

= −1 + 0 = −1 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑥 = −1 

𝒜 =   
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2  
𝑒

1

𝑑𝑥 =   
𝑥 − 1 + ln 𝑥

𝑥2
 

𝑒

1

𝑑𝑥 

=  
1

𝑥

𝑒

1

𝑑𝑥 −  
1

𝑥2

𝑒

1

𝑑𝑥 +  
ln 𝑥

𝑥2

𝑒

1

𝑑𝑥 

=  ln 𝑥 1
𝑒 −  

−1

𝑥
 

1

𝑒

+  1 −
2

𝑒
  

= 1 −  
−1

𝑒
+ 1 +  1 −

2

𝑒
 =  1 −

2

𝑒
  𝑢𝑛𝑖𝑡é2 

=  1 −
1

𝑒
  1 𝑐𝑚 2 =  1 −

1

𝑒
  𝑐𝑚² 

 
ln𝑥

𝑥2
𝑑𝑥

𝑒

1

=   
1

𝑥2
 

 
𝑢′

×  ln 𝑥    
𝑣

𝑒

1

𝑑𝑥 =  𝑢𝑣 1
𝑒 − 𝑢𝑣

𝑒

1

𝑑𝑥 

=  
− ln 𝑥

𝑥
 

1

𝑒

+ 
1

𝑥2

𝑒

1

𝑑𝑥 =
−1

𝑒
+  −

1

𝑥
 

1

𝑒

 

=
−1

𝑒
−

1

𝑒
+ 1 = 1 −

2

𝑒
 

 5 أ

 ج 2

 ب 5

3 

4 II 

II 

II 

II 

II 

 𝟑  

 𝟐  

 𝟏  

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

 𝟐   𝟏  

𝟑 𝟏 𝟐 
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