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Dérivabilité et étude de fonctions

4 | Dérivabilite en un point et sur un intervalle N

Définitions :

Soient f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et a,b € I tels que a < b.

x)— fla
* On dit que f est dérivable au point a s’il existe un réel [ tel que liirl M =1l
z=a p—q
: : o i o S@) = fla)
[ s’appelle le nombre dérivé de f au point a et sera noté f’(a). On écrit : lim = f'(a) .
T=a o —aq
. - Co : N . - fl@) = fla) _
* On dit que f est dérivable a droite au point a s’il existe un réel [ tel que hm+ —_— =
T—a r—a
: AU : o e S(@) = fla)
[ s’appelle le nombre dérivé a droite de f au point a et sera noté f;(a). On écrit : lim = fi(a)
r—a r—a
. L . . L , . flx)— fla)
* On dit que f est dérivable a gauche au point a §’il existe un réel [ tel que lim ————= =.
r—a~ r—a
: : o i J(@) = fla)
I s’appelle le nombre dérivé a gauche f au point a et sera noté f,(a). On écrit : lim = fy(a)
T—a~ r —a

* On dit que f est dérivable sur I s’elle est dérivable en tout point de I.
* On dit que f est dérivable sur [a,b] s’elle est dérivable sur |a, b[, dérivable a droite de a et dérivable a
gauche de b .

Proposition :
f est dérivable a droite de a
f est dérivable au point a <= { [ est dérivable a gauche de a
fala) = fg(a)
Conséquences :

* Si f est dérivable au point a alors (Cy) admet une tangente d’équation y = f'(a)(z — a) + f(a) au point

(a, f(a)).

* Si f est dérivable a droite au point a alors (Cfy) admet une demi-tangente d’équation
y = fala)(z —a) + f(a)
T =a

*x Si f est dérivable a gauche au point a alors (Cy) admet une demi-tangente d’équation
y = fyla)(@ —a)+ f(a)

r<a

au point (a, f(a)).

au point (a, f(a)).

x Si f est dérivable au point a, la fonction g définie par g(z) = f'(a)(x — a) + f(a) est une approximation
affine de f au voisinage de a et on a :

r~a= f(z)~g(x)

Exemple :
z+1
flx)=vVz, a=1= g(z) = 5
\_ 1,01 =1 = f(1,01) = g¢(1,01) = /T,01 = 1,005 )
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*/Si lim M = +o0 alors (Cy) admet une demi-tangente verticale d’équation x = a. \

r—a¥t r—a
lim f(— = -0 N V llm f(a) = 400
r—a~ r—a r—a’ xr—a

ti L) S10) +oo/1 I\)Ef} T =
\_
4 2| Les opérations sur les fonctions dérivables

Proposition :

AN

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I et o € R alors :
*x [+ g est dérivable sur T etona: (f+g) = f +4.
x af est dérivable sur I et on a : (af) = af’.

1 1)’ /
* Si de plus g # 0 sur I alors — est dérivable sur [ et on a : () = —g—z.
g g g
/ /Y
* Si de plus g # 0 sur [ alors i est dérivable sur [ et on a : <f> = —Lﬂf.
g g g
Proposition :

Soient f et g deux fonctions dérivables sur I et J respectivement telles que f(I) C J, alors f o g est
dérivable et on a : (fog) = ¢'x(f' oyg) .

Proposition :

Soit f une fonction bijective et dérivable sur I telle que f(I) = J alors sa réciproque f~! est dérivable sur

Jetona:
1

(vred) : (1) (@)= Y

Conséquences :

x La fonction x — /x est dérivable sur |0, +o0o[ avec n € N* et on a :

1
nvan1

* Si f > 0 et dérivable sur I alors \’/} est dérivable sur I avec n € N* et on a :

* arctan est une fonction dérivable sur R et on :

(Vz €]0,+oo[) : (V) =

1 1
1+ tan®(arctan(z)) 14 22

(Vz € R) : arctan’(x) =

/
x Si f est dérivable sur I alors arctanof est dérivable sur I et on a : (arctanof) = | —{f
*\Si f > 0 et dérivable sur I alors f” est dérivable sur I avec r € Q* et on a : (f") =rf'f" J
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4 )

Théoreme :

|4 Théoréme d'accroissements finies (TAF) - théoréme de Rolle.

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a,b]. On a :

{f est continue sur [a,b] TAF (e €la,b) - F(b) — fla) = (b—a)f'(c)

f est dérivable sur la,b] =
Théoreme :

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a,b]. On a :

f est continue sur |a,b]

f est dérivable sur |a,b| R;lie (Fc €la, b)) : f'(c)=0

\_ fla) = f(0) J
4 | s s i oo | N

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
On appelle fonction primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I telle que (Vo € I) : F'(x) = f(x).

Proposition :

Soient f une fonction définie sur un intervalle [ et F' une primitive de f sur 1.
Les fonctions primitives de f sur I sont les fonctions définies sur I par z — F(X) 4+ C ou C est une
constante réelle.

Proposition :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, oy € I et yy € R.
Si f admet une fonction primitive sur I alors il existe une unique primitive G de f sur I telle que G(xq) = ypo.

Proposition :

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I et k£ € R.
Si F' et GG sont deux fonctions primitives de f et g respectivement sur I, alors F' + kG est une primitive
de f + kg sur I.

Tableau des primitives des fonctions usuelles

la fonction f les primitives de f intervalle
r—k, keR r—=>kr+c ceR R
xn-ﬁ-l
r— 2" neN x — +c,ceR R
+1
1 1 .
T — r———+4c ceR R
x x
st nen\{1} e ——— L 4o cer| R
T on x e R
1
T — r—2Vr+c ceR 10, +o00]
\_ NG j
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la fonction f

les primitives de f

intervalle \
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r+1
z—a', reQ\ {-1} x>—>x+1+c,c€R 10, +o0]
r
x > cos(x) r—sin(x) +¢, c€R R
x > sin(x) r+— —cos(x)+¢c, ceR R
1 s
20\ _ :
x+— 1+ tan (:E)—COSQ(x) r+—tan(z) + ¢, c € R R\{§+k7r,k:€Z}
1
T —— r — arctan(z) + ¢, ce R R
1+ a2
Tableau des primitives et les opérations .
la fonction f définie sur [ une primitive de f sur [ conditions
u 4+ u+v
v +v'u uv
u'v —v'u u
5 — v#0sur [
v v
n+1
wu", n € N* h
n+1
/
1
% —— u# 0 sur [
u u
u/
ﬁ 2V/u u > 0sur [
/
———— neN* nyu u>0sur
(ay
xr—f—l
uu”, reQ\ {-1} 7“+1+C u>0sur [
/ . 1
r—u(ax+b), ae R etaeR x +— —u(ax + b) 10, +o0]
a
u/
[ arctan(u)
u' sin(u) — cos(u)
u' cos(u) sin(u)
v tan (u) £ fkmVkeZ
an(u u# — + km;
\ cos?(u) 2 ’ j
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0 Les branches infinics

Les branches infinies

lim f(z) = o0 lim f(z) =8 || lim f(z) = o0
limM:a#O limM:O limM:
T—=o0 T—00 T—0 g
lim (f(z) —az)=10 lim (f(z) — ax) = c©
la droite (Cf) admet (Of) admet (Of) admet la droite x = 6 la, droite © = o
y =axr +best %g?a%r(?l?éﬁg une branche une branche est une est une
une asymptote suivant parabolique parabolique asymptote asymptote
oblique (D) :y=ax suivant (OX) suivant (OY) horizontale verticale

La droite d’équation y = ax + b est une asymptote

oblique a (Cf) au voisinage de %00

lim (f(z)— (ax +b))=0

r—+0oo

lim (f(z) — az) = +o0 % (Cy) admet une branche parabolique suivant La droite

a5 oo d’équation y = ax au voisinage de o0
Asymptotes :
A
4 lim (f(2) - (azl+ b)) = O
lim f(z) 5 400 lim f(z) =+o0
lim f(z) 5 —o0 lirn+ fz) = —o0
lim (f(z) - (az+1b)) =0
A
lim f(z)=b" 1irf flz) =b"
e b ——

/
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Les branches paraboliques :

lim ——= = -0
Tr—r—00 X

lim @ =0" lim L =
r——0o0 X

8
1
+
8
8
\

lim f—):+oo lim — = -0
T—>—00 xX

— /
/ \

1@ _ g+ fim 1®) -

lim —= =
r——00 I r—+00 xr

/ il (fi(z) — azx) = +oo

4 (6] IeoHeie N

a Xz a
f// _ 0 + f// ‘I‘ O _
(Cf) | (C}) |

M(a, f(a)) est un point d’inflexion
Proposition :

Si f” s’annule en a de I et change de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point

d’inflexion de (CY).

Proposition :
Si f’ s’annule en a de I et ne change pas de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point

d’inflexion de (CY).

convexe

=0
\ COoficave
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Parité - periodicité :

| Parité - symétrie - périodicit¢

type de f définition conséquences
—x €D
f est paire (Vx € Dy) : . ! * il suffit de I'étudier sur Dy NR*
f(=x) = f(x)
* (Cy) est symetrique par % a (OY)
—x €D
f est impaire (Vz € Dy) : Ter x il suffit de I'étudier sur Dy NR*
f(=x) = = f(x)
* (Cy) est symetrique par % a O
TeD
f est périodique (Vz € Dy) : T f il suffit de I’étudier sur
flx+T) = f(z)
de période T' (T > 0) un intervalle de longueur T

Symetrie :

proprieté

équivalent a

conséquences

la droite £ = a est un

axe de symetrie de (Cy)

2a —x € Dy

(V€ D). {f(2a —2) = f()

il suffit de I’étudier sur

D¢ N a,+o0]

la point Q(a,b) est un
centre de

symetrie de (Cy)

2a —x € Dy

(V€ Dy {f@a — ) = 2b— f(x)

il suffit de ’étudier sur

D¢ N a,+o0]

~
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