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Limites et continuité

4 | la continuité en un point. N

Définition :

soient f une fonction numérique définie sur un intervelle ouvert I et a € I.
On dit f est continue en a si lim f(z) = f(a).
X a

Définition :
soit f une fonction numérique définie sur un intervelle de type [a, b].
* On dit que f est continue a droite en a si lim+ f(z) = f(a).

T—ra

* On dit que f est continue a gauche en b si lirll)l f(z) = f(b).
T—0"

Proposition :
f est continue en a < f est continue a droite et a gauche en a
Remarque :
l(partie entiere n’est pas continue en tout n de Z. J

a 0 la continuité sur un intervalle. N

Définition :

* on dit que f est une fonction continue sur un intervelle ouvert I s’elle est continue en tout point de I.
* on dit que f est une fonction sur un intervelle [a, b] s’elle est continue sur |a, b[, continue & droite en a
et continue a gauche en b.

Remarques :

* la partie entiére est continue sur l'intervalle [n,n + 1] pour tout n de Z.
* si f est continue sur un intervalle I alors elle est continue sur tout intervalle J C 1.
Proposition :

Les fonctions polynomiales, les fonctions rationnelles, les fonctions : x — /& , x — sinx et © + cosx

@t continues sur leur domaine de définition. J

a /. Les opérations sur les fonctions contines.

Proposition :

soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et X\ € R.
* les fonctions f + g, Af et fxg sont continues sur I .

1
* si de plus g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et i sont continues sur [ .
g g

Proposition :

* si f et g sont deux fonctions continues sur I et J respectivement avec f(I) C J, alors g o f est continue

sur /.

* solent [ un intervalle ouvert, a € I, f une fonction définie sur I avec lim f (x) =1 € Ret g est une
X a

@ction continue sur .J avec f(I) C J alors lim(go f)(z) = g(l). J
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4 L Limage d'un intervalle par une fonction continue )

Proposition :

* I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
* I'image d’un segment par une fonction continue est un segment.

I f(I) si f est continue et str | f(I) si f est continue et str \
[a, 0] [ (a), f(b)] [f(b), f(a)]
Ja, b] ] lim f(), f(0)] [£(b), lim f(z)]
[a, b] [fla ) lim f(2)] J lim fla ) f(a)]
Jo. 0] [ T, (o). Ton (2] [T (@), T, (@)
[a, +o0] [f(a), hm f(ff)[ J Jim 0N (a)]
ool | 1T f), im0 [T f(2), T 72|
] — o0, 0] | lim f(z), f(b)] Lf(b), hm f( )
o[ | 1 lm_f(@). m f@)] [T (o). _lim_f(2)]
[—o0, ool | T_lm_f(@), lm_J(@)] [ Tn_ /@), I 7@
Théoreme des valeurs intermédiaires
Théoreme :
soient f une fonction continue sur un intervalle 1 (Cy) N
et a,bel. R .
Pour tout o compris entre f(a) et f(b), il existe au P q y=a
moins un ¢ compris entre a et b tel que f(c) = a. .
(autrement I’équation f(x) = a admet au moins h “
une solution) P H

Corollaire :

soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b].

Pour tout o compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un unique ¢ € [a, b] tel que f(c) = a.
(autrement I'équation f(z) = « admet une unique solution sur [a, b))

Corollaire :

soit f une fonction continue sur [a, b] telle que f(a)xf(b) < 0. Alors :
* I'équation f(z) = 0 admet au moins une solution « €la, b|.
* si de plus f est strictement monotone, I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « €la, b|.

Le but de cette méthode est d’approcher la solution d’une équation de type f(x) = 0.
Si f est continue et strictement monotone sur [a, b] telle que f(a)xf(b) < 0, alors la €]a, b[/ f(a) =
On a deux cas :

b b
*sif(ﬁ)xf(b)<0alorsa6 a;,bl.
b b
*sif<a42_>><f(a)<0alorsa€ a—21— [
\Ql continue de cette maniere jusqu’a ’encadrement demandé de a. J
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4 1 La fonction réciproque d'une fonction continue et strictement monotone. )

Définition :

soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et J = f(I).

La fonction qui lie chaque élement y de J avec l'unique élément z de I tel que f(x) = y s’appelle la
fonction réciproque de f notée fL.

Conséquences :

soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et f~' sa réciproque. On a :
)=y fly)== -1 ~1

* & * (Ve el): of)(x) == * (Ve e f(l)):(fo x)==x
{mw) " (Ve e): (/o ) (Vo € (1) : (fo 7))

Proposition :

soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et f~' sa réciproque. On a :
* f~! est continue sur f(I).

x f~! est strictement monotone sur f(I) avec f et f~! ont la méme monotonie.

C-1) est symetrique a (Cy) par rapport a la droite d’équation y = « dans un repere orthonormé.

¢ Y,
4 ' La fonction racine n®". I

Proposition :

soit n € N*| la fonction z +— 2" est continue et strictement croissante sur [0, +oo[. Alors elle admet une
fonction réciproque sera noté g/ .

Conséquences :

N L [0,400] — [0,+0o0|
T — vz

* (Vz,y € [0,+00]): Vr=yeoz=y"
* (Vo €[0,+00]): (x)" = Var =z
Définition :

SirzgEQavechN*ethZ,onpose
q

(Vz €]0,400[) : 2" = Var

Propriéteés :

* La fonction x — 2" est continue sur |0, +o00], pour tout r € Q.
* pour tout r, 7" € Q et pour tout z,y €]0,+oo[ on a :

/ ’ / ]. _
>0 : xT—i—T = 2" : = (xr)r . =g r
x’f‘
r
x” / T x"
— r—r . T __ rT.Tr . _ .
P z ; (.’Ey) =Ty ) (_> - )
T Yy Yy
r—y

8 3 — r—y o Al —
\ Vo= Va2 + zy + P Vem o (Vo + yg (Va2 + Vy?) )
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2 7| La fonction arctan.

Proposition :

réciproque sera noté arctan.
Propriétés :

* La fonction x — arctan(x) est continue et strictement croissante sur R.

T T
La fonction = — tan(z) est continue et strictement croissante sur ]—2, 5 [ Alors elle admet une fonction

~

* (Vz e R) : tan(arctan(z)) =z
7r
* (Vx €l-55]): arctan(tan(z)) = z
* (Vz € R); (Vy € ]—;T, g D : arctan(r) = y <= = = tan(y)
t
* lim arctan(z) = T lim arctan(z) = _— lim arctan(z) =1
T—+00 2 T——00 2 z—0 €T
* la courbe (Carctan) :
e=—= 4 y=u
? 3 (Ct(m)
y=73 .

1 (Ca'r'ct{m)

2 y=— g

4 r = g
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