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      أحمد مومني : الأستاذ                                                       : السنة الثانیة علوم ریاضیة 

  

  
I –  تعریف و أمثلة :  
  :  قانون تركیب خرجي  – 1

a –   تعریف :  
  مجموعتین غیر فارغتین  Εو   Aلتكن 

Aمن  ƒكل تطبیق  E   نحوΕ  یسمى قانون تركیب خارجي معرف علىΕ  ذو المعاملات فيA  
  :بتعبیر أخر 

ƒ  قانون تركیب خارجي معرف علىΕ  ذو المعاملات فيA     
:

    , ( , )
f A E E

x f x 
 


   

)یرمز عادة  للصورة  , )f x   بالرمزx    أوx  

b –   أمثلة:  

من  Мو   IRمن  αلكل  – 1 2M IR   11حیث 12

21 22

a a
M

a a
 

  
 

:ا لدین   11 12
2

21 22

a a
M M IR

a a
 


 
 

  
 

 

: التطبیق :إذن    
 

2 2:

             ,

f IR M IR M IR

M M 

 



قانون تركیب خارجي معرف على    2M IR و معاملاتھ فيIR  

من  ƒو    IRمن  αلكل    – 2 ,F I IR  )موعة الدوال العددیة المعرفة على مجال مجI ضمنIRنحوIR   ( 

: لدینا  ,f F I IR  

التطبیق : إذن    
 

: , ,

             ,

g IR F I IR F I IR

f f 

 



قانون تركیب خارجي معرف على  ,F I IR و معاملاتھ  فيIR 

 : تعریف الفضاء المتجھي  – 2

a –   تعریف:  

:  IRو بقانون تركیب خارجي معاملاتھ في  مجموعة مزودة بقانون تركیب داخلي  Εلتكن 

 
:

     ,   
f IR E E

x x 
 

 
 

: نقول أن  , ,E    فضاء متجھي علىIR  أو فضاء متجھي حقیقي إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالیة :  

1 –   ,E   زمرة تبادلیة 

2 –        2, IR x E x x x              

3 –         2, IR x E x x           

4 –        2,IR x y E x y x y            
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5 –    1x E x x   
  و نسمیھ متجھة  xبالرمز  Εمن  xو لكل عنصر +  بالرمز  في ما تبقى من ھذا الدرس نرمز للقانون الداخلي 

منھ التعریف التالي للفضاء المتجھي  , ,E    

: نقول أن  , ,E    فضاء متجھي علىIR  أو فضاء متجھي حقیقي إذا وفقط إذا تحققت الشروط التالیة :  

1 –   ,E   زمرة تبادلیة 

2 –       2, IR x E x x y           
    

3 –         2, IR x E x x        
   

4 –        2,IR x y E x y x y         
      

5 –    1x E x x  
  

b –   قواعد الحساب في فضاء متجھي :  
لیكن  , ,E    فضاء متجھي حقیقي لدینا الخاصیات التالیة  

  
1  

 a x b x b a     
     

المتجھة  b a 
 

bو    aتسمى فرق المتجھتین  


bوتكتب كذلك   a
   

2     0 0 x=0IR أو  x E x       
    

3     ( ) ( ) ( )IR x E x x x          
    

4      2, ( )IR x y E y x y x        
       

5       2, IR x E x x y           
     

c –  ن أنظر سلسلة التماری(  :أمثلة و تمارین تطبیقیة( 

II –     الفضاء المتجھي الجزئي:  

  :تعریف   – 1
لیكن  , ,E     فضاء متجھي حقیقي وF  جزء غیر فارغ  منΕ  

  : إذا وفقط إذا تحقق ما یلي  Εفضاء متجھي جزئي من الفضاء  Fنقول أن 
1 –  F  أي + مستقر بالنسبة للقانون الداخلي:  2,x y F x y F   

     

2 –  F  مستقر بالنسبة للقانون الخارجي أي:   x F IR x F     
   

  : بتعبیر أخر 

F  فضاء متجھیا  جزئیا منΕ          
  

2

                                                                   

,                                  

F
F E

x y F x y F

IR x F x F 

 
      
     

   



  

  :أمثلة  – 2
  
1   0  وΕ متجھي فضائین متجھیین جزئیین من الفضاء ال , ,E    

  
  
2  

nP  التي درجتھا أصغر من تساوي  تمجموعة الحدودیاn   فضاء متجھي  جزئي من الفضاء المتجھي
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  , , ,F IR IR    
  

  
3  

  2, 2x y IR y x    فضاء متجھي  جزئي من الفضاء المتجھي 2IR , ,   
  ) تحقق من ذلك (   

  : الخاصیة الممیزة لفضاء متجھي جزئي   – 3
لیكن  , ,E     فضاء متجھي حقیقي وF  جزء  منΕ  

F  فضاء متجھیا  جزئیا منΕ 
     2 2

                                                                   

, ,

F

IR x y F x y F   

        
     

III –   التألیفات الخطیة :  

  :  تعریف  – 1
  .أعدادا حقیقیة  nو  و  2و   1و   Εمتجھات من الفضاء المتجھي  nxو  و   2xو    1xلتكن 

المتجھة 
1

n

i i
i

x x


   1تسمى تألیفة خطیة للمتجھاتx  2وx   و وnx  1ذات المعاملات   2و  و  وn  

ونقول كذلك أن الأسرة   1 2, , , nB x x x
     تولد المتجھةx  أو المتجھةx  مولدة بالأسرة

 1 2, , , nB x x x
    

ن أسرة و نقول ع 1 2, , , nB x x x
    أنھا تولد الفضاء المتجھيΕ  إ وفقط إذا كانت كل متجھةx  منΕ  تكتب على

  nxو و   2xو  1xشكل تألیفة خطیة  للمتجھات  

  :بتعبیر اخر

x  مولدة بالأسرة 1 2, , , nB x x x
     1 2

1
, , ,

n
n

n i i
i

IR x x   


      

  

مولد بالأسرة  Εالفضاء   1 2, , , nB x x x
       1 2

1
, , ,

n
n

n i i
i

x E IR x x   


         

  :تمرین تطبیقي  – 2
: المعرفة بالصیغة  التالیة  Εنعتبر المجموعة   3, , / 3 0E x y z IR x y z      

بین أن   – 1 , ,E     فضاء متجھي حقیقي  

لتكن   – 2 1 1,1,0e 
    و 2 0,3,1e 

   متجھتین منΕ  

بین أن الأسرة    1 2,e e  لمتجھي تولد الفضاء ا , ,E    

  : الارتباط  و الاستقلال الخطي  – 3

a –   تعریف  
لتكن  1 2, , , nB x x x

    أسرة من متجھات الفضاء المتجھي , ,E    
  :نقول أن

 مقیدة أو خطیا مرتبطة  B سرةالأ     

      1 2 1 2 i
1

, , , , , , 0,0, ,0    و 
n

n
n n i

i
IR x o      



       
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مستقلة  خطیا أو حرة    Bالأسرة  1 2 1 1
1

, , ,  ;   0 0
n

n
n i i n

i
IR x      



 
         
 

   

b –   مثال:  
في الفضاء المتجھي   2 , ,M IR    نعتبر الأسرتین 1 ,B L J   و 2 , ,B L J K  بحیث :  

1 0
0 2

L
 

  
 

و     
0 2
1 0

J
 

  
 

و       
2 6
3 4

K
 

  
 

   

: لدینا 
1 0 0 2 2 0 0 6 2 6

2 3 2 3
0 2 1 0 0 4 3 0 3 4

L J K
         

               
         

  

2: إذن  3 0L J K    
ومنھ ألأسرة  2 , ,B L J K  2:   مقیدة لأن 3 0L J K         و   2,3, 1 0,0,0    

  : رى لدینا من جھة أخ
0 0 2 0 0

0
0 2 0 0 0

2 0 0
                    

2 0 0
                    0

L J
 

 
 

 
 

 

     
         

     
   

    
   

  

  

إذن الأسرة  1 ,B L J  حرة  

c –   خاصیات :  
 

تكون كذلك مقیدة   Bأسرة  مقیدة فإن كل أسرة  تتضمن  B إذا كانت 
تكون كذلك حرة  Bأسرة ضمن أسرة حرة فإن  Bإذا كانت  

  :  بتعبیر  أخر
                                           B أسرة مقیدة  وB B     B   أسرة   مقیدة  

                                           B   أسرة حرة  وB B     B   أسرة   حرة   
  

  تكون مقیدة  Bفإن  نمتجھتان متساویتا Bإذا كانت في أسرة   – 1         
  تكون مقیدة  Bعلى شكل تألیفة  خطیة للعناصر الأخرى فإن  Bإذا كانت أحدى متجھات أسرة   – 2         
  مختلفة مثنى مثنى  حرة فإن جمیع عناصرھا غیر منعدمة وBإذا كانت أسرة    –3         

  : أساس فضاء متجھي حقیقي  – 4

a –   تعریف:  
لیكن  , ,E    فضاء  متجھي حقیقي  

نقول أن أسرة  1 2, , , nB x x x
    من متجھاتΕ  أساس للفضاء المتجھي , ,E    إذا وفقط إذا كانت كل متجھة

    Bعلى شكل تألیفة خطیة لمتجھات الأسرة   ةوحید ة  تكتب بكیفی Εمن 

  :بتعبیر أخر 

 1 2, , , nB x x x
    أساس للفضاءΕ    1 2

1
! , , ,

n
n

n i i
i

x E IR x x   


        

بالنسبة للأساس   xتسمى إحداثیات المتجھة   nو  و  2و  1الأعداد الحقیقیة  1 2, , , nB x x x
    
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b –   مثال:  
في   3, ,IR    نعتبر المتجھات التالیة : 1 1,0,0e 

     و 2 0,1,0e 
      و 3 0,0,1e 

  

لنبین أن الأسرة  1 2 3, ,B e e e
     أساس للفضاء المتجھي 3, ,IR    

لتكن   3, ,x a b c IR 
  

:  لدینا 
       

     
1 2 3

, , ,0,0 0, ,0 0,0,

                  1,0,0 0,1,0 0,0,1
                  

x a b c a b c

a b c
ae be ce

   

  

  



  
  

bو   aنفترض أنھ توجد أعداد حقیقیة أخرى     وc    1: بحیث 2 3x a e b e c e    
    

لدینا إذن  1 2 3 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) 0,0,0ae be ce a e b e c e a a e b b e c c e                
          

ومنھ    :       ( ) 1,0,0 ( ) 0,1,0 ( ) 0,0,1 0,0,0a a b b c c         

       
   

,0,0 0, ,0 0,0, 0,0,0

, , 0,0,0
b=b و c=c و 

a a b b c c

a a b b c c
a a

        

      

   

  

إذن كل  متجھة من   3, ,IR     ل تألیفة خطیة لمتجھات الأسرة  على شك  ةوحید تكتب بكیفیة 1 2 3, ,B e e e
    

و بالتالي  1 2 3, ,B e e e
    أساس للفضاء المتجھي 3, ,IR    

c –   خاصیات:  
لیكن   , ,E   فضاء متجھي حقیقي   

  
1  

 1 2, , , nB x x x
    أساس للفضاءΕ    B  أسرة مولدة وحرة للفضاء المتجھيΕ  

dimونرمز لھ  ب  Εیسمى بعد الفضاء التجھي  Bعدد متجھات الأساس   E    )dim ( )E card B (  
  
2  

  yإحداثیات متجھة  nو  و  2و    1و    xإحداثیات متجھة   nو   و 2و  1إدا كانت 
1فإن  1    2و 2   و   وn n    إحداثیات المتجھة x y
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xفإن إحداثیات المتجھة  xإحداثیات متجھة   nو   و 2و  1إدا كانت    1: ھي   2و 
    nو 
  

dimمتجھة  nمكونة من  Εجمیع أساسات   4 E n   
5   1 2,e e   أساس للفضاءΕ  )dim 2E   (  1 2,e e   حرة 1 2det , 0e e  

   
6   1 2 3, ,e e e    أساس للفضاءΕ  )dim 3E   (  1 2 3, ,e e e    حرة 1 2 3det , , 0e e e  

    
7                               ( ) ( )card B card B  B    وB     للفضاء أساسینΕ  
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