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  الجسم -الحلقة  –الزمرة 
  
  

   1 تمرين
[ :   نعتبر  [1;1E = −  

): ليكن     ) 2;x y E∈  

  : نضع  
1

x y
x y

xy

+∗ =
+

  

  Eفي  داخليقانون تركيب  *: بين أن  -1  
): بين أن  -2   );E   زمرة تبادلية   ∗

  
  الحل

  Eفي  داخليتركيب  قانون *: بين أن لن -1
y: نعتبر  E∈  

):  نعتبر الدالة  )
1y

x y
f x

xy

+=
+

[معرفة على    [1;1E = −  

       ( )
( )

2
'

2

1

1
y

y
f x

xy

−=
+

   

[: بما أن   [1;1y ∈ [ :فإن  − [ ( )'1;1 : 0yx f x∀ ∈ − >  

[تزايدية  على   yf: إذن   [1;1−  

          ] [( ) ] [1;1 1;1yf − = −  

):  و منه  )yf x E∈      x E∀ ∈  ;y E∀ ∈  

x:     يعني  y E∗ ∈    ( ) 2;x y E∀ ∈  

  Eفي  داخليقانون تركيب  *   :إذن 
  
): بين أن لن -2   );E   زمرة تبادلية   ∗

  تجميعي *: بين أن لن -أ
): نعتبر  ) 3; ;x y z E∈    

                                      

( )

( )

*
1

1

1
1

1

x y
x y z z

xy

x y
z

xy
x y

z
xy

x y z xyz
x y z

xy xz yz

+∗ ∗ =
+
+ +

+= ++ ×
+

+ + +∗ ∗ =
+ + +

  

)                  :كذلك  )
1

x y z xyz
x y z

xy xz yz

+ + +∗ ∗ =
+ + +

  

):               إذن  ) ( )x y z x y z∗ ∗ = ∗ ∗  

   تجميعي *: و منه  
  
  تبادلي *: بين أن لن - ب
):   نعتبر   ) 2;x y E∈  

:                         لدينا
1

1

x y
x y

xy

y x

yx

+∗ =
+

+=
+

  

x                           :إذن  y y x∗ = ∗  
  تبادلي *  : و منه 

  
  حددهنيقبل عنصرا محايدا ثم  *بين أن ل - ج

e: نعتبر  E∈  بحيث :  
x:    بحيث  E x e e x x∀ ∈ ∗ = ∗ =  

x: بحيث  eيكفي تحديد  تبادلي * أنبما  e x∗ =  
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( )
( )

2

2

2

2

1

;

1 0

1 0;

0

x e
x e x x

xe

x e x x e x

e x e

e x

e x x E

e

+∗ = ⇔ =
+

⇔ + = + ∀ ∈
⇔ =

⇔ − =

⇔ − = ∀ ∈

⇔ =

�

   

  0و ھو  يقبل عنصرا محايدا * :إذن 
  
  Eفي *تقبل مماث2 بالنسبة للقانون  Eعناصر جميعبين أن لن -د

x: نعتبر  E∈   
y  مماثل لx  0: يعنيx y y x∗ = ∗ =  
0x: بحيث  yيكفي تحديد  تبادلي * أنبما  y∗ =  

                        

0 0
1

0

x y
x y

xy

x y

y x

+∗ = ⇔ =
+

⇔ + =
⇔ = −

  

x:  بما أن   E− ∈  
  Eفي *تقبل مماث2 بالنسبة للقانون  Eعناصر  جميع :إذن 

   
) -د  –ج  –ب  -أ -من  :إذن  );E   زمرة تبادلية  ∗

  
  2تمرين

) :  نعتبر  ){ }2 2 2; / 1E x y x y= ∈ − =�  

): ليكن     ) 2;x y E∈ )و      )' ' 2;x y E∈  

)  : نضع   ) ( ) ( )' ' ' ' ' '; ; ;x y x y xx yy xy yx∗ = + +  

  Eفي  داخليقانون تركيب  *: بين أن  -1  
) :بين أن  -2   );E   زمرة تبادلية  ∗

  
  
  الحل 
  )الحساب (   Eفي  داخليقانون تركيب  * -1
  évidentالتجميعية و التبادلية    -2
  : العنصر المحايد   
  

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

; ; ; ;x y x y y x

x y x y

y x y x

x y e e xe ye xe ye x y

xe ye x x e xye x

xe ye y xye y e y

∗ = + + =

+ = + = 
⇒ + = + =  

  

               
( )2 2 2 2 1x x

yx y

e x y x y e

x ye xxe ye x

 − = − =
⇒  + =+ = 

  

                                                                    
1

0
x

y

e

e

=
 =

  

): إذن      Eفي *ھو العنصر المحايد بالنسبة  0;1(

   
)اثل  مم   );x y  

  
0x -أ ≠  

( ) ( )

( )

' ' ' '

' ' 2 ' '

' ' ' 2 '

' 2 2 '

'' '

'

'

; 1;0

1

0 0

0 00

xx yy xy yx

xx yy x x xyy x

xy yx xyy y x

x x y x x x

xy yx xxy yx

x x

y y

+ + =

 + = + = 
⇒ 

+ = + =  

 − =  = 
⇒ 

+ = ≠+ = 

 =
⇒ 

= −

  

)مماثل   );x y  ھو( );x y−  

  
0x: الحالة   - ب 1y:  إذن   = 1yأو  = = −  

       

( ) ( )' ' ' '

''

'
'

; 1;0

1
1

0 0
0

xx yy xy yx

yyy
y

yx y
x

+ + =

 = = 
⇒ 

= ≠  =

  

)مماثل    )ھو  1;0( )و مماثل   1;0( )0; )ھو  −1 )0; 1−  

  
  3تمرين

 ( );G   ) e ھو محايدا العنصرال(  تبادليةغيرزمرة   ×

  ) −1aھو  aمماثل (               
}: نعتبر   }/C a G x G xa ax= ∈ ∀ ∈ =  

): بين أن   );C )زمرة جزئية للزمرة  × );G ×  

  
  الحل

)  :   لنبين أن    ) 1;a b C ab C−∀ ∈ ∈  

x:   نعتبر  G∈  

                                 ( ) 11 1

1 1

ab x a x b

b C x b bx

−− −

− −

=

∈ ⇒ =
  

                           ( ) 11 1 1ab x a bx axb

a C ax xa

−− − −= =

∈ ⇒ =
  

            ( ) 1 1;a b C x G ab x xab− −∀ ∈ ∀ ∈ =  

):                 إذن      ) 1;a b C ab C−∀ ∈ ∈  

): ومنه     );C )زمرة جزئية للزمرة  × );G ×  

1G: لدينا    C∈  نU:1 1G Gx G x x∀ ∈ =  

C: إذن   ≠ ∅  
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   4تمرين
 ( );G a    زمرة   × G∈ 

}: نعتبر    }/aH x G xa ax= ∈ =  

): بين أن   );aH )زمرة جزئية للزمرة  × );G ×  

  
  الحل

):      لنبين أن   ) 2 1; a ax y H xy H−∀ ∈ ∈  

          1 1
ax H xa ax a x xa− −∈ ⇔ = ⇔ =  

          1 1
ay H ya ay a y ya− −∈ ⇔ = ⇔ =  

  ( ) ( )1 11 1 1 1 1xy a x a y x ya xay axy
− −− − − − −= = = =  

)    :إذن  ) 2 1 1; ax y H xy a axy− −∀ ∈ =  

):     ومنه   ) 2 1; a ax y H xy H−∀ ∈ ∈  

)     :إذن  );aH )زمرة جزئية للزمرة  × );G ×  

  
  5تمرين

  : نعتبر  

   
cos sin

/
sin cos

x x
E x

x x

 −  
= ∈  

  
�  

  :                       نعتبر التطبيق  

                  

( ) ( ): ; ;

cos sin

sin cos

f E

x x
x

x x

+ → ×

− 
 
 

�

�
  

)جزء مستقر من  E: بين أن  -1 )( )2 ;×�M  

)تشاكل شمولي من  f: بين أن  -2 )نحو  �+;( );E × 

)استنتج بنية المجموعة  -3 );E ×  

: نعتبر  -4
cos sin

sin cos

x x
M

x x

− 
=  
 

  

3: احسب   2;M M     ثم استنتجnM  
  

  الحل
)ستقر من جزء م E: لنبين أن  -1 )( )2 ;×�M  

2cos:  نعتبر  sin cos sin
;

sin cos sin cos

x x y y
E

x x y y

 − −    
∈    

    
  

( ) ( )
( ) ( )

cos sin cos sin cos cos sin sin cos sin sin cos

sin cos sin cos sin cos cos sin sin sin cos cos

cos sin

sin cos

x x y y x y x y x y x y

x x y y x y x y x y x y

x y x y

x y x y

− − − − −     
× =     + − +     

+ − + 
= + + 

و          
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

x y x y
E

x y x y

+ − + 
∈ + + 

  

2cos: إذن  sin cos sin
;

sin cos sin cos

x x y y
E

x x y y

 − −    
∀ ∈    

    
  

  E∈ 
cos sin cos sin

sin cos sin cos

x x y y

x x y y

− −   
×   

   
  

)جزء مستقر من  E: و منه  )( )2 ;×�M 

  
)تشاكل شمولي من  f: لنبين أن   -2 )نحو  �+;( );E ×  

):       نعتبر  ) 2;x y ∈�  

              

( ) ( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

cos cos sin sin cos sin sin cos

sin cos cos sin sin sin cos cos

cos sin cos sin

sin cos sin cos

x y x y
f x y

x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x x y y

x x y y

+ − + 
+ = + + 

− − − 
= + − + 

− −   
= ×   
   

                                       ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ×  

)من  تشاكل f: إذن  )نحو  �+;( );E ×  

): و لدينا  )cos sin cos sin
/

sin cos sin cos

x x x x
E x f x

x x x x

− −   
∀ ∈ ∃ ∈ =   
   

�  

f  تشاكل شمولي من( )نحو  �+;( );E ×  

 
)استنتاج بنية المجموعة  -3 );E ×  

)تشاكل شمولي من  f: بما أن  )نحو  �+;( );E ×  

)و     بادلية زمرة ت �+;(

):  فإن  );E   زمرة تبادلية ×

  

: نعتبر  -4
cos sin

sin cos

x x
M

x x

− 
=  
 

  

3: حساب   2;M M     ثم استنتاجnM  

): من  ) ( ) ( )f x y f x f y+ = ×  

):  نبين بالترجع أن   ) ( )( )n
f nx f x=

  

:  إذن   
cos sin cos sin

sin cos sin cos

n
x x nx nx

x x nx nx

− −   
=   

   
  

  
  6تمرين

  : نعتبر  

   ( ) ( ) ( )2/ ; ; ; 0;0
a b

E a b a b
b a

 −  
= ∈ ≠  

  
�  
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:                   نعتبر التطبيق  

*:f E

a b
a ib

b a

→
− 

+ 
 

�

�
  

)جزء مستقر من  E: بين أن  -1 )( )2 ;×�M  

  تقابل f  :بين أن  - 2

)تشاكل من  f: بين أن  -3 );E )نحو  × )* ;×�  

)استنتج بنية المجموعة  -4 );E ×  

  
  الحل

)جزء مستقر من  E: بين أن لن -1 )( )2 ;×�M  

;2: نعتبر 
a b c d

E
b a d c

 − −    
∈    

    
  

  
( )a b c d ac bd bc ad

b a d c bc ad ac bd

− −  − − +   
=     + −    

  

و         
( )ac bd bc ad

E
bc ad ac bd

 − − + 
∈ + − 

  

;2 :إذن 
a b c d

E
b a d c

 − −    
∀ ∈    

    
  

          
a b c d

E
b a d c

− −  
∈  

  
  

)جزء مستقر من  E: ومنه  )( )2 ;×�M  

  
  تقابل f  :بين أن لن - 2

;2: نعتبر 
a b c d

E
b a d c

 − −    
∈    

    
  

a b c d a c
f f a ib c id

b a d c b d

 −   −  =    
= ⇔ + = + ⇔       =       

  

a b c d a b c d
f f

b a d c b a d c

 −   −  − −       
= ⇔ =          

          

)تباين                  f: إذن   )a  

c*:  نعتبر   id+ ∈�  

: لنحدد  
a b

E
b a

− 
∈ 

 
:بحيث  

a b
f c id

b a

 −  
= +  

  
   

          

a b
f c id a ib c id

b a

a c

b d

 −  
= + ⇔ + = +  

  

=
⇔  =

  

a b a b c d
f c id

b a b a d c

 −  − −     
= + ⇔ =      

      
  

)شمولي            f: إذن  )b  

) :من  )a  و( )b  :f تقابل  

  

)تشاكل من  f: بين أن  -3 );E )نحو  × )* ;×�  

( )

( ) ( )

a b c d ac bd bc ad
f f

b a d c bc ad ac bd

ac bd i bc ad

 − −   − − +    =      + −     

= − + +

                       

              ( ) ( )a b c d
f a bi c di

b a d c

 − −   
= + +   

   
  

)تشاكل من  f: إذن  );E )نحو  × )* ;×�

  
  
)استنتاج بنية المجموعة  -4 );E ×  

)تشاكل تقابلي من  f: بما أن  );E )نحو  × )* ;×�  

1f: فإن  )تشاكل  − )* )من  نحو  �×; );E ×  

): و بما أن  )*   زمرة �×;

) : فإن  );E   زمرة ×

  
  م2حظة

aمماثل (   ib+ في( )* ھو   �×;
2 2 2 2

a b
i

a b a b
−

+ +
 (  

مماثل(
a b

b a

− 
 
 

)في  );E ھو  ×
2 2 2 2

2 2 2 2

a b

a b a b
b a

a b a b

 
 + +
 
 − + + 

 (  

)العنصر المحايد في )*   1ھو  �×;

)عنصر المحايد فيال );E )ھو  × )1 1 0
1

0 1
f −  

=  
 

  

  
  7تمرين

( );G   ) −1aھو  aمماثل (  eھو  محايدا العنصرزمرة  ال ∗

:        معرف بما يلي    afالتطبيق 
1

:

* *
af G G

x a x a−

→

�
  

}:                   نعتبر  }/aF f a G= ∈  

:                   نعتبر التطبيق  
:

a

f G F

a f

→
�

  

  
)  بين أن  -1 );F )جزء مستقر من  � );�F  

)تشاكل شمولي من  f: بين أن  -2 );G )نحو  ∗ );F �  

)استنتج بنية المجموعة   - 3  );F �   

  
  الحل
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): لنبين أن  - 1 );F )جزء مستقر من  � );�F  

)     : يعني   ) 2; a ba b G f f F∀ ∈ ∈�  

x:       نعتبر  G∈  

                       ( ) ( )1 1* * * *a bf f x a b x b a− −=�  

)و  تجميعي *: بما أن   ) 1 1 1* *a b b a
− − −=  

):  فإن   ) ( ) ( ) 11 1* * * * * * * *a b x b a a b x a b
−− − =  

):       إذن     ) ( )a b a bf f x f x∗=�  x G∀ ∈  

):          و منه   ) 2; a b a ba b G f f f ∗∀ ∈ =�  

  
  G فيداخلي  قانون تركيب  * :وبما أن  

a : فإن  b G∗ ∈  
a   :    إذن     bf F∗ ∈  

a:       و منه  bf f F∈�     

):  إذن     ) 2; a ba b G f f F∀ ∈ ∈�  

):   و منه  );F )جزء مستقر من  � );�F      

  
)تشاكل من  f: لنبين أن  -2 );G )نحو  ∗ );F �  

):        نعتبر    ) 2;a b G∈  

):         لدينا    ) a bf a b f ∗∗ =  

):        إذن     ) a bf a b f f∗ = �  

)تشاكل من  f: إذن     );G )نحو  ∗ );F �  ( )a  

  شمولي f  :بين أن لن - 
): لدينا  ) af F a E f a f∀ ∈ ∃ ∈ =  

)شمولي   f :إذن  )b  

  
  

):  ومن  )a  و( )b      

f  تشاكل شمولي  من( );G )نحو  ∗ );F �  

  
)استنتاج بنية المجموعة  -3 );F �  

)تشاكل شمولي من  f: بما أن  );G )نحو  ∗ );F �  

)و   );G   زمرة  ∗

):  فإن  );F   زمرة �

  
  م<حظة

)العنصر المحايد في );G   eھو  ∗

)العنصر المحايد في );F )ھو  � ) ef e f=  

)في  aمماثل  );G    −1aھو   ∗

)في afمماثل  );F )ھو � ) 1
1

a
f a f −

− =  

  

   8 تمرين
): بين أن  )2; ;+   حلقة تبادلية واحدية   �×

) :بحيث  ) 2;x y∀ ∈� )و      )' ' 2;x y∀ ∈�  

     ( ) ( ) ( )' ' ' '; ; ;x y x y x x y y+ = + +  

     ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' '; ; 2 ;x y x y xx yy xy yx× = + +  

  الحل
) -أ   )واضح ( زمرة تبادلية    �+;2(

)صفر   )ھو  �+;2( )مماثل  0;0( );x y  ھو( );x y−   فى  −

 ( )2;+�    

  )الحساب (  �2تجميعي في   ×  - ب 
  )الحساب (  �2ادلي في  تب ×  - ج 

)وحدة  -د   )ھي  �×;2( )1;0   

  �2في  +تو زيعي بالنسبة للقانون  ×القانون   -ھـ 
  �2تبادلي في   ×بما أن   

  : نكتفي بالبرھنة أن 

( ) 2;x y∀ ∈� )و      )' ' 2;x y∀ )و  �∋ )" " 2;x y∀ ∈�  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )' ' " " ' ' " "; ; ; ; ; ; ;x y x y x y x y x y x y x y× + = × + ×

  )كذلك الحساب (    

)) ھـ  -د  –ج  –ب  -أ( من   )2; ;+   واحدية حلقة تبادلية  �×

  
  9تمرين

21: بين أن  -1 0j j+ +  :بحيث  =
2

3
i

j e
π

=  

): نعتبر  -2 ){ }2/ ; :E z a b z a bj= ∈ ∃ ∈ = +� �  

): بين أن  ); ;E +   حلقة تبادلية واحدية   ×

  الحل
) -أ );E   )واضح ( مرة تبادلية   ز +

) :طريقة البرھنة أن  );E   زمرة تبادلية +

): نبين أن  );E   زمرة تبادلية مباشرة +

): أو من ا'حسن  نبين أن   );E )زمرة جزئية من  + );+�  

) :و بما أن     زمرة تبادلية    �+;(

): فإن  );E   زمرة تبادلية    +

  
الحساب و الع2قة (  Eقانون تركيب داخلي في   × - ب 

21 0j j+ + = (  

)بما أن   ); ;+ Eم تبادلى  و  جس �× ⊂ قانون تركيب  ×و  �

   Eداخلي في  
  )الحساب (   Eتجميعي في  في   × - ج :  فإن   

  )الحساب (   Eتبادلي في  في   ×  - د           
)وحدة  -  ج           );E   1ھي  ×

  Eفي  +تو زيعي بالنسبة للقانون  ×القانون   -ھـ           
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)) ھـ  – د –ج  –ب  -أ( من  ); ;E +   واحدية حلقة تبادلية  ×

  
  10 تمرين
): بين أن  ); ;∗ Τ�  جسم تبادلي  

       ( ) 2 1
;

x y x y
x y

x y x y xy

∗ = + −
∀ ∈  Τ = + −

�  

  الحل
) -أ    )الحساب ( زمرة تبادلية    �∗;(

)المحايد في  العنصر    1ھو  �∗;(

} - ب }( )1 ;− Τ�   الحساب ( زمرة تبادلية(  

)العنصر المحايد في   );Τ�  0ھو  

  )الحساب ( �في  ∗سبة للقانون تو زيعي بالن Τالقانون  - ج 
  �تبادلي في   Τبما أن   

  : نكتفي بالبرھنة أن 

 

( ) ( ) ( ) ( )3; ;x y z x y z x y x z∀ ∈ Τ ∗ = Τ ∗ Τ�

))  ج –ب  -أ( من    ); ;∗ Τ�  دليجسم تبا  

  
  11تمرين

  : نعتبر  

   ( ) 2/ ;
5 2

x y
x y

y x y

  
= ∈  − +  

�K  

): بين أن  ); ;+ ×K  جسم تبادلي  

  الحل
1- ( );+k   الطريقة ( زمرة تبادلية(  

): بما أن  -   )( )2 ;+�M   زمرة تبادلية   و( )2⊂ �k M  

): يكفي ان نبين أن       );+k  زمرة جزئية من( )( )2 ;+�M  

): و منه     );+k   زمرة تبادلية  

)العنصر المحايد في    );+k  ھو( )2

0 0
0

0 0

 
= 

 
�M

  

2-  ( ){ }( )2
0 ;− ×

�M
k الطريقة ( رة تبادلية  زم(  

  )الحساب (  kقانون تركيب داخلي في  × -أ   

( ) ( ) ( )

5 2 5 2

5 2

5 2 5 2 2

x y a b

y x y b a b

xa yb xb ya yb

xb ya yb xa yb xb ya yb

   ×   − + − +   

− + + 
=  − + + − + + + 

)تبادلي في  × -  ب    ){ }
2

0−
�M

k   ) الحساب(  

)بما أن  - )( )2 ; ;+ ×�M   حلقة واحدية  و⊂ �k  قانون  ×و

   kتركيب داخلي في  

)تجميعي في     × - ج:  فإن    ){ }
2

0−
�M

k    

)وحدة   -د           ){ }( )2
0 ;− ×

�M
k  ھي( )2

1 0
1

0 1

 
= 

 
�M

  

)لنبين أن جميع عناصر   - ھـ ){ }
2

0−
�M

k  تقبل مماث2 في

( ){ }
2

0−
�M

k   

)تبادلي في   ×بما أن   ){ }
2

0−
�M

k  

): نكتفي بتحديد  ){ }
2

0
5 2

x y

y x y

 
∈ − − + 

�M
k  

: بحيث 
1 0

5 2 5 2 0 1

x y a b

y x y b a b

     
× =     − + − +     

  

):  نجد  )
5 15 1

2 02 0

ax byxa yb

bx a b yxb ya yb

− =− = ⇔  + + =+ + =  
  

2 25 2 0b ab a+ + ≠   
': 'ن   24 0b a∆ = − 'و  > 24 0a b∆ = − <  

:    حل النظمة نجد 
2 2

2 2

2

5 2

5 2

a b
x

b ab a
b

y
b ab a

+ = + +
 − =
 + +

  

  

)) ھـ  – د –ج  –ب  -أ( من  ){ }( )2
0 ;− ×

�M
k   زمرة تبادلية  

  kفي  +توزيعي بالنسبة للقانون  ×القانون   -3
)بما أن  )( )2 ; ;+ ×�M   حلقة واحدية  و⊂ �k  نون قا ×و

 +توزيعي بالنسبة للقانون  ×فإن القانون    kتركيب داخلي في  
  kفي 
))  3 – 2 - 1(   من ); ;+ ×K  جسم تبادلي  

  
  )  2003اUستدراكية (   12تمرين

):   نعتبر   ) ( ) 2
;

2
/ ;

2
a b

a b
M a b

b a

 
= ∈ 
 
 

�  

                     ( ){ }2 2
; / 2 1a bE M a b= − =  

                                  
3 2 2

2 2 3
A

 
=  
 
 

  

A:  تحقق أن   – 1 E∈  
)جزء مستقر من  E: بين أن  -2 )( )2 ;×�M  

  Eتبادلي في  ×و أن قانون التركيب الداخلي      
  بالنسبة لقانون     Eتقبل مقلوبا في  Eجميع عناصر : بين أن  -3
  ×التركيب الداخلي    
) :بين أن  -4 );E   زمرة تبادلية  ×
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