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  الحيان:     الأستاذ     حساب بعض التكاملات  الثانية بكالوريا علوم رياضية
     :1التمرين 

          :أحسب التكامل التالي   
4

0

tanA x dx

π

= ∫.    

  ÷†الجواب  ÷†

                                         : لدينا 
4

0

tanA x dx

π

= ∫  

    ( )
4 4

2 2

0 0

1 tan ( ) tan tan ( ) tanx x dx x x dx

π π

= + −∫ ∫  

           
4 4

2

0 0

tan ( ) tan tan ( ) tanx x dx x x dx

π π

′= −∫ ∫  

                 
3 44

22

00

2 tan ( ) tan ( ) tan
3

x x x dx

ππ

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫  

                                 
4

2

0

2 tan ( ) tan
3

A x x dx

π

= − ∫  

                             :نضع 
4

2

0

tan ( ) tanI x x dx

π

= ∫.   

tant   وضع بلمتغير؛االمكاملة بتغيير نستعمل x=   

0             :لدينا  0x t= ⇒ 1     و    =
4

x tπ
= ⇒ =   

)      و )
2 41 tan ( ) 1tan

22 tan
x tdt x dx dx dx

tx
+ +′= = =  

4    :إذن 

2
1

tdx dt
t

=
+

  :ومنه نستنتج أن        . 

      
1 1 16 6 2 2

4
4 4 4

0 0 0

2. . 2 2
1 1 1

t t t t tI t t dt dt dt
t t t

+ −
= = =

+ + +∫ ∫ ∫  

                                   

        
11 12 2

2 3
4 4

00 0

12 2
1 3 1

t tt dt t dt
t t

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫      

                                              
1 2

4
0

2 2
3 1

tI dt
t

= −
+∫   

                           : لنحسب التكامل 
1 2

4
0 1

tJ dt
t

=
+∫.   

                :ا لدين
( )( )

2 2

4 2 21 2 1 2 1
t t

t t t t t
=

+ + + − +
  

               
2 2

2
4 2 1 2 1

t t
t t t t
⎛ ⎞= − −⎜ ⎟+ + − +⎝ ⎠

  

  

                                      

            
2

4 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 8 2 1 2 1

t t t
t t t t t

⎛ ⎞+ − − +
= − −⎜ ⎟⎜ ⎟+ + + − +⎝ ⎠

  

          
( )2

22

2 12 2
8 2 1 1 2

2 2

t t

t t
t

⎛
⎜ ′+ +⎜

= − −⎜ + + ⎛ ⎞⎜ + +⎜ ⎟⎜
⎝ ⎠⎝       

           

( )2

22

2 1 2
2 1 1 2

2 2

t t

t t
t

⎞
⎟′− + ⎟

− − ⎟− + ⎛ ⎞ ⎟+ −⎜ ⎟ ⎟
⎝ ⎠ ⎠

  

        
( )

( )
2

22

2 12 22
8 2 1 1 2 1

t t

t t t

⎛ ′+ +⎜
= − −⎜ + + + +⎜

⎝

  

        
( )

( )
2

22

2 1 22
2 1 1 2 1

t t

t t t

⎞′− + ⎟
− − ⎟− + + − ⎟

⎠

  

       
( ) ( )

( )
2

22

2 1 2 12 2
8 2 1 1 2 1

t t t

t t t

⎛ ′ ′+ + +⎜
= − −⎜ + + + +⎜

⎝

  

        
( ) ( )

( )
2

22

2 1 2 1
2

2 1 1 2 1

t t t

t t t

⎞′ ′− + − ⎟
− − ⎟− + + − ⎟

⎠

  

 :ومنه فإن 
1

1 2 2

4 2
0 0

2 2 1ln
1 8 2 1

t t tJ dt
t t t

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +
= = − ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+ − +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫  

( ) ( ) 1

0

2 tan 2 1 tan 2 1
4

Arc t Arc t⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦  

                                          2 2 2ln
8 2 2

J
⎛ ⎞+

= − ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

( ) ( )2 tan 2 1 tan 2 1
4 4 4

Arc Arcπ π⎛ ⎞+ + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

    :ولدينا 
( )2
2 22 2 6 4 2 3 2 2

4 2 22 2

++ +
= = = +

−−
 .  

12                                   :  و        1
2 1

− =
+

   

10     : و     : tan( ) tan
2

x Arc x Arc
x

π⎛ ⎞∀ > + =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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)         :إذن ) ( )tan 2 1 tan 2 1
2

Arc Arc π
+ + − =  

):  ومنه فإن  )2 2ln 3 2 2
8 4 2 4 4

J π π π⎛ ⎞= − + + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   

                              ( )2 2ln 3 2 2
8 8

J π
= − + +  

):             إذن  )2 2 22 ln 3 2 2
3 8 8

I π⎛ ⎞
= − − + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

                        ( )2 2 2ln 3 2 2
3 4 4

I π
= + + −  

  :  وبالتالي فإن

          ( )2 2 2 2 2ln 3 2 2
3 3 3 4 4

A I π⎛ ⎞
= − = − + + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

              ( )
4

0

2 2tan ln 3 2 2
4 4

A x dx

π

π
= = − + +∫  

     :2التمرين 

          :     أحسب التكامل التالي 
1

4
0

1
1

B dx
x

=
+∫.   

  ÷†الجواب  ÷†

          : لدينا 
( )( )4 2 2

1 1
1 2 1 2 1x x x x x

=
+ + + − +

  

                 
2 2

2 1 2 1
4 2 4 2

2 1 2 1

x x

x x x x

⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟

⎜ ⎟= +
+ + − +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ) ( )
2 2

2 1 2 12 2 2 2
8 4 8 4

2 1 2 1

x x

x x x x

⎛ ⎞
+ + − − +⎜ ⎟

⎜ ⎟= +
+ + − +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  
( ) ( )2 2

2 2

2 1 2 12 2
8 82 1 2 1

x x x x

x x x x

′ ′+ + − +
= −

+ + − +
  

      2 2

1 1
4 4
2 1 2 1

2 2 2 2
x x

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

 
( ) ( )2 2

2 2

2 1 2 12 2
8 82 1 2 1

x x x x

x x x x

′ ′+ + − +
= −

+ + − +
  

         
( ) ( )2 2

1 1
2 2

1 2 1 1 2 1x x
+ +

+ + + −
  

  

  
( ) ( )2 2

4 2 2

2 1 2 11 2 2
1 8 82 1 2 1

x x x x

x x x x x

′ ′+ + − +
= −

+ + + − +
  

    
( )
( )

( )
( )2 2

2 1 2 12 2
2 21 2 1 1 2 1

x x

x x

′ ′+ −
+ +

+ + + −
  

                 
1

1 2

4 2
0 0

1 2 2 1ln
1 8 2 1

x xB dx
x x x

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +
= = ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+ − +⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∫   

   ( ) ( ) 1

0

2 tan 2 1 tan 2 1
2

Arc x Arc x⎡ ⎤+ + + −⎣ ⎦  

                                                  2 2 2ln
8 2 2

B
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
  

( ) ( )2 tan 2 1 tan 2 1
2 4 4

Arc Arcπ π⎛ ⎞+ + − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :آما رأينا في السؤال السابق ؛ نحصل على ما يلي 

        ( )
1

4
0

1 2 2ln 3 2 2
1 8 4

B dx
x

π
= = + +

+∫  

     :3التمرين 

       :أحسب التكامل التالي 
1

2

0

1C x dx= +∫.   

  ÷†الجواب  ÷†

: نضع 
2

( ) 1

( ) 1

u x

v x x

′ =⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
: إذن  . 

2

( )

( )
1

u x x
xv x

x

=⎧
⎪
⎨ ′ =⎪ +⎩

.   

] قابلتين للإشتقاق على المجالv و u لدينا     و0,1[

u v و ′ ] متصلتين على المجال′ حسب صيغة  . 0,1[

  : المكاملة بالأجزاء ؛ لدينا 

                   [ ]
1

1

0
0

( ) ( ) ( ) ( )C u x v x u x v x dx′= × − ×∫  

                          
1 21

2

20 0

1
1
xx x dx

x
⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ +

∫   

                                    
1 2

2
0

1 12
1
x dx

x
+ −

= −
+

∫  

                   
1 1

2

2
0 0

12 1
1

x dx dx
x

= − + +
+

∫ ∫  

                               
1

2
0

12
1

C C dx
x

= − +
+

∫  

:                              إذن 
1

2
0

12 2
1

C dx
x

= −
+

∫  

          :        ومنه فإن 
1

2
0

1 1 12
2 2 1

C dx
x

= −
+

∫  
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         :                            نضع 
1

2
0

1
1

I dx
x

=
+

∫.   

21t                          : نعتبر  المتغير  x x= + +.   

21xالدالة  x x+    قابلة للإشتقاق على المجال+
[ ] ومشتقتها متصلة على المجال0,1[ ]0,1.   

: لدينا 
0 1

1 1 2

x t

x t

= ⇒ =⎧⎪
⎨

= ⇒ = +⎪⎩
) و   )21dt x x dx= + +  

                                    
2

21
2 1

x dx
x

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

+⎝ ⎠
  

                                        
2

2

1
1

x x dx
x

+ +
=

+
  

                                            
21

tdt dx
x

=
+

 

  :  أن ومنه نستنتج 
21

dx dt
tx

=
+

.   

  : وحسب المكاملة بتغيير المتغير ؛ لدينا 

                    ( )
1 2

1 2

1
1

ln ln 1 2dtI t
t

+
+

= = ⎡ ⎤ = +⎣ ⎦∫  

)                    :ومنه نجد  )1 12 ln 1 2
2 2

C = − +  

( )( )
1

2
0

1 1 2 ln 1 2
21

dx
x

= − +
+

∫  

  . بطرق أخرى Iب التكامل يمكن حسا:ملاحظة 
)tan: نضع المتغير : مثلا     )x t= أي tan( )t Arc x=  

                                   : لدينا 
0 0

1
4

x t

x t π
= ⇒ =⎧

⎪
⎨

= ⇒ =⎪⎩

   

)              :          و )2tan ( ) 1 tan ( )dx t dt t dt′= = +  

] قابلة للإشتقاق على المجالtanArcالدالة     و0,1[

]مشتقتها متصلة على المجال  حسب المكاملة  . 0,1[

  :                            يتغيير المتغير ؛ لدينا 

  ( )
4 4

2 2

2
0 0

1 1 tan ( ) 1 tan ( ).
1 tan ( )

I t dt t dt
t

π π

= + = +
+

∫ ∫  

                          
4 4

2
0 0

1 1. .
cos ( ) cos( )

I dt dt
t t

π π

= =∫ ∫  

,0: وبما أن  : cos( ) 0
4

t xπ⎡ ⎤∀ ∈ >⎢ ⎥⎣ ⎦
  :  ؛ فإن 

4

0

1 .
cos( )

I dt
t

π

= ∫  

  

tanنعتبر المتغير 
2
tu ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  : إذن  . 

                                  
0 0

tan
4 8

t u

t uπ π
= ⇒ =⎧

⎪
⎨ ⎛ ⎞= ⇒ = ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

tan: ولدينا 
2
tt ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

   قابلة للإشتقاق على المجال

          0,
4
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
,0 ومشتقتها متصلة على المجال

4
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
.  

21tan:        و       1 tan
2 2 2
t tdu dt dt⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

                      ( )2
2

1 21
2 1

dudu u dt dt
u

⇒ = + ⇒ =
+

  

:                        و     
2

2

1cos( )
1

ut
u

−
=

+
.   

  :وحسب المكاملة بتغيير المتغير ؛ لدينا 

               

tan tan
8 82

2 2 2
0 0

1 2 2
1 1 1

u u uI du du
u u u

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠+

= × =
− + −∫ ∫  

 
( ) ( )

tan tan
8 8

0 0

1 11 1
1 1 1 1

u u
I du du

u u u u

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞′ ′+ −⎛ ⎞ ⎜ ⎟= + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

        
tan

8tan
8

0
0

1ln 1 ln 1 ln
1

uI u u
u

π
π

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎡ + ⎤

= ⎡ + − − ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎣ ⎦
  

tan  : لنحدد قيمة العدد 
8
π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  .  

      :لدينا 
2

2 tan
81 tan tan 2

4 8 1 tan
8

π
π π

π

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎝ ⎠= = × =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2tan                : إذن   2 tan 1 0
8 8
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

tanوبوضع 
8

t π⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2:        ؛ نجد  2 1 0t t+ − =.   

∆′2لدينا  1:                إذن = 2bt
a
′ ′− + ∆

= = − +  

):                أو    )1 2 1 2bt
a
′ ′− − ∆

= = − − = − +  

,0وبما أن  tan 0
8 2 8

tπ π π⎤ ⎡ ⎛ ⎞∈ ⇒ = >⎜ ⎟⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎝ ⎠
  :   ؛ فإن 

tan 1 2
8
π⎛ ⎞ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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:                إذن 
1 2

0

1 2ln ln
1 2 2

uI
u

− + ⎛ ⎞⎡ + ⎤
= = ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎜ ⎟− −⎣ ⎦ ⎝ ⎠

  

                     
( ) ( )

2 2 2
ln ln 1 2

2
I

⎛ ⎞+
⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

):                 ومنه فإن  )
1

2
0

1 . ln 1 2
1

dx
x

= +
+

∫.  

 بوضع:تطبيق 
1t x
x

=   :؛ أحسب التكامل التالي −

  
2 2

4 2
1

1 .
1

xJ dx
x x x

+
=

− +
∫  

:                             لدينا 
1 0

1 32 2
2 2

x t

x t

= ⇒ =⎧
⎪
⎨

= ⇒ = − =⎪⎩

  

الدالة 
1x x
x

]جال قابلة للإشتقاق على الم− ]1, 2  

]ومشتقتها متصلة على المجال ]1, 2.   

: ولدينا  
2

2 2

1 1 11 xdt x dx dx dx
x x x

′ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

:  و لدينا 
2

2 2
2

1 1 1 2t x t x x
x x x

⎛ ⎞= − ⇒ = − = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

2:                                    إذن    
2

1 2x t
x

+ = −.  

 : ومنه فإن 
2 2

24 2 4 2

1 1 1
11 1

x x
xx x x x x

x

+ +
= ×

− + − +
  

                 
2

2
2

2

1 1
1 1

x
x

x
x

+
= ×

+ −
  

  : حسب المكاملة بتغيير المتغير ؛ نجد 

                ( )
3 3
2 2

2 2
0 0

ln 1 2
2 1 1

dt dtJ
t t

= = = +
+ − +

∫ ∫  

):    وبالتالي فإن  )
2 2

4 2
1

1 . ln 1 2
1

x dx
x x x

+
= +

− +
∫.   

     :4التمرين 

       :أحسب التكامل التالي 
3

3
0

1
cos ( )

D dx
x

π

= ∫.   

  ÷†الجواب  ÷†

:لدينا 
3 3

2
0 0

1 1 1 tan ( ).
cos( ) cos ( ) cos( )

D dx x dx
x x x

π π

′= × = ×∫ ∫  

 و tanلدينا 
1

cos( )
x

x
  لتين للإشتقاق على  قاب

,0المجال
3
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
  ودالتيها المشتقة متصلتين على المجال

0,
3
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
  : حسب المكاملة بالأجزاء ؛ لدينا  . 

      
33

00

1 1tan( ) tan( )
cos( ) cos( )

D x x dx
x x

ππ ′⎡ ⎤ ⎛ ⎞
= × − ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎝ ⎠

∫  

                      [ ]
3

3
20

0

cos ( )sin( ) tan( )
cos ( )

xD x x dx
x

π
π ′

= − −∫  

                        [ ]
3

3
20

0

sin( )sin( ) tan( )
cos ( )

xD x x dx
x

π
π

= − ∫  

                                  [ ]
23

3
30

0

sin ( )sin( )
cos ( )

xD x dx
x

π
π

= − ∫  

                             [ ]
23

3
30

0

1 cos ( )sin( )
cos ( )

xD x dx
x

π
π −

= − ∫  

         [ ]
23 3

3
3 30

0 0

1 cos ( )sin( )
cos ( ) cos ( )

xD x dx dx
x x

π π
π

= − +∫ ∫  

                           [ ]
3

3
0

0

1sin( )
cos( )

D x D dx
x

π
π

= − + ∫  

                                  :إذن 
3

0

3 12
2 cos( )

D dx
x

π

= + ∫  

tanنعتبر المتغير 
2
xt ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  : إذن  . 

0 0x t= ⇒ 3tan   و  =
3 6 3

x tπ π⎛ ⎞= ⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

tan: ولدينا 
2
xx ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

  المجال قابلة للإشتقاق على 

          0,
3
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
,0 ومشتقتها متصلة على المجال

3
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
.  

)و  )2
2

1 21
2 1

dtdt t dx dx
t

= + ⇒ =
+

 و  
2

2

1cos( )
1

tx
t

−
=

+
.   

  :                  وحسب المكاملة بتغيير المتغير ؛ لدينا 

       

3 3
23 3 3

2 2 2
0 0 0

1 1 2 2
cos( ) 1 1 1

t t tdx du dt
x t t t

π

+
= × =

− + −∫ ∫ ∫   

( )
3

3

0

1ln ln 2 3
1

t
t

⎡ + ⎤
= = +⎢ ⎥−⎣ ⎦

  

) : وبالتالي فإن  )
3

3
0

1 3 1 ln 2 3
cos ( ) 4 2

dx
x

π

= + +∫.   
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     :5التمرين 

 :أحسب التكامل التالي
4

2

0

1 tan( ) tan ( ).E x x dx

π

= + +∫ 

  ÷†الجواب  ÷†

:                    لدينا 
24

2
0

1 tan( ) tan ( ) .
1 tan( ) tan ( )

x xE dx
x x

π

+ +
=

+ +
∫  

 
24 4

2 2
0 0

1 tan ( ) tan( ). .
1 tan( ) tan ( ) 1 tan( ) tan ( )

x xE dx dx
x x x x

π π

+
= +

+ + + +
∫ ∫  

:                    نضع 
24

2
0

1 tan ( ) .
1 tan( ) tan ( )

xI dx
x x

π

+
=

+ +
∫   

                         :  و  
4

2
0

tan( ) .
1 tan( ) tan ( )

xJ dx
x x

π

=
+ +

∫  

E                           : إذن  I J= +  
   :Iحساب  

)tan: نضع  )t x=  .  إذن  :
0 0

1
4

x t

x tπ
= ⇒ =⎧

⎪
⎨

= ⇒ =⎪⎩

  :  و  لدينا 

        ( ) ( )2 2tan ( ) 1 tan ( ) 1dt x dx x dx t dx′= = + = +  

                                               21
dtdx

t
⇒ =

+
  

,0 قابلة للإشتقاق على المجالtanالدالة
4
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
   و

,0مشتقتها متصلة على المجال
4
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
حسب  . 

  :المكاملة بتغيير المتغير ؛ نحصل على 

                   
1 12

22 2
0 0

1
11 1

t dt dtI
tt t t t

+
= × =

++ + + +
∫ ∫  

           
1 1

2 2
0 01 3 3 4 1 1

2 4 4 3 2

dt dtI

t t

= =
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∫ ∫  

                                  
1

2
0

4 .
3

4 1 1
3 2

dt
I

t

=
⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

∫  

: نضع 
4 1
3 2

u t⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

:    إذن  . 
4.
3

du dt=؛ و لدينا : 

30
3

1 3

t u

t u

⎧
= ⇒ =⎪

⎨
⎪ = ⇒ =⎩

  

الدالة
4 1
3 2

t t⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

   قابلة للإشتقاق على المجال

[ ] ومشتقتها متصلة على المجال0,1[ حسب  . 0,1[

        :تقنية المكاملة بالأجزاء ؛ نجد 

3
3

2
3 1

duI
u

=
+

∫.  

21x: وبوضع  u u= +   : ؛ نجد +

3 3 2

3 3
3

u x

u x

⎧ = ⇒ = +
⎪
⎨

= ⇒ =⎪
⎩

  

21uالدالة u u+    قابلة للإشتقاق على المجال+

33,
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ومشتقتها متصلة على المجال
33,

3
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.  

)      :  ولدينا  )
2

2

2

11
1

u udx u u du du
u

′ + +
= + + =

+
   

                                        
21

dx du
x u

⇒ =
+

  

  :              حسب تقنية المكاملة بالأجزاء ؛ نجد 

                
3 2

3 2

3
3

2ln ln 1
3

dxI x
x

+
+ ⎛ ⎞= = ⎡ ⎤ = +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠∫  

   :Jحساب  

:                      لدينا 
4

0

sin( ) .
1 sin( ) cos( )

xJ dx
x x

π

=
+∫  

: لأن 
sin( )tan( )
cos( )

xx
x

2   و    =
2

11 tan ( )
cos ( )

x
x

+ =.   

: نضع 
4

t xπ
= dt  : إذن  . − dx=   :  و لدينا −

 
1 1 1sin( )cos( ) sin(2 ) sin 2 cos(2 )
2 2 4 2

x x x t tπ⎛ ⎞⎛ ⎞= = − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

               ( )2sin( ) sin cos( ) sin( )
4 2

x t t tπ⎛ ⎞= − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

          :          ومنه فإن 
4

0

2 cos( ) sin( ) .
2 11 cos(2 )

2

t tJ dt
t

π

+
=

+
∫  

2cos(2:وبما أن ) 2cos ( ) 1t t= 2cos(2و − ) 1 2sin ( )t t= −  

: فإن
4 4

2 20 0

2 cos( ) 2 sin( ). .
2 23 1sin ( ) cos ( )

2 2

t tJ dt dt
t t

π π

−
= −

− +
∫ ∫  

: نضع 
4

1
20

cos( ) .
3 sin ( )
2

tJ dt
t

π

=
−

 و ∫
4

2
20

sin( ) .
1 cos ( )
2

tJ dt
t

π

−
=

+
∫ 
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            :     لدينا  
4

1 2
0

2 cos( )
3 .

21 sin( )
3

t
J dt

t

π

=
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫  

: نضع 
2 sin( )
3

x t= .  إذن   :
2 cos( )
3

dx t dt=.   

و 
0 0

1
4 3

t x

t xπ
= ⇒ =⎧

⎪
⎨ = ⇒ =⎪⎩

حسب المكاملة بتغيير المتغير ؛  . 

] :نجد أن  ]
1

13
3

1 02
0

1sin( ) sin
31

dxJ Arc x Arc
x

⎛ ⎞= = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠−

∫  

)cos: نضع  )x t= .  إذن :sin( )dx t dt= −.   

:                          و    
0 1

2
4 2

t x

t xπ

= ⇒ =⎧
⎪
⎨

= ⇒ =⎪⎩

  

  :    حسب المكاملة بالأجزاء ؛ نحصل على 

                      
( )

2 2
2 2

2 2
21 1

2
1 1 2
2

dx dxJ
xx

= =
++

∫ ∫  

2t:   وبوضع  x= 2:  ؛ لديناdt dx= .  إذن          :

                ( )
1 1

2
2 2 22

ln 1
1
dtJ t t

t
⎡ ⎤= = + +⎢ ⎥⎣ ⎦+

∫  

                          ( ) ( )2 ln 1 2 ln 2 3J = + − +  

1:                              فإن ومنه  2
2 2

2 2
J J J= +  

          2 1 2 1 2sin ln
2 23 2 3

A rc
⎛ ⎞+⎛ ⎞= + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

E                                  : و بالتالي فإن  I J= +  

   2 2 1 2 1 2ln 1 sin ln
2 23 3 2 3

E Arc
⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

     :6التمرين 

)       :أحسب التكامل التالي )
4

0

ln 1 tan( ) .F x dx

π

= +∫.   

  ÷†الجواب  ÷†

:                    لدينا 
4

0

cos( ) sin( )ln .
cos( )
x xF dx

x

π

⎛ ⎞+
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

     ( ) ( )
4 4

0 0

ln cos( ) sin( ) . ln cos( ) .F x x dx x dx

π π

= + −∫ ∫  

     ( )
4 4

0 0

ln 2 sin . ln cos( ) .
4

F x dx x dx

π π

π⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫  

 ( ) ( )
4 4

0 0

ln 2 ln sin . ln cos( ) .
4 4

F x dx x dx

π π

π π⎛ ⎞⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  

: نضع 
4

t x π
= dt: إذن  . + dx= .  ولدينا :  

0
4

4 2

x t

x t

π

π π

⎧ = ⇒ =⎪⎪
⎨
⎪ = ⇒ =
⎪⎩

  

):         إذن  )
4 2

0
4

ln sin . ln sin( ) .
4

x dx t dt

π π

π

π⎛ ⎞⎛ ⎞+ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫  

):       و     )
4 4

0 0

ln cos( ) . ln sin .
2

x dx x dx

π π

π⎛ ⎞⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠∫ ∫  

 :نضع 
2

t xπ
= dt: إذن  . − dx=   :ولدينا  . −

0
2

4 4

x t

x t

π

π π

⎧ = ⇒ =⎪⎪
⎨
⎪ = ⇒ =
⎪⎩

   

):     ومنه فإن  ) ( )
4 2

0
4

ln cos( ) . ln sin( ) .x dx t dt

π π

π

= −∫ ∫  

):        وبالتالي فإن  )ln 2 ln(2)
4 8

F π π
= =.   

( )
4

0

ln 1 tan( ) ln(2)
8

x dx

π

π
+ =∫  

     :7تمرين ال

( )
1

2
0 1

n n
dxI
x

=
+

1nIو  nIحدد العلاقة بين  .∫ +.( )n ∈.  

  ÷†الجواب  ÷†

:نضع

( )2

'( ) 1
1( )

1
n

u x

v x
x

=⎧
⎪
⎨ =
⎪ +⎩

:إذن 

( ) 12

( )

'( ) 2
1

n

u x x
xv x n
x

+

=⎧
⎪
⎨ = −
⎪ +⎩

  

                   
( ) ( )

1
1 2

12 2
0

0

2
1 1

n n n
x xI n dx
x x

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

∫  

 
( )

( )
1 2

112
0

1 1 1 12 2
2 21

n n nnn n

xI n dx n I I
x

++

+ −
= + = + −

+
∫....  

On pourra retenir l’idée qu’il y a 
toujours de multiples manières 
d’intégrer par parties , et qu’un 
choix judicieux peut simplifier 
considérablement les calculs.

Le fameux 
truc 
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