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  ا?عـداد العـقـديـة
 

  1تمرين
 z   حدد الشكل الجبري ل

   -أ
2 3

4 5

i
z

i

−=
+

1)3-ب    3)z i= 1)12 -ج   − )z i= −  

  الحل
  -ج 

                                                     ( )
( )

12

62

6

(1 )

(1 )

2

z i

i

i

= −

= −

= −

  

                                                               64z = −  
  2تمرين

3-أ   : �حل في  2 1 2z iz i− = 3-ب     + 5z iz+ ∈�   
3-ج       5z iz i+ ∈ )  - د      � ) 21 1 i z iz i− + + ∈ � 

  الحل
z: نعتبر     x iy= +  

3-أ 2 1 2z iz i− = +       

( ) ( )3 2 1 2 3 2 2 3 1 2

3 2 1

2 3 2

z iz i x y x y i i

x y

x y

− = + ⇔ − + − − = +

− =⇔ − − =

:    نجد  
1 8

13 13
z i= − −  

3 -ب 5z iz+ ∈�    

  

( ) ( )( )3 5 3 5 5 3

5 3 0

5

3

z iz x y x y i

x y

y x

+ ∈ ⇔ − + − ∈

⇔ − =

⇔ =

� �

  

                              
5

/
3

S x xi x
 = + ∈ 
 

�  

: ھندسيا الحل ھو المستقيم الذي معادلته 
5

3
y x=  

3-ج 5z iz i+ ∈ �   

( ) ( )( )3 5 3 5 5 3

3 5 0

3

5

z iz i x y x y i i

x y

y x

+ ∈ ⇔ − + − ∈

⇔ − =

⇔ =

� �

       

                              
3

/
5

S x xi x
 = + ∈ 
 

�  

: ھندسيا الحل ھو المستقيم الذي معادلته 
3

5
y x=  

)  - د ) 21 1 i z iz i− + + ∈ �  

( ) ( ) ( )2 2 21 1 1 2

1 2 0

1 1
;

2 1 2

i z iz i x y xy i x y x y i

x y xy

x
y x

x

− + + ∈ ⇔ − + − − + − + ∈

⇔ − + − =
−⇔ = ≠
−

� �

  

                            
1

2 1

x
z x i

x

− = +  − 
  

: ھندسيا الحل ھو الھذلول الذي معادلته 
1

2 1

x
y

x

−=
−

  

: مركزه  
1 1

;
2 2

 Ω 
 

=: مقارباه     1

2
x   و= 1

2
y  

  : تذكير 
=المنحنى الممثل للدالة  - + +2( )f x ax bx c    "0a ≠  "

رأسه   شلجم
  − −Ω   

  
;

2 2

b b
f

a a
تقيم  المس و محوره   

−=
2

b
x

a
 

 المنحنى الممثل للدالة  -
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+=
+

( )
ax b

f x
cx d

    "− ≠ ≠ − ≠0 ; ; 0
d

ad bc x c
c

  "  

رأسه  ھذلول  
 

Ω − 
 

;
d a

c c
   و و مقارباه   

=المستقيم    − dx
c

=و المستقيم     ay
c

  

  
  3تمرين
  بحيث  Eفي كل حالة حدد مجموعة النقط  : Zھو  Mلحق

3 -أ  2 2z i− + 2 -ب      = 3 4z z i− = + −    

1 -ج 2 1z z− = ) - د  + ) ( )3 2 3 2 25z i z i− + − − =      

] -ھـ ]2
4

Argz
π π≡    و- [ ]( 2) 2

4
Arg z

π π− ≡  

]  - ز ]( 2 ) 2Argz Arg z i π≡ +  

  الحل
)  :  تحديد   -أ ){ }/ 3 2 2E M P z i= ∈ − + =  

):      نعتبر        )3 2−;A  3إذن 2= −
A
Z i    

MZ: لدينا       Z=  

                 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

/ 3 2 2

/ 2

/ 2

M A

E M P z i

M P Z Z

M P AM

= ∈ − + =

= ∈ − =

= ∈ =

               

):                                    و منه   );2E A=C 

    
):    تحديد   -ب ){ }/ 2 3 4E M P z z i= ∈ − = + −  

):      نعتبر        )2 0;A  2إذن=
A
Z    

): و             )3 4− ;B  3إذن 4= − +
B
Z i    

MZ: لدينا       Z=  

                 

( ){ }
( ){ }
( ){ }

/ 2 3 4

/

/

M A M B

E M P z z i

M P Z Z Z Z

M P AM BM

= ∈ − = + −

= ∈ − = −

= ∈ =

               

]  واسط  :                                         و منه   ]=E AB  

  
1 -ج 2 1z z− = +    

 

( ) ( )2 22 2

2 2

2
2

1 2 1 1 4 1 4

3 3 10 3 0

5 16

3 9

z z x y x y

x y x

x y

− = + ⇔ − + = + +

⇔ + + + =

 ⇔ − + = 
 

  

:                                    و منه 
5 4

;0 ;
3 3

E A
  =   

  
C  

  

) - د ) ( )3 2 3 2 25z i z i− + − − =    

):      نعتبر        )3 2−;A  3إذن 2= −
A
Z i    

   

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }

/ 3 2 3 2 25

/ M A M A

E M P z i z i

M P Z Z Z Z

= ∈ − + − − =

= ∈ − = −
  

    

( ) ( )( ){ }
( ){ }
( ){ }
( ){ }

2

/ 25

/ 25

/ 5

/ 5

M A M A

M A

M A

E M P Z Z Z Z

M P Z Z

M P Z Z

M P AM

= ∈ − − =

= ∈ − =

= ∈ − =

= ∈ =

  

)               :                           و منه  );5E A=C  

] -ھـ ]2
4

Argz
π π≡      

):    تحديد  ) [ ]/ 2
4

π π = ∈ ≡ 
 

E M P Argz  

:      نعتبر       
2 2

2 2
A
 
 
 

]إذن ; ]2
4

π π≡AArgz    

MZ: لدينا       Z=  

      

( ) [ ]

( ) [ ]{ }
( ) [ ]{ }

/ 2
4

/ 2

/ 0 2

M A

M A

E M P Argz

M P ArgZ ArgZ

M P ArgZ ArgZ

π π

π

π

 = ∈ ≡ 
 

= ∈ ≡

= ∈ − ≡

               

( ) [ ]

( ) ( ) [ ]{ }
( ) { }{ }

/ 0 2

/ ; 0 2

/ [ [

M

A

Z
M P Arg

Z

M P OA OM

M P M OA O

π

π

   = ∈ ≡  
   

= ∈ ≡

= ∈ ∈ −

			
 				

                 

 
]                    :                       و منه  ) { }E OA O= −  
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] -و ]( 2) 2
4

Arg z
π π− ≡  

):      نعتبر        )1 1;A إذن[ ]2
4

π π≡AArgz    

): و              )2 0;B  2إذن=
B
Z    

  
MZ: لدينا       Z=  
      

( ) [ ]

( ) ( ) [ ]{ }
( ) ( ) [ ]{ }

/ ( 2) 2
4

/ 2

/ 0 2

M B A

M B A

E M P Arg z

M P Arg Z Z ArgZ

M P Arg Z Z ArgZ

π π

π

π

 = ∈ − ≡ 
 

= ∈ − ≡

= ∈ − − ≡
  

( ) [ ]

( ) ( ) [ ]{ }
0

/ 0 2

/ ; 0 2

M B

A

Z Z
E M P Arg

Z Z

M P OA BM

π

π

  − = ∈ ≡  −   

= ∈ ≡
			
 				


  

M  تنتمي إلى نصف المستقيم :( ),D B OA
			


Mبحيث B≠  

OA:  بحيث  C: نعتبر  BC=
			
 			


): إذن   )3 1;C     

]                    :                       و منه  ) { }E BC B= −  

  
]  - ز ]( 2 ) 2Argz Arg z i π≡ +  

):      نعتبر  )0 2−;A  2إذن= −
B
Z i    

MZ: لدينا       Z=  

( ) [ ]{ }
( ) ( )[ ]{ }

( ) [ ]

/ ( 2 ) 2

/ 2

/ 0 2

M M A

M

M A

E M P Argz Arg z i

M P ArgZ Arg Z Z

Z
M P Arg

Z Z

π

π

π

= ∈ ≡ +

= ∈ ≡ −

   = ∈ ≡  −   

                          

                 ( ) ( ) [ ]{ }/ ; 0 2E M P AM OM π= ∈ ≡
				
 				


  

                        ( ) [ ]M AO AO∈ −   

  : و منه 
                                          ( ) [ ]E AO AO= −  

  

 4تمرين
  Z: حدد الشكل المثلثي ل  

-أ 
2 2 3

3 3

i
Z

i

+=
−

    

   -ب 
1 tan

1 tan

i
Z

i

θ
θ

+=
−

;؛      
2 2

π πθ  ∈ −  
  

  

       -ج 
2; 5;

3 4

1;
2

Z

π π

π

   −      =
 
  

  

  الحل

                    -أ
4;

2 2 3 3
3 3 3 2;

4

i
Z

i

π

π

 
 +  = =

−  −  

  

                                     
2 2 7

;
3 12

Z
π 

=  
 

  

   -ب

[ ]
[ ]

1 tan cos sin

1 tan cos sin
1;

1;

i i
Z

i i

Z

θ θ θ
θ θ θ

θ
θ

+ += =
− −

=
−

  

                                       [ ]1;2Z θ=  

                                -ج 
2; 5;

3 4

1;
2

Z

π π

π

   −      =
 
  

  

                                            
5

10;
12

Z
π = −  
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  5تمرين
   (3;4)  ;  (2;1)  ;  (4;3)L F A  

: اعط قياسا ل   
�

( ; )AF AL
→ →

  
   AFLطبيعة المثلث : استنتج  

  الحل

                   
�

[ ]( ; ) 2L A

F A

Z Z
AF AL Arg

Z Z
π

→ → −≡
−

  

                             

1

2 2

3
2;

4
3

2 2;
4

L A

F A

Z Z i

Z Z

π

π

− − +=
− − −

 
  =

− 
  

  

                                  
1

;
2 2

L A

F A

Z Z

Z Z

π−  = − −  
  

:              إذن 
�

[ ]( ; ) 2
2

AF AL
π π

→ →
≡ −  

  6تمرين
; ;C B A         نقط من  المستوى  العقدي  ألحاقھا  
        3  ;  2   ;  6 2c B AZ Z i Z i= = = −  

;: بين أن              ;C B A  نقط مستقيمية  
  الحل

                 

�
[ ]( ; ) 2

3 2

3 2

B C

A C

B C

A C

Z Z
CA CB Arg

Z Z

Z Z i

Z Z i

π
→ → −≡

−
− − +=
− −

  

                                         1B C

A C

Z Z

Z Z

− = −
−

  

B:                           بما أن  C

A C

Z Z

Z Z

− ∈
−

�  

;:    فإن  ;C B A  نقط مستقيمية  
  7تمرين

( )1 2; ;O e e
�� ���

  معلم متعامد ممنظم مباشر 

 E ;F  G 6 ث<ثة نقط ألحاقھا=FZ، 6 2 3= −EZ i   

2 3= −GZ i  
  FGاحسب     -1

�: اعط قياسا ل  -2
1( ; )e OE
	
 			


   ،
�

( ; )
→ →

EF EG  

3- ( )2;2u
→

لحقھا  
u

Z 
  ،( )0; 2
→
v  لحقھا

v
Z 
  

)ل  اعط  قياسا   ; )u v
→ →

  
  الحل

1-                    4 3GF =  

  

2 -                      � [ ]1( ; ) 2Ee OE ArgZ π≡
	
 			


  

                                 4 3;
6EZ
π = −  

  

:                  إذن     
� [ ]1( ; ) 2

6
e OE

π π≡ −
	
 			


  

                     

                    
�

[ ]( ; ) 2G E

F E

Z Z
EF EG Arg

Z Z
π

→ → −≡
−

  

                 3 3;
2

G E

F E

Z Z
i

Z Z

π−  = =  −  
     

:                        إذن     
�

[ ]( ; ) 2
2

EF EG
π π

→ →
≡  

  

3 -                  [ ]( ; ) 2v

u

Z
u v Arg

Z
π

→

→

→ →
≡  

                  
2

1;
2 2 4

v

u

Z

Z i

π→

→

 = = − +  
  

                 [ ]( ; ) 2
4

u v
π π

→ →
≡ −  

 8تمرين
  :ما يلى  sinθو   cosθ: اكتب بد/لة   
  1 -  cos5θ              2 -  sin 5θ  

  الحل

              ( )5
cos5 sin 5 cos sini iθ θ θ θ+ = +  

    
5 3 2 4

4 2 3 5

cos5 cos cos sin cos sin

sin 5 cos sin cos sin sin

θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ

= − +
= − +

  

 9تمرين
  :ما يلى خطط 

  1 -  8cos sinA x x=              2 -  2 22 cosn nB x=  
 الحل

  1 -  7 2cos sinA x x=      
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( )

8

8

8
8

89
0

8
2 8

89
0

8 8
2 7 2 9

8 89
0 0

8

89
0

cos sin

2 2

1

2

1

2

1

2

2
sin 2 7

2

ix ix ix ix

i k xk ikx ix ix

k

i k xk ix ix

k

i k x i k xk k

k k

k

k

A x x

e e e e

i

C e e e e
i

C e e e
i

C e C e
i

i
C k x

i

− −

− − −

=

− −

=

− −

= =

=

=

   + −=    
   

= −

= −

 = − 
 

= −

∑

∑

∑ ∑

∑

  

             ( )( )
8

88
0

1
sin 2 7

2
k

k

A C k x
=

= −∑  

2-  2 22 cosn nB x=  

    ( )

( )

( ) ( )

2 2

2

2

2
2

0

2
2 2

2
0

1 2
2 2 2 2

2 2 2
0 1

2 cos

2
2

n n

nix ix
n

n
i n k xk ikx

n
k

n
i k n xk

n
k

n n
i k n x i k n xk k n

n n n
k k n

B x

e e

C e e

C e

B C e C e C

−

− −

=

−

=

−
− −

= = +

=

 +=  
 

=

=

= + +

∑

∑

∑ ∑

  

2nب   kنعوض   k−  

 ( ) ( )
1 1

2 2 2 22
2 2 2

0 0

n n
i k n x i k n xk n k n

n n n
k k

B C e C e C
− −

− − −−

= =
= + +∑ ∑  

             ( )
1

2 2
0

cos 2 2
n

k n
n n

k

B C k n C
−

=
= − +∑  

  10تمرين

                  
1 3

2 2

+= −
+
i

a
i

   

   aحدد الشكل ا?سى والجبري ل    -أ   

استنتج       -ب  
11

cos
12

π
و           

11
sin

12

π
  

  الحل
  :  تحديد الشكل ا?سى       -أ 

                                            
1 3

2 2

+= −
+
i

a
i

   

                                               

3

4

3 4

2

2

π

π
π

π π π

−

− −

=

=

i

i

i

i

e
a e

e

e

  

                                                     
11

12

π−
=

i
a e     

  :  تحديد الشكل  الجبري -

                            
( )( )

( )

1 3

2 2

1 3 2 2

4

6 2 6 2

4

+= −
+

+ −
= −

+ + −
= −

i
a

i

i i

i

  

                         
( ) ( )6 2 2 6

4 4

− + −
= +a i      

:      من أ   -ب   
( )6 211

cos
12 4

π +− = −   

                       
( )2 611

sin
12 4

π −− =  

إذن 
( )6 211

cos
12 4

π +
= − 

( )6 211
sin

12 4

π −
=   

  
  11تمرين

: حدد الشكل المثلثي لحلول المعادلة 
4

8(1 3)iz = −    
  الحل

)تحديد  الشكل ا?سي لحلول المعادلة  -أ )E  

                                            
4

8(1 3)= + iz   

                                               

4

4 122
π 

=  
 

i
ez  

122:           و منه 
π

=
i

Z e                          أو

122
π

= −
i

Z e  

122أو                 
π

=
i

Z ie                   122أو
π

= −
i

Z ie  

122: :           إذن  
π

=
i

Z e                  122أو
π

π−=
iiZ e e  

2أو                122
π π

=
i i

Z e e               2أو 122
π π−

=
i i

Z e e  

122          :  و منه 
π

=
i

Z e                   أو
11

122
π−

=
i

Z e  

أو                  
7

122
π

=
i

Z e                أو     
5

122
π−

=
i

Z e  
 12تمرين

  :المعاد/ت التالية �حل في  
   1-25 3 1 0Z Z− + =            
   2-   ( )2 3 2 0Z i Z− + + =     

   3-   ( )2 3 2 0iZ i Z i− − − =     
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   4-   ( )2 5
2 0

2
Z i Z i− − − =    

  لحلا
1- 25 3 1 0Z Z− + =            

              ( )2
' 11 11i∆ = − =  

     
3 11

10

i
z

أو                 =−
3 11

10

i
z

+=  

                  
3 11 3 11

;
10 10

i i
S

 + − =  
  

  

2-   ( )2 3 2 0Z i Z− + + =     

          ( )( )2

6 3 1i i∆ = = +  

( ) ( )3 3 1

2

i i
z

+ − +
أو  =

( ) ( )3 3 1

2

i i
z

+ + +
=  

( ) ( )3 3 1 3

2

i
z

− + −
أو  =

( ) ( )3 3 1 3

2

i
z

+ + +
=                  

( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 3 3 3 1 3
;

2 2

i i
S

 + + + − + − =  
  

  

  
3-   ( )2 3 2 0iZ i Z i− − − =     

      ( )( )2

6 3 1i i∆ = − = −  

                

( ) ( )3 3 1

2

i i
z

i

− − −
أو    =

( ) ( )3 3 1

2

i i
z

i

− + −
=  

( ) ( )1 3 3 3

2

i
z

− + + − +
أو=

( ) ( )1 3 3 3

2

i
z

− + − +
=  

( ) ( ) ( ) ( )1 3 3 3 1 3 3 3
;

2 2

i i
S

 − + − + − + + − + =  
  

  

4-   ( )2 5
2 0

2
Z i Z i− − − =     

               3 6i∆ = +  
2 :نعتبر   ; a ibδ δ∆ = = +  

: إذن  
2δ∆ 2: و منه   = 2 3 5a b+ =  

                   ( )2 23 6 2i a b abi+ = − +   

  

2 2

2 2

3

3

3 5

a b

ab

a b

 − =
 =
 + =

: إذن        

2

2

3 5 3

2
3

3 5 3

2

a

ab

b

 +=
 =
 − =


   

:  و منه 

3 5 3

2

3 5 3

2

a

b

 +
 =


 −=


أو  

3 5 3

2

3 5 3

2

a

b

 +
 = −


 −= −


  

:    إذن 
3 5 3 3 5 3

2 2
iδ + −= +  

     

( ) 3 5 3 3 5 3
2

2 2

2

i i

z

 + −
 − + +
 
 =  

  أو  

       

( ) 3 5 3 3 5 3
2

2 2

2

i i

z

 + −
 − − +
 
 =  

:   إذن 

3 5 3 3 5 3
2 1

2 2

2

i

z

   + −
   + + − +
   
   =  

  أو 

        

3 5 3 3 5 3
2 1

2 2

2

i

z

   + −
   − + − −
   
   =  

  
  13تمرين 

( ) ( )3 2( ) 16 89 16 89= − − + − +P Z Z i Z i Z i  

)بين أن  -أ  ) 0=P Z  0تقبل ح< تخي< صرفاz يجب تحديده  
):  �حل في   -ب  ) 0P Z = 

  الحل
)بين أن لن-أ ) 0=P Z  تقبل ح< تخي< صرفا  

0z:   نعتبر    ib=   
 

( ) ( )( ) ( )
( )

3 2

0

2 3 2

2

3 2

( ) 0 16 89 16 89 0

16 16 89 89 0

16 16 0

89 89 0

= ⇔ − − + − + =

⇔ + + − − + + =

 + =⇔
− − + + =

P z ib i ib i ib i

b b i b b b

b b

b b b

  
                                  0( ) 0 1= ⇔ = −P z b  

): و منه     ) 0=P Z  0تقبل ح< تخي< صرفاz i= −  
   
)حل المعادلة   -ب   ) 0=P Z   في�  :  

)جدر ل  −i: بما أن   )P Z  فإن:  

                         ( ) ( ) ( )2P Z z i z zα β= + + +  
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           ( ) ( ) ( )3 2P Z z i z i z iα α β β= + + + + +  

: و بما أن 
( ) ( )3 2( ) 16 89 16 89= − − + − +P Z Z i Z i Z i  

16α:                فإن    = 89βو                    − =                                            

):    و منه  ) ( ) ( )2 16 89P Z z i z z= + − +  

2:     حل المعادلة   16 89 0z z− + =  
∆100:       نجد    = −        8 5z i= 8او  − 5z i= +     

8 : و منه  5z i= 8 او − 5z i=  أو  +

( ) 0P Z z i= ⇔ = −  

  
  41تمرين 
  : �حل في 

1- ( ) 9
1 3

1
: 0E z

z
+ =   

2-  ( )2 : ; 2nE z z n= ≥   

  الحل

1- ( ) 9
1 3

1
: 0E z

z
+ =   

0z: لدينا  iz: نعتبر      ≠ re θ=                

( )

[ ]
( ) { }

9
1 3

9 9
3 3

12 6

12

1
0

1 ; 6 2

2 1
1 ; 0,1,2,3,4,5

6

i
i

i

i i

E z
z

e
r e

r e

r e e

r k k

k
r k

π
θ

θ

θ π

θ π π
π

θ

−

⇔ + =

⇔ =

⇔ =
⇔ = ≡ ∈

+
⇔ = = ∈

�

  

               ( )
( )

{ }
2 1

6
1 0,1,2,3,4,5

k
i

E z e k
π+

⇔ = ∈  

          { }
2

5 / 0,1,2,3,4
k

z e k
π 

∈ ∈ 
 

  

2-  ( )2 : ; 2nE z z n= ≥  

0z: لدينا  )تحقق   = )2E  

0z:  إذا كان  iz: نعتبر      ≠ re θ=  

 

( )

( )

( )

{ }

2

11

11

1

1 ; 1

2
1 ; 0;1; ;

1

n

n in i

i nn

i nn

E z z

r e re

r e

r e

k
r k n

n

θ θ

θ

θ

πθ

−

+−

+−

⇔ =

⇔ =

⇔ =

⇔ = =

⇔ = ≡ ∈ ⋅⋅⋅
+

  

            ( ) { }
2

1
2 0;1; ;

k
i

nE z e k n
π

+⇔ = ∈ ⋅⋅⋅  

       { } { }
2

1 / 0;1; ; 0
k

nz e k n
π

+
 

∈ ∈ ⋅⋅⋅ 
 

∪  

  15تمرين
7 8AZ i=  في كل حالة  AZ'حدد الكتابة الجبرية ل    +

uالتي متجھتھا   tبا�زاحة Aصورة  A' -أ 



  :
3 10

u
Z i= − +
         

ونسبته  Ω:الذي مركزه  hالتحاكي  Aصورة  A' -ب 
3

7
  

 3 7Z iΩ = − +  

وزاويته  Ωالذي مركزه  rالدوران  Aصورة  A' -ج 
3

π
  

3 7Z iΩ = − +  
  الحل

)                           -أ   ) A Au ut A A z z z= ⇔ = +''� �  

            ( ) ( )7 8 3 10
'

⇔ = + + − +
A
z i i  

                ( ) 4 18
'

'= ⇔ = +
Au

t A A z i�     

   
)    -ب ) ( ) ( )1A Akh A A z kz z kΩΩ = ⇔ = + −'; ' 

( ) ( )3 3
7 8 3 7 1

7 7'

 
⇔ = + + − + − 

 
A
z i i  

          ( ) ( ) 9 52

7 7';
'Ω = ⇔ = +

Ak
h A A z i  

   

)  -ج ) ( )3
' '

π

Ω Ω= ⇔ = − +
i

A A A A
r z z z e z z z  

( ) ( ) ( )( ) ( )3
' ' 7 8 3 7 3 7

i

A A Ar z z z e i i i
π

= ⇔ = + − − + + − +

      ( ) ' '

3 15
2 5 3

2 2A A Ar z z z i
   = ⇔ = − + +       

 

  
  61تمرين

ϕ  تحويل بحيث :( ) 'z zϕ =  

  في كل حالة ϕحدد  

1- ' 5 2z z i= − +   2 -  ' 3 2 5z z i= − +  

 3-  ' 1 3
2 3

2 2
z i z i

 
= − + − +  
 

  

 4-  ( )' 3 1 3z i z i= − + −  

  الحل
              'z az b= +  

1- ' 5 2z z i= − +     
 ϕ   إزاحة متجھتھا( )5 2u i− +



  

2-  ' 3 2 5z z i= − +  
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 ϕ  تحاك مركزه( )2 5iΩ   3ونسبته   −

3-  ' 1 3
2 3

2 2
z i z i

 
= − + − +  
 

  

    
2 3

1 3 3
2 2

b i

a
i

− +=
−

−
  

ϕ  دوران مركزه
2 3

3 3
2 2

i

i

 
 − +
 Ω
 − 
 

و قياس زاويته 
2

3

π
  

4-  ( )' 3 1 3z i z i= − + −  

     ( )
1 3

1 1 3

b i

a i

−=
− − +

 2a =  

r h h rϕ = =�   :حيث  �

 h  ھو التحاكي الذي مركزه( )
1 3

1 3

i

i

 − Ω
 − +
 

 2ونسبته  

ھو الدوران   الذي مركزه rو
1

b

a
 Ω − 

و قياس زاويته 
6

π−  

  
  71تمرين

[ ] ( ) ( ) ( )20; ; : 2 1 cos 2 1 cos 0E z zθ π θ θ∈ + − + − =

2حدد الكتابة الجبرية وا?سية ل  1;z z  حلي المعادلة( )E  

  الحل
[ ] ( ) ( ) ( )20; ; : 2 1 cos 2 1 cos 0E z zθ π θ θ∈ + − + − =

                       ( ) ( )2'

' 2

1 cos 2 1 cos

sin

θ θ

θ

∆ = − − −

∆ = −
  

]:  بما أن  ]0;θ π∈  فإن:sin 0θ ≥  

): إذن     )2' sini θ∆ =  

( ) ( )2 11 cos sin ; 1 cos sinz i z iθ θ θ θ= − + − = − + +                   

2 1

2 2 2 2 2 2
2 1

2 2
2 1

1 ; 1

;

2 sin ; 2 sin

i i

i i i i i i

i i

z e z e

z e e e z e e e

z i e z i e

θ θ

θ θ θ θ θ θ

θ θ

θ θ

− +

− − −

−

= − + = − +

   
= − + = − +   

   

= − =

  

        2 2
1 2sin

i

z e
θ π

θ
 + 
 =        2 2

2 2sin
i

z e
θ π

θ
 − − 
 =  

  
  18تمرين
): بين أن  ) ( )[ ]; 1 arctany Arg iy y π∈ + ≡�  

  الحل
1            : نعتبر   iiy re θ+ =  

   2

2 2

1
1 1

1 1

y
iy y i

y y

 
 + = + +
 + + 

  

      
2 2

1
cos ; sin

1 1

y

y y
θ θ= =

+ +
  

: إذن 
( )

[ ]
tan tan tan arctan

arctan

y y

y

θ θ
θ π

= ⇔ =

⇔ ≡
  

):   و منه  ) ( )[ ]1 arctanArg iy y π+ ≡  

  
  91تمرين 

{ }/ 1z z= ∈ =�U  

:بين أن  -1
1

1 ;
1

z
z i

z

+ ≠ ∈ − 
�  

}:بين أن  -2 }
'

' '

'
; 1 ; ; 1

1

z z
z z z z

z z

−≠ ∀ ∈ − ∀ ∈ =
−

�U �  

) :بين أن  -3 )
'

' 2
'

, ;
1

z z
z z

zz

+∀ ∈ ∈
+

�U �  

):حدد معيار وعمدة  -4 ) ( ); 1 1; 1 1z z z z z∈ ≠ − ≠− +U�  

) :معيار وعمدة استنتج  -5 ) 1
; 1; 1

1

z
z z z

z

−∈ ≠ ≠−
+

U�  

حدد معيار وعمدة  -6

( ) ( ) ( )' 2 ' ' ' ', ; ;z z z z z z z z z z∈ ≠ − ≠ − +U �  

  الحل

{ }/ 1z z= ∈ =�U  

1z: بما أن  =  

1z: فإن  z =  

:بين أن لن -1
1

1 ;
1

z
z i

z

+ ≠ ∈ − 
�  

                               

1 1

1 1

1
1

1
1

1

1

z z
i i

z z

zi

z

z
i

z

  +  +  = −    − −    

 + 
= −  

 −
 

+ = −  − 

 

1 1

1 1

z z
i i

z z

 +  +   =    − −    
                                      

       

:               إذن 
1

1

z
i

z

+ ∈ − 
�  
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}:بين أن لن -2 }
'

' '

'
; 1 ; ; 1

1

z z
z z z z

z z

−≠ ∀ ∈ − ∀ ∈ =
−

�U �                                                          

                                       

' '

'
'

'

'

'

'

11 1

1

z z z z

z z z
z

z z
z

z z

z z
z

z z

− −=
− −

−=
−

− =
−

  

:                                               إذن 
'

'
1

1

z z

z z

− =
−

  

) :بين أن لن -3 )
'

' 2
'

, ;
1

z z
z z

zz

+∀ ∈ ∈
+

�U �  

     
' ' ''

' ''

'

1 1

11 11 1

z z z z z zz z
zz zzzz

zz

− + + += = = + ++  −
  

:                إذن 
'

'1

z z

zz

+ ∈
+

�  

):د معيار وعمدة يحدت -4 ) ( ); 1 1; 1 1z z z z z∈ ≠ − ≠− +U�  

iz: نعتبر  e θ=  

                                   
2 2 2

1 1i

i i i

z e

e e e

θ

θ θ θ−

+ = +

 
= + 

 

  

                                          21 2cos
2

i
z e

θθ + =  
 

  

  

cos : كان إذا 0
2

θ 21      : فإن   < 2cos
2

i
z e

θθ + =  
 

  

cos : كان إذا 0
2

θ 21  : فإن > 2cos
2

i

z e
θ πθ  + 
  + = − 

 
  

                                      
2 2 2

1 1i

i i i

z e

e e e

θ

θ θ θ−

− = +

 
= − 

 

  

                                            21 2 sin
2

i
z i e

θθ − =  
 

  

  

sin : كان إذا 0
2

θ 2 : فإن   < 21 2sin
2

i

z e
θ πθ  + 
  + =  

 
  

sin : كان إذا 0
2

θ 2 : فإن  > 21 2sin
2

i

z e
θ πθ  − 
  + = − 

 
  

) :عيار وعمدة م -5 ) 1
; 1; 1

1

z
z z z

z

−∈ ≠ ≠−
+

U�  

                                         

2

2

2 sin
1 2
1

2cos
2

i

i

i e
z

z
e

θ

θ

θ

θ

 
 −  =

+  
 
 

   

                                              
1

tan
1 2

iz
i e

z
θθ− =

+
  

  

tan : كان إذا     0
2

θ 21     : فإن    <
tan

1 2

iz
e

z

πθθ  + 
 − =

+
   

tan : كان إذا     0
2

θ 21 : فإن     >
tan

1 2

iz
e

z

πθθ  − 
 − = −

+
        

  
  
حدد معيار وعمدة  -6

( ) ( ) ( )' 2 ' ' ' ', ; ;z z z z z z z z z z∈ ≠ − ≠ − +U �  

                 ( )

'

''

'

'

'

'
2

1

2cos
2

i i

ii

ii

z z e e

e e

e e

θ θ

θ θθ

θ θ
θ θ θ

−

−

+ = +

 = + 
 

 −=  
 

  

                      

''
' 22cos

2

i
z z e

θ θθ θ + −+ =  
 

  

               ( )

'

''

'

'

'

'
2

1

2 sin
2

i i

ii

ii

z z e e

e e

e i e

θ θ

θ θθ

θ θ
θ θ θ

−

−

− = −

 = − 
 

 −=  
 

  

                        

''
' 22 sin

2

i
z z i e

θ θθ θ + −+ =  
 

  

  
  20تمرين 
) النقطتين نعتبر )A i  ؛( )'A i−   

  ( ) ( )z z i
f z

z i

−
=

+
}تطبيق من    }i−� إلى �  

}التطبيق من  F و }A−P  نحوP طة الذي يربط كل نق  

( )M z  بالنقطة( )' 'M z  حيث:( ) 'f z z=  

0z: بين أن إذا كان  - أ -1 'و   ≠ 0z   :فإن  ≠
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 ( )' '0 ; 0 ;z z z z≠ ≠ =  

]و   ]'arg(z ) arg(z ) +2arg(z- i ) 2π≡ −  

z: أن  2حظ(   i z i− = + (  
1z: بين أن إذا كان  -ب ): فإن   = )f z i= −  

  Fحدد مجموعة النقط الصامدة بالتطبيق  -أ  -2
)حدد مجموعة النقط   -ب )M z تكون بحيث ( )f z  على  

)شكل  )a ai∈�  

  :بين أن  - أ -3

( )'
2

1z z
z i z i

z i

−+ = −
+

و  
( ) ( )'

2

i z z
z z z i

z i

− +
− = −

+
  

AM: استنتج أن المتجھتين  -ب
				


'و    'A M
					


  مستقيميتان 

AMو أن  
				


MM'و   
					


  متعامدتان 
  Fبالتطبيق  M لصورة الھندسي ل9نشاء طريقة أعط -ج
  

  الحل
 أ -1

                                       
( ) ( )

( )
z z i z z i

z i z i

− −
=

+ −
  

                     

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2'

2 2'

z z i z z i
z

z i z i

z z i z z i

z iz i

z z

z z

 − −
= ×  

 − − 

− −
= ×

−−

=

=

  

z':                        إذن    z=  

و  

( )
( )

[ ]

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]

'arg(z ) arg 2

arg arg arg 2

arg arg arg 2

z z i

z i

z z i z i

z z i z i

π

π

π

 −
≡  

 − 

≡ + − − −

≡ − + − + −

  

        [ ]'arg(z ) arg(z ) +2arg(z- i ) 2π≡ −  

  
1z: بين أن إذا كان لن -ب ): فإن   = )f z i= −  

        
1

1z z
z

= ⇔ =  

                                    

( ) ( )

( )

1

z z i
f z

z i

i z

z i

i i z

z i

−
=

+
−=
+
− −

=
+

  

                                               ( )f z i= −  

 Fد مجموعة النقط الصامدة بالتطبيق يحدت -أ  -2
 { }z i∈ −�  

                         

( ) ( )

( )
( )

( )

0

2Re 0

Re 0

z z i
f z z z

z i

z z i z z z iz

i z z

i z

z

−
= ⇔ =

+
⇔ − = +

⇔ − + =

⇔ − =

⇔ =

  

                                     ( )f z z z i= ⇔ ∈ �  

محروم   ھو محور ا�راتيبFمجموعة النقط الصامدة بالتطبيق 
   Aمن النقطة 

)د مجموعة النقط  يحدت -ب )M z تكون بحيث ( )f z  على  

)شكل  )a ai∈�  

    ( ) ( ) ( ) 0f z i f z f z∈ ⇔ + =�  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

22

22

2

2 2

1

z z i z z i z z i z z i

z iz i z i z i

z z i z z i

z i z i

z z z zi z z z z zi z
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1

f z i z z z
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∈ ⇔ + − =

⇔ = − =

⇔ ∈ =

�
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)مجموعة النقط   )M z تكون بحيث ( )f z  على  

)شكل  )a ai∈�   محروم من النقطة  ھو محور ا�راتيبA   
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   Aمحرومة من النقطةاتحاد الدائرة المثلثية 
  

)  :بين أن لن - أ -3 )'
2

1z z
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−+ = −
+
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( ) ( )
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z z i
z i i

z i
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+
− + +

=
+

− + −
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                           ( )'
2

1z z
z i z i

z i

−+ = −
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:   بين أنلن
( ) ( )'

2

i z z
z z z i

z i

− +
− = −

+
  

            

( )

( ) ( )
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' z z i
z z z

z i

z z i z i z
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z z z i z z iz
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z i z i

−
− = −

+
− − +

=
+

− − +
= −
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( ) ( )'

2

i z z
z z z i

z i

− +
− = −

+
  

AM: ستنتج أن المتجھتين ن -ب
				


'و    'A M
					


  مستقيميتان 

): لدينا  )
'

'
2 2

1 1z z z i z z
z i z i

z iz i z i

− + −+ = − ⇔ =
−+ +

  

2:  بما أن 

1z z

z i

− ∈
+

�  

AM : لمتجھتينا :      فإن    
				


' و   'A M
					


       نمستقيميتا 
  

AM: ستنتج أن المتجھتين ن 
				


MM'و   
					


  متعامدتان 
0z: إذا كان  M': فإن  = M O= =  

                            AM AO=
				
 				


MM'و      O=
					
 	


  

AM: إذن 
				


MM'و   
					


  متعامدتان 
0z: نفترض أن  ≠  

: لدينا 
( ) ( ) ( )'

'
2 2

i z z i z zz z
z z z i

z iz i z i

− + − +−− = − ⇔ =
−+ +

  

:  بما أن   
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2

z z

z i

− +
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+
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:    فإن 
( ) [ ]2arg

2

i z z

z i

π π
 − +
  ≡
  +
 

  

AM: إذن   
				


MM'و   
					


  متعامدتان 
  
  Fبالتطبيق  M لصورة الھندسي ل9نشاء طريقة -ج

AM:   لدينا 
				


'و    'A M
					


  مستقيميتان 
}من   Mنأخذ نقطة         }A−P  

)نرسم المستقيم   )الموازي ل  ∆( )AM  المار من'A  

AM:   لدينا 
				


MM'و   
					


  متعامدتان 
)نرسم المستقيم   )D  العمودي على( )AM  المار منM  

 ( ) ( ) { }'D M∆ =∩  

  
  

   21تمرين 

: نعتبر  
2

3
i

j e
π

=  
; ;C B A         نقط من  المستوى  العقدي  ألحاقھا  

28   ;  6   ;  8c j b j a= = =  

,بالدوران  Bصورة  A': كن لت
3

R c
π 

 
 

  

        'B  صورةC  بالدوران,
3

R A
π 

 
 

  

       'C  صورةA  بالدوران,
3

R B
π 

 
 

  

': حدد  -1 ' '; ;c b a  ألحاق; ;C B A  

): استنتج أن  )'O BB∈  

):  المستقيمات أن بين -2 ) ( ) ( ) { }' ' 'AA BB CC O=∩ ∩  

OA: احسب  -أ  -3 OB OC+ +  
3 :   أن بين -ب      1j 2jو  = j=  21و 0j j+ + =  
  :، تحقق أن  z لحقھا التي النقطة M -ج

( ) ( ) ( )2 2 22a z b z j c z j a bj cj− + − + − = + + =  

MA المسافة أن بين - د MB MC+ كان  إذا دنوية تكون +
M O=  

  الحل

Abouelouafa Lakhouaja

https://talamid.ma
https://talamid.ma


45 
 

1-  

( ) 2 4 4' ' 3 3 3 3

,
3

2' 3 3

'

6 8 8

6 8 8

1 3 1 3
6 8 8

2 2 2 2

i i i i

c

i i

R B A a e e e e

a e e

a i i

π π π π

π

π π

 
 
 

− −

 
= ⇔ = − + 

 

⇔ = − − +

   
⇔ = − − − + − −      

   

                                       ( ) '

,
3

14
c

R B A aπ 
 
 

= ⇔ = −  

  
  

( ) 4' ' 3 3

,
3

' 3 3

'

'

8 8 8

8 8 8

1 3 1 3
8 8 8

2 2 2 2

8 8 3

i i

A

i i

R C B b e e

b e e

b i i

b i

π π

π

π π

 
 
 

−

 
= ⇔ = − + 

 

⇔ = − +

   
⇔ = − − + +      

   

⇔ = −

                           ( ) ' ' 3

,
3

16
i

A
R C B b e

π

π

−

 
 
 

= ⇔ =  

( ) 2 2' ' 3 3 3

,
3

2' 3 3

'

'

8 6 6

8 6 6

1 3 1 3
6 8 6

2 2 2 2

7 7 3

i i i

B

i i

R A C c e e e

c e e

c i i

c i

π π π

π

π π

 
 
 

 
= ⇔ = − + 

 

⇔ = + +

   
⇔ = + + + − +      

   

⇔ = +

                                    ( ) ' ' 3

,
3

14
i

B
R A C c e

π

π 
 
 

= ⇔ =  

                                   

':  لدينا  316
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b

π

π

−

=

= −

  

:     و منه
'b

b
∈�  

                                        ( )'O BB∈  

): بنفس الطريقة نجد  )'O CC∈         و( )'O AA∈  

  

2-                                           

): بما أن   )'O CC∈     و( )'O BB∈    و( )'O AA∈  

  
):       فإن  ) ( ) ( ) { }' ' 'AA BB CC O=∩ ∩  

22OA                 -أ  -3 OB OC+ + =  

                     -ب 
3
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i

j e
π 

= = 
 
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=

): إذن  ) ( ) ( )2 2 22a z b z j c z j a bj cj− + − + − = + + =  

  
MA المسافة أن بينلن - د MB MC+ كان  إذا دنوية تكون +

M O=  
22OA:    دينال OB OC+ + =  
)و ) ( ) ( )2 2 22a z b z j c z j a bj cj− + − + − = + + =  

): إذن  ) ( ) ( )2a z b z j c z j OA OB OC− + − + − = + +  

):لدينا ) ( ) ( )2a z b z j c z j a z b z c z− + − + − ≤ − + − + −  

OA:  إذن  OB OC MA MB MC+ + ≤ + +  
  

MA المسافة: و منه  MB MC+ كان  إذا دنوية تكون +
M O=  
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