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  الأعداد العقدية


د�م و 	��ر�ف : .1	 

 

 

ℝ⊃و 	��� ���و�� ا��داد ا��
د�� و 	�
ق  ℂ	و�د ���و�� �ر�ز ��� ب  � ℂ  

��2ث  iو ھ  	�	وي ��� �دد �ر�ز �� ب              1i = −  

�z$	ب ��� &$ل  �ℂنz$ل �دد  � a ib= +                     '�( ) 2,a b ∈ℝ 


  و �ر�ز �� ب  aا��دد  ��
)���� ا��زء ا�� )e zℜ 

)���� ا��زء ا�	(��  و �ر�ز �� ب  bا��دد  � )Im z 

zا�$	�*�  � a ib= +'�( ) 2,a b ∈ℝ  دي
 z	��� ا�&$ل ا��*ري ���دد ا��

zإذا $�ن  � ib=  ث��b ∈ℝ    ول أن
�z  ب	$��  .رف و �)	z i∈ ℝ 

  
 

 (�.��ت : .2

 

 

)��$ن  ) 2, 'z z ∈ℂ  : ��  �د�

• ( )Im 0z z∈ ⇔ =ℝ 

• ( )Re 0z i z∈ ⇔ =ℝ 

• 
( ) ( )
( ) ( )

Re Re '
'

Im Im '

z z
z z

z z





=
= ⇔

=
 

• 
( )
( )

Re 0
0

Im 0

z
z

z





=
= ⇔

=
 

  
 

 ℂا������ت 0  

  

��z$ن  a ib= 'و  + ' 'z a ib= +  

• ( ) ( )' ' 'z z a a i b b+ = + + + 

• ( ) ( )' ' ' ' 'z z aa bb i ab a b× = − + + 

• z a ib− = − − 

• 
2 2

1 a ib

z a b

−=
+

 


� .���� ���ℝ   0' (.�2ص ا��داء و ا���' 0   •*	ℂ 

• ( )2 2 2 2a ib a b abi+ = − + 
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• ( )2 2 2 2a ib a b abi− = − − 

• ( )( ) 2 2a ib a ib a b− + = +  

  

 �را0ق �دد �
دي .3

  
  	�ر�ف :

��zا�� ا���د ا����ي  a ib= +��( ) 2,a b ∈ℝ  ھ� ا���د ا����يz a ib= −  

  

  

  (�.��ت ا��را0ق 

 

  �دد�ن �
د��ن 2zو  ��1z$ن

� 1 2 1 2z z z z+ = + 

� 1 2 1 2z z z z× = × 

� 
1 1

1 1

z z
=( )1 0z ≠ 

� 1 1

2 2

z z

z z

 
 
 

= 

� 
nnz z=ث��n ∈ℤ  وz ∈ℂ 

  
  

 : 32�	�  

• ( )2Rez z z+ = 

• ( )2 Imz z i z− = 

• z z z∈ ⇔ =ℝ 

• z i z z∈ ⇔ = −ℝ  
  

 ����ر �دد �
دي : .4

 

����zر ا��دد ا��
دي  a ib= +  '�( ) 2,a b ∈ℝ : ب �
  ا��و�ب ا�ذي �ر�ز ��
و ھو ��رف *�� ��  :       zھو ا��دد ا��

2 2z a b= +  

  (�.��ت :
  �دد�ن �
د��ن z'و  ��z$ن

� .z z z= 

� ' 'z z z z× = × 

� 
1 1

z z
=( )0z ≠ 
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� 
' '

zz

z z
=( )' 0z ≠ 

� 
nnz z=ث��n ∈ℤ 

� ' 'z z z z+ ≤ +  

  

  

 ا�&$ل ا��5�5  ��دد �
دي �4ر ���دم : .5

 

 ��دة �دد �
دي ��ر ���دم :  . أ

 

  

��z$ن  x iy= ∗�ن  +
ℂ  ث��x  وy  ن�ℝ  

  

  
�
*��ث :θ$ل �دد �

sin

x
cos

z

y

z

θ

θ









=

=
)و �$	ب :  ����z ��دة ل     ) ( )arg 2k z kθ π∈ = +ℤ  

)أو   ) ( )rg 2k a z θ π  ∈ ≡ℤ  

  
  

  

 (�.��ت ا���دة:  . ب

 

  
  �دد�ن �
د��ن �4ر ���د��ن 2zو  ��1z$ن 

  

� ( ) ( )1 1arg arg 2z z π  ≡ − 

� ( ) ( ) ( )1 2 1 2arg arg arg 2z z z z π  × ≡ + 

� ( )1

1

1
arg arg 2z

z
π 

    
 

≡ − 

� ( ) ( )1
1 2

2

arg arg arg 2
z

z z
z

π 
    

 
≡ − 

� ( ) ( )1 1arg arg 2nz n z π  ≡ث��n ∈ℤ 

  
  

  

  

��دم :ا�&$ل ا��5�5  ��دد �
دي �4ر  .6� 
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  	�ر�ف :

  

  

)�4ر ���دم �$	ب ��� &$ل  z$ل �دد �
دي )cos sinz r iθ θ= +  

��zث r=  و( ) [ ]arg 2z θ π≡  

  
  

  

:  5�  (�.��ت ا�&$ل ا��5

 

  

• ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cos sin cos sinr i r iθ θ θ θ+ = − + − 

• ( ) ( ) ( ) ( )( )cos sin ' cos ' sin ' ' cos ' sin 'r i r i rr iθ θ θ θ θ θ θ θ+ × + = + + + 

• ( ) ( ) ( )( )1 1
cos sin

cos sin
i

r i r
θ θ

θ θ
= − + −

+
 

• 
( )
( ) ( ) ( )( )cos sin

cos ' sin '
' cos ' sin ' '

r i r
i

r i r

θ θ θ θ θ θ
θ θ

+
= − + −

+
 

• ( )( ) ( ) ( )( )cos sin cos sin
n

nr i r n i nθ θ θ θ+ = ��nث    + ∈ℤ  ( �89 �وا0ر� ) 

  
  

  

 	>و�9ت ھ�د��� �;�داد ا��
د�� : .7

 

  	��ر�ف:

)0  ا���	وى  )P ظم�)ا����وب إ�� ���م �	���د �� )1 2, ,O e e
uur uur

  


ط� �)�	$ن ا� ),M a b  

zا��دد ا��
دي  • a ib= +( ) 2,a b ∈ℝ   ط�
� ����M ��ق ا�


ط� •�)ا� ),M a b  ورة ا��دد. ���	z a ib= )��ث  + ) 2,a b ∈ℝ  
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�zرا0ق  • a ib= zھو  + a ib= −  
  

  
  

  

�zد��� $ذ�ك  • a ib= )ھو ��ق ا��	��� + ),U a b
uur

 

)ا���	وى  • )P  دي
 ���� ا���	وى ا��

• ( )1,O e
uur

   
�
 ���� ا���ور ا��

• ( )2,O e
uur

  � ���� ا���ور ا�	(�

• 1 2OM ae be= +
uuuuur uur uur

Mzو �$	ب       a ib= )أو    + )aff M a ib= +  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

��z$ن  � a ib= 
ط�   +�)�ن ا���	وى ا��
دي �د��� :   ��Mق ا� ) ( )1arg , 2z e OM π  ≡
uur uuuuur
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OM  :2ا�����0  � 2OM a b z= + =  

  

  

 

  

 

Aا�����0  B :  

ط	�ن ��
�ھ�� ��� ا�	وا�  Bو  �A	$ن �Az  وBz  

 : ���Bد� AAB z z= −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  (�.��ت :

  


ط	�ن ��
�ھ�� ��� ا�	وا�  Bو  �A	$ن �Az  وBz  
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uو 
r

vو
r

)�	��	�ن �ن ا���	وى ا��
دي    )P :  

��ABق ا��	���  •
uuuur

Bھو : Az z− 

��uق ا��	���  • v+r r
uھو : v u vz z z+ = +r r r r 


ط�  •��	.ف ا�
ط��  ��Iق ا��AB  : ھو
2

BA
I

z z
z

+= 

• u vu v z z= ⇔ =r r
r r

 

• M : ��
ط� �د�� 

M BAOM OA OB z z z= + ⇔ = +
uuuuur uuuur uuuur

  

. .M AOM OA z zα α= ⇔ =
uuuuur uuuur

  

  

)�	$ن  • )AA z  و( )BB zو( )CC zو( )DD z ��5�A�5� �B�
ط �(	�  

� A  وBوC����
	��⇔C A

B A

z z

z z

− ∈
−

ℝ  

� ( ) ( )//AB DC⇔D C

B A

z z

z z

− ∈
−

ℝ 

⇔arg 0D C

B A

z z

z z
π 
    

 

− ≡
−

  

� ( ) ( )AB DC⊥⇔D C

B A

z z
i

z z

− ∈
−

ℝ 

⇔arg
2

D C

B A

z z

z z

π π 
    

 

− ≡
−

  


ط  ��BD⇔�	داورةDوCوBو Aا� CA

B DA C

z zz z

z z z z

−− × ∈
− −

ℝ  

  

  

  ��8س ا�زوا�� :

  

  

)�	$ن  )AA z  و( )BB zو( )CC zو( )DD z  

• ( ) ( )1, arg 2Ae OA z π  ≡
uur uuuur

��Oث A≠ 

• ( ) ( )1, arg 2B Ae AB z z π  ≡ −
uur uuuur

��Aث B≠ 

• ( ), arg 2C A

B A

z z
AB AC

z z
π

 
    

 

−≡
−

uuuur uuuur
��Aث B≠  وA C≠ 

• ( ), arg 2DC

B A

z z
AB DC

z z
π 

    
 

−≡
−

uuuur uuuur
 

��Aث B≠  وC D≠  
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 ا�&$ل ا��  ��دد �
دي : .8

  

  

  	�ر�ف : 

  

� ا��  ب: �$& ��iz$ل �دد �
دي �4ر ���دم �$	ب � re θ=  

��zث r=  و( )arg 2z θ π  ≡
  

 

  

  (�.��ت :

  

 

� cos sinie iθ θ θ= + 

� i ie eθ θ−= 

� 
1 i

i
e

e

θ
θ

−= 

� ( )'' ii ie e e
θ θθ θ +× = 

� ( )'
'

i
i

i

e
e

e

θ
θ θ

θ
−= 

� ( )n
i ine eθ θ=  

  .�D أو��ر

cos
2

i ie eθ θ
θ

−+=  

sin
2

i ie e

i

θ θ
θ

−−=  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 ا��ذور ا��و��� ��دد �
دي �4ر ���دم .9

 

 

}�ن  nو  �ℂن  ���Zن � }1ℕ
∗−  
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دد            �� �

��� ا��ذر ا�
وZ  أو ا��ذر �ن ا�ر���n  دد
��Z  ل �دد ��دي�z  ق���nz Z=  

���iZن � re θ= ( )0r> 

��ل :  ���nل  Zا�
دد  ��ذر 
و
� و ھذه ا��ذور ا�
و
�� ���ب ��
2k

i
n nn

kz re

θ π  +   =  ث���{ }0,1,2,........,n 1k ∈ −  


دد  ��� ��

�ظ�$ ذو  Z#ور ا��ذور ا�
و� $
�$ط$ �$�دا(رة ا��� �ر�زھ$  ��nون �&�� +�&O  $,�$
�nو r 


دد  ��� ��
ھ� ا-�داد :   1ا��ذور ا�
و
2k

i
nn

k
w re

π    =  ث���{ }0,1,2,........,n 1k ∈  nر �ن ا�ر��� وو ���� ا��ذ  −

 ��و�دة

�ℂن  ���Zن �

دد  aو  ∗�� ��
 Zأ�د ا��ذور ا�
و

 ��#ل ��

دد �� ��
  .� ا��ذور ا�
و
�� ��و�دة  �a&رب  Zا��ذور ا�
و
   

  

  ا��ذور ا��ر*�� ��دد �
دي �4ر ���دم .10

 

 

 ا�طر�
� ا��5���5 :  . أ

    

���iZن     re θ= ( )0r>  

2ھ�$ :  Zا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد 
i

re
θ

2و  
i

re
θ

−  
  
 ا�طر�
� ا��*ر�� :  . ب

 

Z إذا $�ن  )1 ℝ
∗
+∈ :Z  وZ−  دد
 Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��

 

Z إذا $�ن  )2 ℝ
∗
−∈ :i Z−  وi Z−  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد  −

 

Z إذا $�ن  )3 iℝ∗+∈     ( )Z ib b ℝ
∗
+= ∈ :   ( )1

2

b
i+  و( )1

2

b
i−  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد  +

 

Z إذا $�ن  )4 iℝ∗−∈     ( )Z ib b ℝ
∗
−= ∈ :   ( )1

2

b
i− و( )1

2

b
i−  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد  −

 

Z إذا $�ن  )5 a ib= +    )0a≠  0وb ≠  : ( 

 

0bإذا $�ن  � >   : 

  

     ( ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b+ + + − + + 

)  و                       ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b− + + − − + +   

  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد                         
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0bإذا $�ن  � <    : 

 

    ( ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b+ + − − + + 

)و                       ) ( )2 2 2 21 1

2 2
a a b i a a b− + + + − + +  

  Zھ�$ ا��ذران ا��ر�
$ن ��
دد                      
  

  

11. : ��� ا����دEت �ن ا�در�� ا��5

  

��	*ر ا����د�� ( ) 20 0a az bz c≠ + + =  

  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

∆0إذا $�ن   = : 

.2ن ا��
$د�� ���ل �1 و��دا ھو : 
2

b

a
z

−=  

∆0إذا �$ن   ≠ : 

  و ��ون ���
$د�� ���ن ھ�$ : −µو  ���µل �ذر�ن �ر�
�ن ھ�$  ∆.2ن 

   
2

b

a
z

µ− أو   =−
2

b

a
z

µ− +=  

                                                           
  
  
  
  
  
  
  

2ھ�$ ��� ا��
$د��  2zو  1zإذا $�ن     ��9ظ� : 0az bz c+ +   .2ن :  =
  

�2ل ا����د��  0az bz c+ + =   

2 4b ac∆ = −
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1 2

1 2

b
z z

a

c
z z

a

− + =

 × =


  

  

 ا�	�و�9ت ا�F	��د�� : .12

 

  


ط� ���	*ر 	�و�9 0  ا���	وى �ر*ط $ل ( )M z  ط�
���*( )' 'M z  

  
uذات ا��	���  Tا�$	�*� ا��
د�� �Gزا��  �

r
'ھ  :   uz z z= + r 

 

)ا�$	�*� ا��
د�� ��	��$  ا�ذي �ر$زه  � )ωΩ  �	*��)ھ  :  kو  )'z k zω ω− = − 

 

)ا�$	�*� ا��
د�� ��دوران ا�ذي �ر$زه  � )ωΩ  4و زاو��θ  : �ھ( )' iz e zθω ω− = − 

    

  


��ر ا��ط��ق : 
( ) ( )
:

' '

f P P

M z M z

a

a
��ث                'z az b= +    

1aإذا�$ن  � = : 

  

uإزا�� ���,�,$  f.2ن  
r

  bذات ا���ق  

 

}إذا �$ن  � }1a ∗∈ −ℝ  : 

  

�$�� �ر�زه  f.2ن �Ω  4���
1

b

a−
       4���
                                                                                                               aو 

 )Ω  و�ل�)أي  fھ� ا�
�ط� ا�#$�دة �$�� )f Ω = Ω  د��$
�ل ا��� $,��zو��م ��د�د � az b= +  (  

  

}إذا�$ن  � }1a ∗∈ −ℂ  ث��1a = : 

  

��Ω  4دوران �ر�زه  f.2ن       �
1

b

a−
)و زاو��4        )arg a                                                                                                                             

 )Ω  و�ل�)أي  fھ� ا�
�ط� ا�#$�دة �$�� )f Ω = Ω د�د��ل ا��
$د��  و��م �� $,���z az b= +  (  
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}إذا�$ن  � }1a ∗∈ −ℂ  ث��1a ≠ : 

  

f.2ن  h r= o   

��ث : h  ا�ذي �ر�زه ��$���Ω  4ھو ا���
1

b

a−
       4���
  aو 

��Ω  4ھو ا�دوران �ر�زه  rو  �
1

b

a−
)و زاو��4        )arg a              

                                                                                                                                                                                                                                       

  :��9ظ�ت 

  

2.1rن  θو زاو��Ω  4دوران �ر�زه  rإذا �$ن  � 
8س ا��ر�ز و زاو��r  4ھو ا�دوران ا�
��� ��دوران  − 4�θ− 

�  4���
 ھو ��$9ل �ر�زي −1ا���$�� ا�ذي 
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