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ln
lim lim

ln

x

x

x x

x

x

x x

ef x f

x x
x
e

x x

  

   :حساب 
0+→

ln
ln

lim
x

x

x

x
e

x
   

=:نضع   ln( )x
t

x
  

0x :إذا كان   tفإن   →+ → −∞  

:      إذن 
0

0
+ →−∞→

= =
ln

ln
lim lim

x

tx

tx

x
e te

x
  

 :                   لدينا    و
0

1
+→

= −∞lim
lnx x

    

                :      إذن
0

0
0 0

0+→

− = ×
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
  

        :             ه  و من
0

0
0

0+→

− =
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
   

): إذن )fC  يقبل نصف مماس أفقي يمين النقطة ذات ا?فصول

0  
   -أ  -6

         
( )

2

2 0

1
0

  = ∈ −∞ 
 −

  = ∈ +∞ 

'

ln
'

( ) ;

ln
( ) ;

x

x

f x g x x

x
f x e x

x

  

):بما أن  -ب        )0 0 ∀ ∈ −∞ ≤ ; :x g x  

0: تناقصية على المجال  f :فأن    −∞ ;     

1:      لدينا     0− ≥ ⇔ ≤lnx x e     
0: تزايدية على المجال   f:  إذن   ;e   

: ية على المجال تناقص  fو        +∞ ;e     

   7 -              
2 2

→−∞ →−∞

+ −=( ) ln( )
lim lim
x x

f x x x x

x x
  

                      2
→−∞ →−∞

= + −( )
lim lim ln( )
x x

f x
x x

x
  

                      2
→−∞ →−∞

= − +( )
lim lim ln( )
x x

f x
t t

x
  

                      1 2
→−∞ →−∞

 
= − + 

 

( ) ln( )
lim lim
x x

f x t
t

x t
  

0   :لدينا   و  
→+∞

=ln( )
lim
t

t

t
   

)    :                     إذن )1 0
→−∞

= +∞ − +( )
lim
x

f x

x
  

    :                    إذن
→−∞

= −∞( )
lim
x

f x

x
    

  
) ل مقارب اتجاه ا?راتيب محور:    و منه   )fC بجوار 

−∞  
  

)   :  لدينا    -أ -8   )2 0 = ∈ −∞ 
'( ) ;f x g x x  

): إذن  )2 0 = ∈ −∞ 
'' '( ) ;f x g x x  

):  -Iو حسب  )1 0− ='g  و( )'g x   تتغير إشارتھا بجوار

1−  

) :إذن )1 0− =''f  و( )''f x   1تتغير إشارتھا بجوار−  

): و منه   )fC  نقطة   −1يقبل النقطة ذات ا�فصول

  انعطاف
  
):  لدينا    -ب    )1 1f − )و    = )' 1 0f − =  

1y:  إذن )معادلة المماس ل  ھي  = )fC  عند النقطة  

  −1ذات ا�فصول        
  
):  لدينا    -ج    )1 1f )و    = )' 1 1f =  

y:  إذن x=  معادلة المماس ل  ھي( )fC  عند النقطة  

  1ذات ا�فصول        
 

   fجدول تغيرات -9   
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)إنشاء    )fC  

  

   

)   2cmالوحدة (     
1

1 5,ee 2؛      � 7,e �   
 

III(   حساب( )A مساحة الحيز  المحصور بين  ∆
g

C 

=    و المستقيمين         −x e  1و= −x 

)  :لدينا  )0 0 ∀ ∈ −∞ ≤ ; :x g x  

): إذن  ) 0≤g x  سالبة على المجال[ ]; 1e− −   

):                    و منه   ) ( )
1−

−
∆ = − ∫

e

A g x dx  

):     لدينا    و )2='( )f x g x  0على المجال −∞ ;  

)                                :إذن  ) ( )
1

1

2

−

−
∆ = − ∫

'

e

A f x dx  

):                           و منه   ) ( ) 11

2

−

−
 ∆ = −   e

A f x  

)                 :إذن  )
1

21
2

2

−

−
 ∆ = − + −  

ln( )
e

A x x x  

)               :إذن  ) ( )21
2 1

2
∆ = − −A e e  

  

  2مسألة
 I-1 -   نعتبر الدالةg  0المعرفة على +∞ ;  بما يلي :  

       1

2
= − + +( ) ln( )g x x x  

)  :بين أن   )0 0 ∀ ∈ +∞ < ; :x g x  

22 حل  المتراجحة  :بين أن  - 2  1 0+ − ≥x xe e  

0في المجال  −∞ ;  ھو المجال[ ]ln 2;0−   

 II-   نعتبر الدالةf  بما يلي  �المعرفة على  :
2

2 3

0

2 0
2 3

  = + − ∈ −∞ 


  = − + ∈ +∞ 

( ) ;

( ) ln( ) ;

x xf x e e x x

x x
f x x x

  

:   بين أن - 1   
→−∞

= +∞lim ( )
x

f x 

0:   بين أن - 2   
→−∞

+ =lim ( )
x

f x x   

  .أول النتيجة ھندسيا              
:   بين أن -3  

→+∞
= −∞lim ( )

x
f x.  

: بين أن  -  4  
→+∞

= −∞( )
lim
x

f x

x
    

  .أول النتيجة ھندسيا         
  0متصلة في  f:   بين أن -أ   - 5   

:   بين أن - 6   
0

0
2

0−→

− =
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
   

  .أول النتيجة ھندسيا         

:   بين أن - 7   
0

0
0

0+→

− =
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
   

  .أول النتيجة ھندسيا         
  : بين أن -أ  - 8   

         

( )
22 1 0

0

  = + − ∈ −∞  


 = ∈ +∞  

'

'

( ) ;

( ) ;

x xf x e e x

f x xg x x
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: تناقصية على المجال  f: استنتج أن   -ب   

2 −∞ − ; ln     

: تزايدية على المجال                                  
2 0 − ln ;   

0: تناقصية على المجال                                  +∞ ;     

)ثم أنشئ   fضع جدول تغيرات  - 9    )fC  التمثيل

  لمبياني  ا
  على معلم متعامد ممنظم  fل        

))   2cmالوحدة (    )2 1 44− ln ,f ؛   �

( )2 36 0,f �   

  2 0 7=ln .  

  2مسألةحل ال

 I-1 -  لدينا :
1

0
2

 ∀ ∈ +∞ = − + + ; : ( ) ln( )x g x x x  

1                :إذن  
0

−
 ∀ ∈ +∞ = ; : ( )

x
x g x

x
   

              
  :من جدول التغيرات نستنتج  

   ( ) ( )0 1 ∀ ∈ +∞ ≤ ; :x g x g  

): بما أن   ) 1
1

2
= −g  

):         فإن  )0 0 ∀ ∈ +∞ < ; :x g x  

  

22:حل  المتراجحة - 2  1 0+ − ≥x xe e في المجال 

0 −∞ ;   

xe:  نضع    X=     إذن:] ]0;1∈X  

22: إذن     1 0+ − ≥X X  

=1:            نجد   −X    أو
1

2
=X   

22:    و منه   1 0+ − ≥X X  

:    يعني  
1

;1
2
 ∈   

X  

:   يعني 
1

;1
2
 ∈   

xe  

:   يعني 
1

ln ;1
2

  ∈     
x  

  تزايدية   ln: و بما أن  

:      فإن  
1

ln ; ln1
2

 ∈   
x  

]:     إذن  ]ln 2;0∈ −x  

]        : و منه   ]ln 2;0S = −  
  
 II-   نعتبر الدالةf  بما يلي  �المعرفة على  :

2

2 3

0

2 0
2 3

  = + − ∈ −∞ 


  = − + ∈ +∞ 

( ) ;

( ) ln( ) ;

x xf x e e x x

x x
f x x x

  

):          لدينا - 1    )2

→−∞ →−∞
= + −x x

x x
f x e e xlim ( ) lim  

0                       :       إذن    0
→−∞

= + + ∞
x

f xlim ( )  

            : و منه  
→−∞

= +∞
x

f xlim ( )  

 

):           لدينا  - 2    ) ( )2

→−∞ →−∞
+ = +lim ( ) lim x x

x x
f x x e e  

)                          :       إذن    ) 0 0
→−∞

− = +lim ( )
x

f x x               

0              : و منه  
→−∞

+ =lim ( )
x

f x x  

  
y   :     إذن    x= ) ل مقارب − )fC بجوار −∞       

               

:         لدينا  -3  
2 3

2
2 3→+∞ →+∞

= − +lim ( ) lim ln( )
x x

x x
f x x  

3        :إذن 

3

1 1 2

2 3→+∞ →+∞

 
= − + 

 

ln( )
lim ( ) lim
x x

x
f x x

x x
  

0 :نعلم أن  
→+∞

=ln( )
lim
x

x

x
   

         :إذن 
1

0 0
3→+∞

 
= +∞ − + 

 
lim ( )
x

f x   

                : و منه 
→+∞

= −∞lim ( )
x

f x   

  

:         لدينا  – 4  
2 2

2 3→+∞ →+∞
= − +( )

lim lim ln( )
x x

f x x x
x

x x
  

2        :إذن 

3

1 1 2

2 3→+∞ →+∞

 
= − + 

 

( ) ln( )
lim lim
x x

f x x
x

x x x
  

0: نعلم أن  
→+∞

=ln( )
lim
x

x

x
   

         :إذن 
1

0 0
3→+∞

 
= +∞ − + 

 

( )
lim
x

f x

x
   

                : و منه 
→+∞

= −∞( )
lim
x

f x

x
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) ل مقارب اتجاه ا?راتيب محور      :إذن  )fC بجوار +∞  

          
  0متصلة في  f:   بين أن -أ   - 5   

                          
2

0 0

1 1 0
− −→ →

= + −

= + −

lim ( ) lim x x

x x

f x e e x
  

        :             و منه  
0

2
−→

=lim ( )
x

f x  

:            لدينا 
2 3

0 0
2

2 3+ +→ →
= − +lim ( ) lim ln( )

x x

x x
f x x  

2 :  بما أن  

0
0

+→
=lim ln( )

t

x x    

       :فإن   
0

0 0 2
−→

= − +lim ( )
x

f x  

        :             و منه   
0

2
+→

=lim ( )
x

f x  

=2:   لدينا    + −( ) x xf x e e x  لكلx   0من −∞ ;  

0: بما أن    0 ∈ −∞ ;   0           :فإن 1 1 0= + −( )f  

0   :                     إذن  2=( )f   
   :             و منه  

0 0
0

− +→ →
= =lim ( ) lim ( ) ( )

x x

f x f x f  

  0 في متصلة f    :       إذن 
  

:   لدينا  - 6   
2

0 0

20

0 0− −→ →

+ − −− =
− −

( ) ( )
lim lim

x x

x x

e e xf x f

x x
  

  :حساب 
2

0

2

0−→

+ − −

−
lim

x x

x

e e x

x
  

):  نضع  ) 2= + −x xg x e e x  

  g  متصلة قابلة ل\شتقاق في�  

( ) 22 1= + −' x xg x e e  ؛( )0 2g )؛  = )' 0 2g =  

               
( ) ( )2

0 0

2 0

0 0− −→ →

+ − − −
=

− −
lim lim

x x

x x

e e x g x g

x x
  

                                 

( )
2

0

2
0

0−→

+ − −
=

−
'lim

x x

x

e e x
g

x
                                                 

                         :إذن 
2

0

2
2

0−→

+ − −
=

−
lim

x x

x

e e x

x
  

                 : و منه 
0

0
2

0−→

− =
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
  

:   حساب 
2

0

2

0−→

+ − −

−
lim

x x

x

e e x

x
  بطريقة أخرى  

2 2

0 0 0

2 1 1
2 1

0 2− − −→ → →

+ − − − −= + −
−

lim lim lim

x x x x

x x x

e e x e e

x x x

  

: لدينا 
0

1
1

−→

− =lim
x

x

e

x
و        

2

0

1
1

2−→

−
=lim

x

x

e

x
  

            :إذن 
2

0

2
2 1 1 2

0−→

+ − −
= + − =

−
lim

x x

x

e e x

x
  

                  : و منه 
0

0
2

0−→

− =
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
  

)و     0قابلة ل\شتقاق يسار  f   :إذن  )' 0 2gf =  
  

):  و منه   )fC  يقبل نصف مماس أفقي يسار النقطة  ذات

2:  معادلته  0ا?فصول   2y x= +         
  
:         لدينا  - 7   

2

0 0

0

0 2 3+ +→ →

− = −
−

( ) ( )
lim lim ln( )
x x

f x f x x
x

x
  

: نعلم أن  
0

0
+→

=lim ln( )
x

x x   

         :إذن 
0

0
0 0

0+→

− = −
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
   

                : و منه 
0

0
0

0+→

− =
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
   

)و    0قابلة ل\شتقاق يمين   f:  إذن  )' 0 0df =  

) :و منه   )fC يقبل نصف مماس أفقي يمين النقطة  
  0ذات ا?فصول    

          
   -أ  - 8   

       
( )
22 1 0

0

  = + − ∈ −∞  


 = ∈ +∞  

'

'

( ) ;

( ) ;

x xf x e e x

f x xg x x
  

 
)   :  - I-1من    -ب    )0 0 ∀ ∈ +∞ < ; :x g x   

):    لدينا    و )0 ∀ ∈ −∞ = 
'; : ( )x f x xg x  

0 : المجال على تناقصية   f :         إذن  +∞ ;  

  

22 حل  المتراجحة  :- I-2من  1 0+ − ≥x xe e  

0في المجال  −∞ ;  ھو المجال[ ]ln 2;0−    

20:    لدينا    و 2 1 ∀ ∈ −∞ = + − 
'; : ( ) x xx f x e e  

2 : المجال على تناقصية f:         إذن   −∞ − ; ln     

               f 2 : المجال على تزايدية 0 − ln ;    
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  fجدول تغيرات  - 9   

     
    

)إنشاء   )fC  

  
))   2cmالوحدة (  )2 1 44− ln ,f )؛   � )2 36 0,f �   

  2 0 7=ln .  
  

  3سألةم
 I-1 -   نعتبر الدالةg  بما يلي  �المعرفة على :  

       ( )1 1= − −( ) xg x x e  

)  :بين أن   ) 0∀ ∈ ≤:x g x�  

  II -   نعتبر الدالةf  بما يلي  �المعرفة على  :

1
0 1


= ∈

 −
 =


*( )

( )

x

x
f x x

e
f

�
  

:   بين أن - 1   
→−∞

= +∞lim ( )
x

f x 

0:   بين أن - 2   
→−∞

+ =lim ( )
x

f x x   

  أول النتيجة ھندسيا           

*من  xلكل :   بين أن - 3   
�  :

1

1 −
= ×

−
( )

x x

x
f x

e e
  

0:    استنتج أن    
→+∞

=lim ( )
x

f x  

  أول النتيجة ھندسيا     
  0متصلة في  f:   بين أن -أ   - 4   
  : بين أن  -أ  - 5   

         
( )

( )2
1

= ∈
−

' *( )
x

g x
f x x

e

�  

)ثم أنشئ   fضع جدول تغيرات  -6   )fC   التمثيل  

  على معلم متعامد ممنظم  fالمبياني   ل         
  )  2cmالوحدة (                 

  0شتقاق في قابلة ل\ f:  نقبل أن      
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