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  للوغاريتميةا الدوال
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              0 في متصلة f    :       إذن 
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−
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− = −∞
−

( ) ( )
lim
x

f x f

x
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  0يسار النقطة ذات ا?فصول  
  
  f   رتابة -4  

         ( )2 0 = ∈ −∞ 
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→−∞ →−∞
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= − +( )
lim lim ln( )
x x

f x
t t

x  

                      
1 2

→−∞ →−∞
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 
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f x
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→−∞
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x
    

  
) ل ربمقا اتجاه ا?راتيب محور: و منه   )fC بجوار −∞  

  

)     :لدينا    -أ -6   )2 0 = ∈ −∞ 
'( ) ;f x g x x  

): إذن  )2 0 = ∈ −∞ 
'' '( ) ;f x g x x  

):  -Iو حسب  )1 0− ='g و( )'g x1تتغير إشارتھا بجوار−  

) :إذن )1 0− =''f  و( )''f x   1تتغير إشارتھا بجوار−  

): و منه   )fC  نقطة   −1يقبل النقطة ذات ا�فصول

  انعطاف
  
)  :لدينا    -ب    )1 1f − )و    = )' 1 0f − =  

1y  :إذن )معادلة المماس ل  ھي  = )fC  عند النقطة  

  −1ذات ا�فصول        
    
   fجدول تغيرات - 7   

   
  
)  اءنشإ  )fC  

   
 

  )  2cmالوحدة (     
  

  7تمرين

I-   نعتبر الدالةf  المعرفة على
1

2

 
= − +∞ 
 

;I  بما يلي :  

      
1 2

0

0 2

 += ≠

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x
f x x

x
f

  

  0متصلة في  f:   بين أن -1

)نعتبر الدالة   -2 )0≠ ∈;
a

a a I h  المعرفة علىI  

  :  بما يلي 

( ) ( ) ( )2 21 2 2 1 2 2= + − − + −ln( ) ln( )
a
h x a a x x x a

): احسب  -أ     )0
a
h   و( )a

h a  

Abouelouafa Lakhouaja

https://talamid.ma
https://talamid.ma


27 
 

  :بحيث  0و   aمحصور بين  bه يوجد بين أن

         
2

1 2 2 2

1 2

+ − −=
+

ln( )a a

ba
  

   0قابلة ل\شتقاق  في  f:   أن استنتج   -ب

0و أن     2= −'( )f  
}قابلة ل\شتقاق  على  f:   بين أن   -أ -3 }0I −   

:   و أن 
( )

( )2 1 2
=

+
'( )

g x
f x

x x
  

) :حيث أن  ) 2 1 2 1 2= − + +( ) ln( )g x x x x  

}  :بين أن   - ب  } ( )0 0∀ ∈ − <:x I g x   

  f: ج تغيرات استنت -ج 
:   احسب  -أ -4

1

2

+

→−

lim ( )
x

f x   و
→+∞
lim ( )
x

f x  

  .ھندسيا  تينأول النتيج        
      
]من المجال αبين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد  -ب ]1;2   

):  بحيث  ) 1f α =  

)أنشئ   -ج )fC  التمثيل المبياني لf  على معلم متعامد

1.3α: نأخذ (  ممنظم � (  
  

(II 1-   نضع   :[ ]1;J α=  

)و      ) ( ) 1 2ϕ∀ ∈ = +ln( )x I x x  

   Iقابلة ل\شتقاق  على  ϕ: بين أن  -أ     

):  و أن        ) ( )' 2
1 0

3
x xϕ∀ ≥ < ≤  

): تحقق أن  -ب      )ϕ α α=  و أن( )ϕ ⊂J J  

): نعتبر المتتالية   - 2    )n n
u

∈�
  :المعرفة بما يلي   

     ( ) 1 00 ln(1 2 ) 1n nn u u u+∀ ≥ = + =  

): بين أن  -أ      )0 nn u J∀ ≥ ∈  

2:بين أن  -ب    

3

n

nu α  − ≤  
 

  

)استنتج  أن  -ج     )n n
u

∈�
  متقاربة ثم حدد نھايتھا 

  الحل
I- 1-  

       

0 0

0

0

1 2

1 2
2

2
1

2

2 1

→ →

→

→

+=

+=

+=

= ×

ln( )
lim ( ) lim

ln( )
lim

ln( )
lim

x x

x

x

x
f x

x
x

x
t

t

  

                       
0

2
→

=lim ( )
x

f x  

0 :                لدينا و   2=( )f  

              :إذن
0

0
→

=lim ( ) ( )
x

f x f  

  0متصلة في  f:   و منه 

) -أ    -2 )0≠ ∈;a a I   

( ) ( ) ( )2 21 2 2 1 2 2= + − − + −ln( ) ln( )
a
h x a a x x x a

):     نجد      )0 0=
a
h     و( ) 0=

a
h a  

):     إذن     ) ( )0=
a a
h a h  

و بما أن 
a
h  متصلة قابلة على المجال المحصور بينa   و

0  
 0و   aمحصور بين  bيوجد : فإنه حسب مبرھنة رول 

): بحيث  ) 0='
a
h b  

         ( )
2

1 2 2 2
0

1 2

+ − −= ⇔ =
+

' ln( )
a

a a
h b

ba
  

   0قابلة ل\شتقاق  في  f:   أن استنتاج   -ب

 20 0

0

0 1 2 2

2

1 2

→ →

→

− + −=

−=
+

( ) ( ) ln( )
lim lim

lim

a a

b

f a f a a

a a

b

  

                          
0

0
2

→

− = −( ) ( )
lim
a

f a f

a
  

  0قابلة ل\شتقاق  في  f :إذن 

0و                     2= −'( )f  
  
}قابلة ل\شتقاق  على  f:   بين أنلن   -أ -3 }0I −   

             
( )

( )2 1 2
=

+
'( )

g x
f x

x x
  

) :حيث أن  ) 2 1 2 1 2= − + +( ) ln( )g x x x x  

}  :أن  لنبين  - ب  } ( )0 0∀ ∈ − <:x I g x   

       ( ) 2 1 2= − +' ln( )g x x  

Abouelouafa Lakhouaja

https://talamid.ma
https://talamid.ma


28 
 

  
  
  :من جدول التغيرات نستنتج  
      

            { } ( )0 0∀ ∈ − <:x I g x 

  
  f: تغيرات  -ج 

 f  تناقصية قطعا  
  -أ -4

       

1 2

1 2 1 2

1 2
0 2

→+∞ →+∞

→+∞ →+∞

+=

+ +=
+

= ×

ln( )
lim ( ) lim

ln( )
lim lim

x x

x x

x
f x

x
x x

x x
  

                              0
→+∞

=lim ( )
x

f x  

               

( ) ( )
1 1

2 2

1 2

2

+ +

→− →−

+=

= −∞ × −

ln( )
lim ( ) lim
x x

x
f x

x    

                                   
1

2

+

→−

= +∞lim ( )
x

f x  

1 :إذن       

2
x = ) ل مقارب − )fC    

      
]من المجال αلنبين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد  -ب ]1;2   

):  بحيث  ) 1f α =  

) :نعتبر الدالة   ) ( ) 1k x f x= ]معرفة على  − ]1;2  

]و    Iمتصلة تناقصية قطعا على   f: لدينا  ]1;2 I⊂  

]متصلة تناقصية قطعا على     k: إذن  ]1;2  

       ( ) ( ) ln(5)
1 ln(3) 1 ; 2 1

2
k k= − = −  

 ln(3) 1 ln(3) ln( )e− = ln(3)و   − ln( )e>  

ln(3): إذن  1 0− ):   ومنه    < )1 0k >  

  
2

ln(5) ln(5) 2 ln( )
1

2 2
ln(5) ln( )

2

e

e

−− =

−=
  

25و     e<  2: إذنln(5) ln( )e<  

):     ومنه   )2 0k <  

]متصلة تناقصية قطعا على     k: بما أن   ]1;2  

)و    ) ( )1 2 0k k <  

]من المجال αفإنه يوجد عدد حقيقي وحيد   ]1;2   

):  بحيث  ) 1f α =  

]من المجال αيوجد عدد حقيقي وحيد  :إذن  ]1;2   

):  بحيث  ) 0k α =  

)أنشئ   -ج )fC  التمثيل المبياني لf  على معلم متعامد

1.3α: نأخذ (  ممنظم � (  

  

  
(II 1-   نضع   :[ ]1;J α=  

)و      ) ( ) 1 2ϕ∀ ∈ = +ln( )x I x x  

   Iقابلة ل\شتقاق  على  ϕ  -أ     

            ( ) ( ) 2

1 2
ϕ∀ ∈ =

+
x I x

x
  

):لدينا  ) 2
1 0

1 2
x

x
∀ ≥ >

+
  

):لدينا  ) ( ) 2 2
1 1 2 3 1

1 2 3
x x x

x
∀ ≥ + ≥ ⇔ ∀ ≥ ≤

+
  

): إذن  ) ( )' 2
1 0

3
x xϕ∀ ≥ < ≤  

) :لدينا  -ب      ) 1f α =  

 :إذن 
1 2

1 1 2
α α α

α
+ = ⇔ + =ln( )

ln( )  

): و منه  )ϕ α α=   
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): بما أن   ) ( )' 2
1 0

3
x xϕ∀ ≥ < ≤  

]تزايدية على  ϕ: فإن   [1;+∞  

]و     [1;J ⊂ +∞  

):   إذن  ) ( ) ( )1 3ϕ ϕ ϕ α α   = =   ; ln ;J  

ln(3):و لدينا   ln( )e>  إذن: ln(3) 1>  

3:   إذن   1α α   ⊂   ln ; ;  

):  و منه  )ϕ ⊂J J  

):لدينا        - 2    ) 1 00 ln(1 2 ) 1n nn u u u+∀ ≥ = + =  

) :إذن  ) 1ϕ +=
n n
u u  

): لنبين أن  -أ      )0 nn u J∀ ≥ ∈  

  : بالترجع  
0:لدينا  1u 1و  = J∈  
0u :إذن  J∈  

nu: نفترض أن J∈  

) :إذن  ) ( )nu Jϕ ϕ∈  

): بما أن  ) 1ϕ +=
n n
u u  و( )ϕ ⊂J J  

1nu :فإن  J+ ∈  

) :حسب برھان الترجع  )0 nn u J∀ ≥ ∈  

2:لنبين أن  -ب    

3

n

nu α  − ≤  
 

  

  :بالترجع 
0:لدينا  1u =  [ ]1;2α ∈  

0: إذن  1 1α< − ≤  
0: و منه   1u α− ≤  

  :إذن 
0

0

2

3
u α  − ≤  

 
  

2 :نفترض أن 

3

n

nu α  − ≤  
 

  

) :لدينا  ) 1ϕ +=
n n
u u و( )ϕ α α=  

 :إذن 

( ) ( )1

ln(1 2 ) ln(1 2 )

1 2
ln

1 2

n n

n

n

u u

u

u

α ϕ ϕ α

α

α

+ − = −

= + − +

+ =  + 

  

[:   نعلم أن  [0; lnx x x∀ ∈ +∞ <  

1:        إذن 

1 2

1 2
n

n

u
u α

α+
+− ≤
+

  

:  لدينا 
1 2 2( ) 1 2

1 2 1 2 1 2
n nu u α α

α α α
+ − −= +
+ + +

  

و
2( ) 1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2
n

n

u
u

α α αα
α α α α

− − −+ ≤ − +
+ + + +

  

و 
2 2

1 2 3α
<

+
]?ن (      ]1;2α ∈   (  

و  
2

3

n

nu α  − ≤  
 

  

:       إذن 
2 1 2 2 2 1 2 2 2

1 2 1 2 3 3 1 2 3 3

n n

nu
α αα

α α α
− −   − + ≤ + ≤   + + +   

   

: و منه 
1

1

2

3

n

nu α
+

+
 − ≤  
 

  

) :حسب برھان الترجع  ) 2
0

3

n

nn u α  ∀ ≥ − ≤  
 

  

)لنستنتج  أن  -ج     )n n
u

∈�
  متقاربة ثم نحدد نھايتھا 

): ا لدين  ) 2
0

3

n

nn u α  ∀ ≥ − ≤  
 

  

2:  إذن  
lim lim

3

n

nu α  − ≤  
 

و  
2

lim 0
3

n
  = 
 

  

lim:  و منه   0nu α− =  

lim:   إذن     nu α=  

):   إذن     )n n
u

∈�
limمتقاربة   و   nu α=  

  
---------- -------    

  2 - 1مثل التمرينين  10-  9- 8 :التما رين 
  :مع ا�نباه إلى 

0: إذاكان    1a< [تناقصية قطعا على   logaفإن  > [0; +∞  

1a:   إذاكان    [تزايدية  قطعا على   logaفإن      < [0; +∞  

  
10

=log log   تزايدية  قطعا على] [0; +∞  

  8تمربن 
  :  �حل في  
 1- 4 4 42 3 6log ( ) log ( ) logx x+ + + =  
 2- 2 2 2

3 3 3

2 5 6log log logx x+ + + =  

 3- 2
3 37 6 0log logx x− + =  

  
  9تمرين

  :المتراجحات  �حل في  
 1- 2

3

1 0log ( )x − ≤      

 2- 3 3

5 5

1 2 4 0log ( ) log ( )x x− − − >  

  10تمربن 
  :  �حل في  
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 1- 2 3 6log( ) log( ) logx x+ + + =  
 2- 2

3

2 5 6log log log logx x+ + + =  

 3- 2 7 6 0log logx x− + =  
  

  11تمرين
  :المتراجحات  �حل في  
 1- 1 0log( )x − ≤      
 2- 1 2 4 0log( ) log( )x x− − − >  
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