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  الحيان:  الأستاذ     المتتاليات العددية والدوال العددية  الثانية بكالوريا علوم رياضية
   :1التمرين 

Iنعتبر المتتالية العددية ( )n nu    للأعداد الصحيحة الموجبة قطعا`∋
  : بما يلي n     المعرفة لكل عدد صحيح طبيعي

0 1

2 1

1
;n n n

u u
u u u n+ +

= =⎧
⎨ = + ∈⎩ `

  

   :nأنه لكل عدد صحيح طبيعي, باستعمال البرهان بالترجع ,     بين 
:)    أ  nn u n∀ ∈ ≥`.   

))   ب )21
2 1: . ( 1)n

n n nn u u u+
+ +∀ ∈ + − =`.   

IIلتكن *( )n n
α

∈`
)* و )n n

β
∈`

  المتتاليتين العدديتين المعرفتين بما 

2:                  يلي  1 2

2 2 1

; ;n n
n n

n n

u un
u u

α β−

+

∀ ∈ = =`.   

*:         بين أن )  أ) 1    

2 2 1

1;
.n n

n n

n
u u

β α
+

∀ ∈ − =`.   

n: استنتج أن)       ب nα β< و * 1; 0 n nn
n

β α∀ ∈ < − <`  

*:   بين أن ) أ) 2    
1

2 2 2

1;
.n n

n n

n
u u

α α+
+

∀ ∈ − =`.    

  ) ب - Iيمكن استعمال نتيجة السؤال( 

*:   بين أن )    ب    1; 1n
n

n α
β

∀ ∈ = −`.    

)*استنتج تغيرات آل من المتتاليتين)   ج     )n n
α

∈`
)* و )n n

β
∈`

.   
)* بين أن المتتاليتين)أ) 3    )n n

α
∈`

)* و )n n
β

∈`
  . متحاذيتان 

)*أحسب نهاية آل من المتتاليتين)      ب )n n
α

∈`
)* و )n n

β
∈`

.   

   :2التمرين 
  :  حيث x للمتغير الحقيقيfنعتبر الدالة العددية

1( ) 2 sin( )
2

f x x= +  

] من المجالαبين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد) 1 ]0,π بحيث :  
( )f α α=.   

)لتكن المتتالية العددية) 2 )n nu   : المعرفة بما يلي `∋

0

1

1
( ) ;n n

u
u f u n+

=⎧
⎨ = ∈⎩ `

  

)بين أن المتتالية,   باستعمال مبرهنة التزايدات المنتهية  )n nu ∈` 
lim:                           متقاربة وأن   nn

u α
→∞

=.   

   :3التمرين 
Iلتكن gالدالة العددية للمتغير الحقيقي x حيث :  

2

1( )
2 2
xg x
x
+

=
+

  

  . عند محدات مجموعة تعريفها gأحسب نهايات) أ) 1  

:    بين أنه )     ب
( )32

1: ( )
2 1

xx g x
x

−′∀ ∈ =
+

\.   

     

[: استنتج أن   )     ج [ 10,1 : 0 ( )
2

x g x′∀ ∈ < <.    

   .gأعط جدول تغيرات الدالة)      د
)نلتك) 2   )n nu   : المتتالية العددية المعرفة بما يلي `∋

0

1

0
( ) ;n n

u
u g u n+

=⎧
⎨ = ∈⎩ `

  

::   بين أن )       أ 0 1nn u∀ ∈ ≤ <`.    

1:  أثبت أن )     ب
1: 0 1 1
2n nn u u+∀ ∈ < − < −`.   

)استنتج أن)     ج )n nu    . متقاربة وحدد نهايتها`∋

IIنعتبر الدالة العددية f  لمتغير حقيقي حيث:  
( )( ) cos ( )f x Arc g x=  

   .f حيز تعريف الدالةDحدد) أ) 1   
    .D عند محداتfأحسب نهايات)      ب

[:     بين أن )      ج [ 2

11, ; ( )
1

x f x
x

′∀ ∈ +∞ =
+

.    

[:            وأن     [ 2

1,1 ; ( )
1

x f x
x

′∀ ∈ −∞ = −
+

.    

[:أثبت أن) أ) 2    [1, ; ( ) tan( )
4

x f x Arc x π
∀ ∈ +∞ = −  

[:               وأن  [,1 ; ( ) tan( )
4

x f x Arc xπ
∀ ∈ −∞ = −  

   .1  في النقطة fية اشتقاقأدرس قابل)     ب
   .fأعط جدول تغيرات الدالة) 3   
)بين أن) أ) 4    )fCيقبل نقطة انعطاف I.   

)أرسم)      ب )fCوالمماس ل ( )fCفي النقطة I .   

   :4التمرين 
:34: برهن على أن) 1 2 sin(2 ) 2

3
x x x x x+∀ ∈ − ≤ ≤\  

)نعتبر المتتاليتين) 2 )n nu ) و`∋ )n nv   : المعرفتين بما يلي `∋

     2
1

sin
2

n

n
k

ku
n=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

2  و   ∑
1

:
2

n

n
k

kn v
n=

∀ ∈ =∑`  

lim وحدد n بدلالةnvأحسب)      أ nn
v

→∞
.   

*:   برهن على أن )    ب 3 3 3 4: 1 2 ...n n n∀ ∈ + + + ≤`.   

*:  برهن على أن )    ج
2

1: n n nn v u v
n

α∀ ∈ − ≤ ≤` ,   

)استنتج أن.  عدد حقيقي يتم تحديده α       حيث  )n nu    متقاربة`∋
  .       وحدد نهايتها 

   :5التمرين 
  : المعرفة بما يلي x الدالة العددية لمتغير حقيقيfلتكن 

22( ) 4 5
3

f x x x= − + +  

  . على حيز تعريفها fأدرس قابلية اشتقاق الدالة) أ) 1
   .fأعط جدول تغيرات الدالة)   ب
)أنشئ)   ج )fCالمنحنى الممثل للدالة f في المستوى المنسوب إلى   

https://talamid.ma
https://talamid.ma


 - 2 -

)      معلم متعامد ممنظم   ), ,O i j
G JG

.   

] الدالة العددية المعرفة على المجالgلتكن) 2 ]0,   : بما يلي 2
2( ) 1 4 5g x x x x= − − + − + +  

   .gأعط جدول تغيرات الدالة)     أ

]:تج أناستن)   ب ] 20,2 : 0 (2) ( ) (2 )
3

x f f x x∀ ∈ ≤ − ≤ −  

)لتكن) 3  )n nu   : المتتالية العددية المعرفة آالآتي `∋

0

1

1
( ) ,n n

u
u f u n+

=⎧
⎨ = ∈⎩ `

  

,:                   بين أن )    أ  0 2nn u∀ ∈ < <`.     
)أدرس رتابة المتتالية)   ب )n nu ∈`.   

,2:       بين أن )   ج 2
3

n

nn u ⎛ ⎞∀ ∈ − < ⎜ ⎟
⎝ ⎠

`.    

limاستنتج )   د nn
u

→∞
.    

   :6التمرين 
Aلتكن f الدالة العددية لمتغير حقيقي حيث :  

2

2

( 1)( )
1

xf x
x
+

=
+

  

]:  وتحقق أن fأعط جدول تغيرات الدالة) 1    ]( ) [ ]1,2 1,2f ⊂.  

)ليكن) 2    )fCالمنحنى الممثل للدالة f في المستوى المنسوب إلى   

)       معلم متعامد ممنظم ), ,O i j
G JG

 .   

) انعطاف المنحنىحدد أفاصيل نقط)      أ )fC.   

)أنشئ المنحنى)    ب )fC.   

Bلتكن g الدالة العددية لمتغير حقيقي حيث :  
( )( ) sin ( )g x Arc f x=  

lim وأحسب gحدد مجموعة تعريف الدالة) أ) 1    ( )
x

g x
→−∞

.   

  . على اليسار 0 في النقطة gأدرس قابلية اشتقاق الدالة)      ب
   .gأعط جدول تغيرات الدالة)      ج

)ليكن) 2    )gCدالة المنحنى الممثل للg في المستوى المنسوب إلى   

)        معلم متعامد ممنظم ), ,O i j
G JG

 .   

]: أثبت أن )       أ ]0,1 ; sin( )t Arc t t∀ ∈ ≥.    

)استنتج الوضع النسبي للمنحنيين)    ب )fCو ( )gCى عل] ],0−∞  

), بلون مغاير , أنشئ ) 3   )gC.   
  )تحديد نقط الإنعطاف غير مطلوب ( 

Cنعتبر المتتالية العددية ( )n nu   : حيث `∋

0

1

2
( ) ;n n

u
u f u n+

=⎧
⎨ = ∈⎩ `

.  

2ونضع  2 1: n n n nn v u w u +∀ ∈ = =`  

]:      تحقق من أن ) 1    ]: 1, 2nn u∀ ∈ ∈`.    

:   :بين أن ) 2   n nn w v∀ ∈ <`.    

fيمكن استعمال آون     (  fDتزايدية على المجال [ ]1, 2(   
)بين أن ) 3   )n nv ) تناقصية وأن `∋ )n nw   . تزايدية `∋

]:    بين أن ) أ) 4   [ 11, ; ( )
4

x f x′∀ ∈ +∞ ≤.    

fبتطبيق مبرهنة التزايدات المنتهية على الدالة)     ب fD ,    استنتج  

):         أن )
2

*
1 1

1; 0
4n n n nn v w v w− −

⎛ ⎞∀ ∈ < − ≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

`  

)استنتج أن المتتاليتين)    ج )n nv ) و`∋ )n nw   . متحاذيتان `∋
   :7التمرين 

)1 نعتبر المتتالية العددية )n nu   :  بحيث ≤

1

1

1
1 ; 2

n

n
k

u

u k n
n n =

=⎧
⎪
⎨ = ≥⎪⎩

∑
  

 باستعمال مبرهنة التزايدات المنتهية للدالة )1
3
22:

3
F x x6على   

]   المجالات ], 1k k }:  حيث + }1, 2,...,k n∈ ,  أثبت أن:  

       * 1 2 2 1;
3 3n nn u u

n n n n n
∀ ∈ − ≤ − ≤ −`  

)1استنتج أن المتتالية) 2 )n nu   . متقاربة وحدد نهايتها ≤
   :8التمرين 

  : الدالة العددية لمتغير حقيقي حيث fلتكن

( )
2

2

1 ; 0
( ) 4 tan 1 ; 0

x x x
f x

Arc x x x
π

⎧ − + + ≥⎪= ⎨
− + + <⎪

⎩

  

  .0لنقطة  في اfأدرس اتصال) أ) 1
  . 0 في النقطة fأدرس قابلية اشتقاق)   ب

*:   بين أن ) أ) 2 ; ( ) 0x f x′∀ ∈ <\.    
   .∞− و∞+ محددا نهايتيها عندfأعط جدول تغيرات الدالة)    ب

)أنشئ) 3 )fC , المنحنى الممثل للدالةf في المستوى المنسوب إلى   

)     معلم متعامد ممنظم ), ,O i j
G JG

   )cm 2: وحدة القياس  . ( 

1: نضع ) 4 ,1
4

I ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
): بين أن  .  )f I I⊂.    

) المتتالية العدديةنعتبر) 5 )n nu   : حيث `∋

0

1

1
( ) ;n n

u
u f u n+

=⎧
⎨ = ∈⎩ `

  

;4:   بين أن )     أ ( )
5

x I f x′∀ ∈ <.    

  : بين أن , باستعمال مبرهنة التزايدات المنتهية )   ب
*

1
1 4 1;

53 3n nn u u −∀ ∈ − < −`  

)استنتج أن)  ج )n nu   . متقاربة وأحسب نهايتها `∋
  :بين أن )   د
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10, ; tan
2 tan( ) 2

xx f
x

π ⎛ ⎞⎤ ⎡ ⎛ ⎞∀ ∈ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

:          نضع )    هـ
12 ( 1);

3

n n

nn a
+ + −

∀ ∈ =`.  

     i ( 0: تحقق أن 1a 1:  وأن =
1: 2n

n nn a a+
+∀ ∈ = −`.   

    ii ( 2:       بين أن: tan
2

n
n n

an u π
+

⎛ ⎞∀ ∈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

`.    

   :9التمرين 

6 عددا حقيقيا أآبر قطعا منαليكن
5

       . 6
5

α⎛ ⎞>⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)نعتبر المتتاليتين العدديتين  )n nu ) و`∋ )n nv    :المعرفتين بما يلي`∋

1

1

1
6

u
v

=⎧
⎨ =⎩

 و        
1

*

1

5
6:
( 1)

n n
n

n n
n

u vu
n

u vv α
α

+

+

+⎧ =⎪⎪∀ ∈ ⎨ + −⎪ =
⎪⎩

`  

*:   بين بالترجع أن ) 1 : 0 n nn u v∀ ∈ < <`.    
)1بين أن المتتالية) 2 )n nu )1 المتتالية تزايدية وأن≤ )n nv   .تناقصية  ≤

*:   بين أن ) 3
1 1

5: ( )
6n n n nn v u v u+ +∀ ∈ − < −`.    

)   استنتج أن المتتاليتين )n nu ) و`∋ )n nv   . متحاذيتان `∋
  :  بين أن ) 4
  *

2 1: 6 (11 6) (5 6) 0n n nn u u uα α α+ +∀ ∈ − − + − =`  
   .α وn بدلالةnvحسب ثم أα وn بدلالةnu  استنتج

   :10التمرين 
  : المعرفة بما يلي x الدالة العددية لمتغير حقيقيfلتكن

( ) 2 af x
x

= [ حيث + [0,a∈ +∞.   

   .fأدرس تغيرات الدالة) أ) 1
)بين أن المعادلة)   ب )f x x=تقبل حلا وحيدا α في المجال   

      ] [0,+∞.    
)اتنعتبر المتتالي) 2 )n nu ) و`∋ )n nv )و `∋ )n nw     بما   المعرفة`∋

01                            :يلي      u α<    و>

1 2 2 1: ( )n n n n n nn u f u v u w u+ +∀ ∈ = = =`  

::      بين أن )     أ 0 n nn v a w∀ ∈ < < <`.   
)بين أن المتتالية)   ب )n nv ) تزايدية قطعا وأن المتتالية`∋ )n nw ∈`   

)واستنتج أن المتتاليتين,       تناقصية قطعا  )n nv )  و`∋ )n nw ∈`   
  .      متقاربتان 

): بين أن)   ج )1 1:
2n n n n

n

an w v w v
v a+ +∀ ∈ − < −

+
`.   

   بحيث  n غير مرتبط بالعددkقيقيبين أنه يوجد عدد ح)   د
    0 1k< )  و > )1 1: n n n nn w v k w v+ +∀ ∈ − < −`.    
)استنتج أن المتتاليتين)  هـ )n nv )  و`∋ )n nw    متحاذيتان يحددا `∋

  .هايتهما      ن
   :11التمرين 

  :  حيث xالدالة العددية للمتغير الحقيقيgلتكن

1( ) sin
2
xg x Arc

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

] هي المجالgبين أن مجموعة تعريف الدالة) 1 ]1,1−.    

[: بين أن ) 2 [
2

11,1 : ( )
2 1

x g x
x

−′∀ ∈ − =
−

.   

]: نضع ) 3 ]1,1I = )   و − )J g I=؛ ولتكن hالدالة العددية   
::  بما يلي J نحوI   المعرفة من ( ) ( )x I h x g x∀ ∈ =  

)1 ؛ ثم أحسبJ تقابلا محدداh   بين أن )h x−لكل xمن J.   

]:   بين أن ) 4 ] 11,1 : ( ) cos( )
2

x g x Arc x∀ ∈ − =.    

   :12التمرين 
fلتكن α الدالة العددية لمتغير حقيقي حيث  :  

( ) cosf x x Arc
xα
α⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

   بارامتر حقيقيαو 
f حيز تعريف الدالةDα و  α  

)و  )Cαالمنحنى الممثل للدالة f α في المستوى المنسوب إلى معلم 

)متعامد ممنظم ), ,O i j
G JG

.     

*تحقق من أن ) أ) 1
0D = ) وأن\ )0Cمستقيم محروم من نقطة A  

  .       ينبغي تحديدها 
0α من أجل Dαحدد)    ب ≠.    
]: بين أن)    ج ]1,1 : cos( ) cos( )t Arc t Arc t π∀ ∈ − + − =  

)      وأثبت أن جميع المنحنيات )Cαتقبل مرآز تماثل مشترك   
  .      مطلوب تحديده 

)أدرس إشارة)    د ) ( )f x f xα β−من أجل x في  D Dα β∩   
α      و  β< ؛ وأول مبيانيا النتيجة .  

0α: نفترض أن ) 2 ≠.    
limأحسب)      أ ( )

x
f xα→+∞

  ؛ وبين أن المستقيم الذي معادلته   

      
2

y x π
= ) مقارب مشترك لجميع المنحنيات+ )Cα.   

أحسب  )   ب
( ) ( )

lim
x
x

f x f
x

α α

α
α

α
α→

>

−

−
  :ناقش حسب الحالتين (   , 

      0α 0α و<   .أول مبيانيا النتيجة  ) . >
0αنفترض أن ) 4 >.   
fبين أن )    أ α مجال من مجالات تزايدية قطعا على آلDα.   
fضع جدول تغيرات الدالة)  ب α.   
)أنشئ) 4 )0Cو ( )1C في نفس المعلم .  
)لتكن) 5 )n nu   : المتتالية العددية المعرفة بما يلي `∋

0

1 ( ) ;n n

u a
u f u nα+

=⎧
⎨ = ∈⎩ `

0  و  aα< <  

  مثل في المعلم السابق على محور الأفاصيل النقط التي أفاصيلها)    أ
      0u1 وu2 وu3 وu 2:  من أجلa 1α  و  = =.   
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)بين أن المتتالية)    ب )n nu   . تزايدية قطعا `∋
)أثبت أن المتتالية)    ج )n nu   . غير مكبورة `∋

lim:               ن أن بي)    د nn
u

→+∞
= +∞.    

    :13التمرين 

 :نضع  `* منnلكل. 1
1

n

n
k

v k
=

=    .n بدلالة nvحدد   . ∑

*                         :بين أن . 2 2 3

1
:

n

k
n k n

=

∀ ∈ ≤∑`.   

  :ما يلي  ب\+*  المعرفة علىf نعتبر الدالة العددية. 3

0 : ( )
1

xx f x
x

∀ > =
+

  

:                    بين أن 
2

0 : ( )
2

xx x f x x∀ > − < <.   

2: نضع  `* منnلكل. 4
1

n

n
k

kS f
n=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

lim: أحسب  .  ∑ nn
S

→∞
.   

)   نعتبر المتتاليتين العدديتين :14التمرين  )n n
u

∈`
)  و )n n

v
∈`

   

             : المعرفتين ب 

( )1

1 1

0 0

1 :
2

:

1 , 2

n n n

n n n

u u v n

v u v n

u v

+

+ +

⎧ = + ∈⎪
⎪⎪ = ∈⎨
⎪ = =⎪
⎪⎩

`

`  

::                               بين أن . 1 0 n nn u v∀ ∈ < <`.   
)أدرس رتابة آل من المتتاليتين  . 2 )n n

u
∈`

)  و )n n
v

∈`
.   

):        بين أن . أ. 3 )1 1
1:
2n n n nn v u v u+ +∀ ∈ − < −`.  

):      بين أن .   ب )0 0
1:
2

n

n nn v u v u⎛ ⎞∀ ∈ − < −⎜ ⎟
⎝ ⎠

`.   

)        :                               حدد     .   ج )lim n nn
v u

→∞
−.    

)استنتج أن المتتاليتين. 4 )n n
u

∈`
)  و )n n

v
∈`

  . متحاذيتين 

    :            بين أن . 5

2

1:
2 sin

2

n
n

n

n v
π
+

∀ ∈ =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

`.   

:2          :              وأن  cos
2n n nn u v π

+
⎛ ⎞∀ ∈ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

`.   

lim:                  حدد النهايتين التاليتين . 6 nn
u

→∞
lim  و   nn

v
→∞

.   

   : 15التمرين 
I-لتكن fبما يلي \ الدالة العددية المعرفة على :  

( ) tan( ) 2 1f x Arc x x= + −  
:: أثبت أن . 1   ( ) 2x f x′∀ ∈ >\.   
1f تقبل دالة عكسيةfبين أن الدالة. 2      .\ نحو \ من−
)بين أن المعادلة. 3   )f x x=  حلا وحيدا\ تقبل في α وأن   

      ] [0,1α ∈.   
::             بين أن . 4   ( )x f x xα∀ > >.   

II-نعتبر المتتالية العددية ( )n nu   :  المعرفة بما يلي `∋

( )
( )

0
1

1

,
,n n

u b b
u f u n

α
−

+

= >⎧⎪
⎨ = ∈⎪⎩ `

  

::      بين أن . 1   nn u α∀ ∈ >`.    
)أدرس رتابة. 2   )n nu   . أنها متقاربة  واستنتج`∋

III-   
  : بين أن , باستعمال مبرهنة التزايدات المنتهية .  1  

( )1
1:
2n nn u uα α+∀ ∈ − < −`  

lim:                  استنتج . 2   nn
u

→∞
.   

  : بما يلي  المعرفةf  الدالة العددية نعتبر  :16التمرين 

  
*tan( ) ,

tan
(0) 0

x Arc xf x x
Arc x

f

−⎧ = ∈⎪
⎨
⎪ =⎩

\
  

) وليكن )Cمنحنى fفي معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.   

I-   
   .f حيز تعريف الدالةDحدد. 1  
   .f مجموعة دراسةED واستنتجfأدرس زوجية. 2  
   .0 في النقطة fأدرس اتصال. 3  

10: بين أن . أ. 4   : tan( ) tan
2

x Arc x Arc
x

π⎛ ⎞∀ > + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

)حدد المستقيم.     ب ) المقارب المائل ل∆( )Cبجوار +∞.   
II-   
  : باستعمال مبرهمة التزايدات المنتهية بين أن . أ. 1  

2

2

tan0 : 0
1

x Arc x xx
x x

−
∀ > < <

+
  

20:       بين أن .     ب : tan
1

xx Arc x
x

∀ > <
+

   

  . وأعط تأويلا هندسيا لذلك 0 على يمين fأدرس اشتقاق الدالة. 2  
   .\ وأعط جدول تغيراتها علىED علىfأدرس تغيرات. 3  
  : بين أن . أ. 4  

( )
( )( )22 2

2 tan tan
0 : ( )

1 tan

Arc x x Arc x
x f x

x Arc x

−
′′∀ > =

+
  

)استنتج تقعر.     ب )C.   

III-ن ليكgقصور الدالة fعلى المجال [ [0,+∞.   

]تقابل منgبين أن. 1   ] نحو ∞+,0] [0,+∞.   

1gأدرس اشتقاق. 2   ] على المجال − [0,+∞ .    

)أنشئ. 3   )C و ( )1g
C 1g منحنى−    في نفس المعلم المتعامد −

)       الممنظم ), ,O i j
G JG

.   

n*   ليكن : 17التمرين   الدالة العددية المعرفة بما nfنعتبر . `∋

):                  يلي  )
2

2

1cos
1

n

n n

xf x Arc
x

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟+⎝ ⎠
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I- 1 .بين أن. أnfمعرفة على  \.    
) ثم أحسب nf  أدرس زوجية.     ب )lim nx

f x
→+∞

.   

):   بين أن . أ. 2    ) ( ): 2 tan n
nx f x Arc xπ+∀ ∈ = −\.   

] قابلة للإشتقاق على المجالnfبين أن الدالة.      ب   : وأن ∞+,0]

] [ ( )
1

2

20, :
1

n

n n

nxf x
x

−−′∀∈ +∞ =
+

  

   :0 على اليمين في nfأدرس قابلية اشتقاق الدالة.     ج
1n: ميز بين حالتين (  1n  و  = ≠(    

1n: في آلتا الحالتين\علىnfأعط جدول تغيرات.     د    ≠1n  و =
  \+ تقابل منngبين أن . \+ علىnf قصور الدالةngليكن. 3  

) ينبغي تحديده؛ ثم حددI     نحو مجال )ng x′بدلالة cot
2
xan ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

II-1  نأخذ في آل ما يليn =.    
[:              بين أن . 1   [ ( )1! 1, 2 / fα α α∃ ∈ =.      

)أنشئ في نفس المعلم المتعامد الممنظم. 2   ), ,O i j
G JG

   على1f منحنى

1 ومنحنى\     
1g −.   

  :لعددية المعرفة بمايلي الدالة اf   لتكن :18التمرين 
2

2 2 2

1 2 2( ) 2 cos sin tan
1 1 1

x x xf x Arc Arc Arc
x x x

⎛ ⎞− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
  

   .f حيز تعريف الدالةDحدد. 1
)بسط آتابة . 2 )f xلكل  xمن D ) .  يمكن وضعtan( )x θ=(  

:2:          حل المعادلة . 3 ( )
3

x f x π
∈ =\.    

  : الدالة العددية المعرفة بمايليf لتكن :19التمرين 

( ) , 0
2 tan

(0)
2

xf x x
Arc x

f

π

π

⎧ = ≠⎪⎪
⎨
⎪ =
⎪⎩

  

  . دالة زوجية fتحقق من أن. أ. 1
):     أحسب .   ب )lim

x
f x

→+∞
.   

: بين أن . 2
0

tanlim 1
x

Arc x
x→

   متصلة فيf ؛ ثم استنتج أن الدالة=

   0 0x =.   

[:بين أن . أ. 3 [ 2 2

1 10, 0, : 1
1 1

x c x
x c

∀ > ∀ ∈ < <
+ +

  

tantبتطبيق مبرهنة التزايدات المنتهية على الدالة.   ب Arc t6   
]       في مجال ]0,x0 بحيثx   :  ؛ أثبت أن <

2

1 tan
1

Arc x x
x

< <
+

  

0 قابلة للإشتقاق على اليمين فيfبين أن.   ج 0x    ؛ ثم أعط =
  . الهندسي للنتيجة المحصل عليها       التأويل

)أحسب. أ. 4 )f x′لكل x من *\.   
)أدرس إشارة.   ب )f x′ب -3يمكن استعمال نتيجة  ( \+* على (  
  .\على fأعط جدول تغيرات.   ج

10: بين أن . أ. 5 : tan tan
2

x Arc x Arc
x

π⎛ ⎞∀ > + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.   

)أدرس الفرع اللانهائي للمنحنى.   ب )Cبجوار +∞.   

)أنشئ المنحنى. 6 )C                .   الوحدة  =cm 2 .  

   :20التمرين 

I -لتكن g0 المجال  الدالة المعرفة على,
2
π⎡ ⎡

⎢ ⎢⎣ ⎣
  : بما يلي 

tan( ) , 0

(0) 0

x xg x x
x

g

−⎧ = ≠⎪
⎨
⎪ =⎩

  

): بين أن . 1   )20, : 1 tan tan 0
2

x x x xπ⎤ ⎡∀ ∈ + − >⎥ ⎢⎦ ⎣
  

  : بين أن . أ. 2  
( )2

2

1 tan tan
0, : ( )

2
x x x

x g x
x

π + −⎤ ⎡ ′∀ ∈ =⎥ ⎢⎦ ⎣
  

   علىg ثم أعط رتابة0 متصلة على اليمين في gبين أن الدالة.    ب

,0       المجال
2
π⎡ ⎡

⎢ ⎢⎣ ⎣
.   

II-لتكن f0لعددية المعرفة على المجال  الدالة ا,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
  :  بما يلي 

( )( ) tan ( ) , 0,
2

(0) 0 ,
2 2

f x Arc g x x

f f

π

π π

⎧ ⎤ ⎡= ∈⎪ ⎥ ⎢⎪ ⎦ ⎣
⎨

⎛ ⎞⎪ = =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

  

 وعلى اليسار في0 على اليمين في fأدرس اتصال. 1  
2
π.   

tantبتطبيق مبرهنة التزايدات المنتهية على الدالة. أ. 2   t t−6   

]         على المجال ]0,x 0 بحيث
2

x π
<   : ؛ أثبت أن >

         20, : 0 tan tan ( )
2

x x x x xπ⎡ ⎡∀ ∈ ≤ − ≤⎢ ⎢⎣ ⎣
   

20:              أحسب .     ب

tanlim
x

x x
x→

−.   

  . ؛ ثم أعط تأويلا هندسيا0 على اليمين في fأدرس قابلية اشتقاق.    ج

10:     بين أن . أ. 3   : tan( ) tan
2

t Arc t Arc
t

π⎛ ⎞∀ > + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  :           ثم استنتج أن  

0, : ( ) tan
2 2 tan

xx f x Arc
x x

π π⎤ ⎡ ⎛ ⎞∀ ∈ − = − ⎜ ⎟⎥ ⎢ −⎦ ⎣ ⎝ ⎠
  

:               بين أن .    ب
( )

2

2

2lim

2
x

x

f x f

x
π

π

π

π→

<

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
  

  .ل تغيراتها  وأعط جدوgأدرس تغيرات. 4  
)أنشئ. 5   )C         .  الوحدة  =cm2 .  
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  : الدالة العددية المعرفة بمايليfلتكن   :21التمرين 
3 3 2( ) 1 2 , 2

2 1( ) tan , 2
2

f x x x x

f x Arc x
xπ

⎧ = + − ≥
⎪
⎨ ⎛ ⎞= <⎪ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎩

  

A .1 .حدد fD؛ حيز تعريف الدالة f.   
0 في النقطةfأدرس اتصال الدالة. 2      2x =.   
   ؛ ثم أدرس الفروع اللانهائيةfD عند محداتfأحسب نهايات. 3     

)         للمنحنى )fC.   
   على اليمين وعلى اليسار فيfرس قابلية اشتقاق الدالةأد. 4     

0         النقطة 2x =. .   
)أحسب. 5      )f x′لكل xمن المجال ] [,    منx ولكل∞−2

[         المجال    .f ؛ ثم أعط جدول تغيرات الدالة∞+,2]

)أرسم. 6     )fC )   .    نعطي :( )0 0, 4f �(   

[ على المجالf قصور الدالةgليكن. 7     [, 2−∞.   

[  تقابل من المجالg       بين أن [,   .  نحو مجال يجب تحديده∞−2

1gحدد        ) ثم مثل منحناها في المعلم− ), ,O i j
G JG

.   

B .1 .بين أنه يوجد عدد حقيقي. أkمن المجال ]   : بحيث 0,1]

           ( )0 g x k′<    على المجالh ؛ ثم استنتج رتابة الدالة>

            ] ):  حيث 0,1] ) ( )h x g x x= −.   

[ من المجالαبين أنه يوجد عدد حقيقي وحيد.          ب   : بحيث0,1]

             ( )g α α=.   

)نعتبر المتتالية العددية. 2    )n n
u

  : المعرفة بما يلي `∋

( )
0

1

1
4

,n n

u

u g u n+

⎧ =⎪
⎨
⎪ = ∈⎩ `

  

:: بين أن .           أ 0 1nn u∀ ∈ < <`.   
:1: بين أن .         ب n nn u k uα α+∀ ∈ − < −`.   

)استنتج أن.        ج )n n
u

   .α متقاربة وأن نهايتها هي`∋

 المعرفة x للمتغير الحقيقيfديةنعتبر الدالة العد  :22التمرين 

: بمايلي 
( )

( ) ( )23

1 12 sin 1 ,
2
12 1 1 ,
2

f x x Arc x
x

f x x x xπ

⎧ ⎛ ⎞
= + + ≤ −⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎨

⎪ = + + − > −⎪⎩

  

)و )fCمنحنى الدالة fفي معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j
G JG

  : حيث 

2i cm=
G

.  

0 في النقطةfأدرس اتصال الدالة. أ. 1
1
2

x = −.   

0 :في النقط   fأدرس قابلية اشتقاق الدالة.   ب
1
2

x = 1  و− 0x =  

2       و 1x = يمكنك استعمال   .(  −
0

tanlim 1
X

Arc X
X→

=(     

   المعرفةx للمتغير الحقيقيgأدرس تغيرات الدالة العددية. أ. 2
):        بمايلي  ) 2 1 1g x x x= − − +.   

): أحسب  . (       ثم استنتج إشارتها )1g −(   

)أحسب.   ب )f x′لكل x من  * 11,
2

⎧ ⎫− − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

\.   

   .fأعط جدول تغيرات الدالة.   ج
)أدرس الفروع اللانهائية للمنحنى. 3 )fC.   

)بين أن المعادلة. 4 ) 0f x 11 وأن α تقبل حلا وحيدا=
2

α− < <−   

)نعتبر المتتالية العددية. 5 ) 1n n
u

≥
  :  المعرفة بما يلي 

    ( ) ( )* : 1nn u f n f n∀ ∈ = − − − −`   

[ منnc يوجد عدد حقيقي`* منnبين أن لكل.   أ [1,n n− − −  

):      بحيث  )n nu f c′=.   

)بين أن المتتالية.   ب ) 1n n
u

≥
   .  متقاربة وأحسب نهايتها 

 المعرفة x للمتغير الحقيقيfعتبر الدالة العدديةن   :23التمرين 

):           بمايلي  ) ( )
2

2

1cos tan
1

xf x Arc Arc x
x

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

  

)ليكن )Cمنحنى الدالة fفي معلم متعامد ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.   

   .f  مجموعة تعريف الدالةDحدد. 1
  .D عند محداتfحدد نهايات الدالة. أ. 2

)استنتج الفروع اللانهائية للمنحنى.   ب )C.   

:                  بين أن . أ.3

2

2

0
0

1cos
1

lim 2
x
x

xArc
x

x→
>

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠ =   

 :                        وأن 

2

2

0
0

1cos
1

lim 2
x
x

xArc
x

x→
<

⎛ ⎞−
⎜ ⎟+⎝ ⎠ = −  

   وأعط تأويلا هندسيا0 في النقطة fأدرس قابلية اشتقاق الدالة.   ب
  .      للنتيجة 

fلتكن.    ج )أحسب . fالدالة المشتقة للدالة ′ )f x′لكل xمن   

       { }0D −.   
   .fضع جدول تغيرات الدالة.   د
)أنشئ المنحنى. 4 )C.   

] على المجالf قصور الدالةgلتكن. 5 [0,+∞.   

] تقابل منgأثبت أن.      أ   . يجب تحديده I نحو مجال∞+,0]
  : بين أن .    ب

2
*

2

1: cos 2 tan
1

xx Arc Arc x
x+

⎛ ⎞−
∀ ∈ =⎜ ⎟+⎝ ⎠

\  

1gلتكن.     ج    .g الدالة العكسية للدالة−
)        أحسب )1g x−لكل xمن I.   

)أنشئ في نفس المعلم.     د ), ,O i j
G JG

1g ؛ منحنى الدالة −.   
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] الدالة العددية المعرفة على المجالf  لتكن  :24التمرين  ]0,8 

):                      بما يلي  ) ( )3
3 24f x x= −  

): بين أن .  أ. 1 )
0

0

8
lim
x
x

f x
x→

>

−
= −∞   

] تناقصية قطعا على المجال fبين أن الدالة.    ب ]0,8.   

] تقابل من fبين أن الدالة.    ج   . نحو مجال يتم تحديده0,8[

)ليكن . 2 )C و ( )C′المنحنيين الممثلين للدالة fولتقابلها العكسي   

    1f ) على التوالي في معلم متعامد ممنظم− ), ,O i j
G JG

.  

)بين أن المستقيم .    أ y معادلته  الذي∆( x= هو   محور تماثل   

)      المنحنى  )C.   

)استنتج تعبير .   ب )1f x− بدلالة x.   

)أحسب النهاية .   ج )
8

8

lim
8x

x

f x
x→

<
−

   

)أرسم المنحنى .    د )C.   

)نعتبر النقطتين . 3 )8,0Aو ( )0,8Bوالدالة g المعرفة على    

  [ ):              بما يلي 0,8[ ) ( ) 8g x f x x= + −  

[ :               بين أن .      أ [ ( )0,8 / 0gα α′∃ ∈ =  

)استنتج أن المنحنى .   ب )C مماس مواز للمستقيم ( )AB في نقطة   
      0M أفصولها α ,  ثم حددα.   

)متتالية العددية نعتبر ال. 4 )n n
x

∈`
  : المعرفة بما يلي

( )
( )

0

1

8

: n
n n

n

x
f x

n x x
f x

α

+

< <⎧
⎪
⎨ ∀ ∈ = −⎪ ′⎩

`
  

  مثل في المعلم السابق على محور الأفاصيل النقط  التي أفاصيلها .     أ
     0x1 وx2 وx 3 وx.   
:                     :بين أن .   ب 8nn xα∀ ∈ < <`.   
)بين أن المتتالية .    ج )n n

x
∈`

  . رتيبة

)استنتج أن المتتالية .     د )n n
x

  . متقاربة`∋
lim:                        أحسب .     ه nn

x
→+∞

.   

  : المعرفة بما يلي f      نعتبر الدالة العددية :25التمرين 

( ) ( ) [ ]

( ) ] [

2

2

sin 1 2 2 ; 0,2
2

4; 2,

f x Arc x x x x

f x x x x

π⎧ = − − − + − ∈⎪
⎨
⎪ = − − ∈ +∞⎩

  

( )Cهو المنحنى الممثل للدالة fفي المستوى المنسوب الى معلم   

)    متعامد ممنظم ), ,O i j
G G

.  

    متصلة في fهل الدالة . f مجموعة تعريف الدالةDحدد . أ.  1
0        النقطة  2x    ؟=

)أحسب .     ب )lim
x

f x
→+∞

 .   

)   ماذا تستنتج بالنسبة  للمنحنى   )C.  

)أحسب. 2 )f x′ لكل ] [0, 2x∈أحسب ( )f x′لكل] [2,x∈ +∞.  
0 على اليمين في النقطة fأدرس قابلية اشتقاق الدالة. 3 2x =.   

[:  بين أن . أ. 4 [
2

0,1 :
2

tt t
t t

∀ ∈ <
−

  

]بتطبيق مبرهنة التزايدات المنتهية على المجال .    ب ]0, x؛   

 )     0 1x< ): بين أن  )  > ) ( )0
0

f x f
x

x
−

< <  

   قابلة للاشتقاق على اليمين في الصفرf      ثم استنتج أن الدالة
  . على اليمين في الصفرf       محددا العدد المشتق للدالة 

[:    بين أن . أ. 5 [ ( ) ( )
2

2
1,2 :

2 4

f x f xx
x x

−
∀ ∈ >

− −
   

]استعمل مبرهنة التزايدات المنتهية على المجال      (   ], 2x(    
0 على اليسار في النقطة fأدرس قابلية اشتقاق الدالة.    ب 2x =.  

  .fضع جدول تغيرات الدالة. أ. 6

):                 بين أن .     ب )31, / 0
2

fα α⎤ ⎡∃ ∈ =⎥ ⎢⎦ ⎣
.   

)أدرس تقعر المنحنى .    ج )C.   

)أنشئ المنحنى .    د )C في المعلم  ( ), ,O i j
G G

.  

  :لمعرفة بما يلي  الدالة العددية اϕلتكن. 7
[ [ ( ) ( )1, : 2x x f xϕ∀ ∈ +∞ = +  

]: بين أن .   أ [ ( )2 21, :
2

x x
x x

ϕ∀ ∈ +∞ < <
+

  

]:   استنتج أن .  ب [ ( )2

2 4 21, :x x
x x x

ϕ∀ ∈ +∞ − < <  

)نعتبر المتتالية العددية .   ج ) 1n n
u

≥
  : المعرفة بما يلي 

2 2 2
* : ...

1 2n
n n nn u

n
ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

∀ ∈ = + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

`  

  : بين أن , )  ب -7( ل باستعمال السؤا      
( )( )*

3

2 1 2 11 1:
3 n

n nn nn u
n n n

+ ++ +
∀ ∈ − < <`  

) :  تذآير ( )( )2

1

1 2 1
6

n

p

n n n
p

=

+ +
=∑  (   

) ثم استنتج أن  ) 1n n
u

≥
  . متقاربة محددا نهايتها 

1a: عددا حقيقيا حيث a  ليكن :26التمرين  الدالة af ولتكن>
  : والمعرفة بما يلي xلعددية لمتغير حقيقي 

( ) ( )
( )

cos
cos

1 cosa

a x
f x Arc

a x
⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
  

):                  أثبت أنه . أ. 1 ): 1 cos 0x a x∀ ∈ + >\  
  .af مجموعة تعريف الدالة Dأوجد .    ب

]أثبت أنه يمكن الاقتصار على المجال . أ. 2 ]0,π لدراسة الدالة af.   
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[: بين أنه .  ب   [ ( ) ( )
210, :

1 cosa
ax f x

a x
π −′∀ ∈ =

+
  

   الدالة العددية لمتغير حقيقي المعرفة على المجالaϕلتكن . 3

    [ ]0,π بما يلي        :( ) ( )
1 1

1 cos 1a x
a x a

ϕ = −
+ +

  

   .aϕتغيرات الدالة  , aحسب قيم الوسيط الحقيقي, أدرس .   أ  
  :استنتج أنه .   ب

( ) ( ) ( )2, : 0 a ac x c x c xπ ϕ ϕ∀ ∈ < < < ⇒ ≤\ 
  : بتطبيق مبرهنة التزايدات المنتهية على الدالة .  ج

      ( ) 1: .
1a

ah t f t t
a

−
−

+
] وعلى المجال 6 ]0, x حيث   

  0 x π< ): أثبت أن> ) ( )21 1
1a a

af x x x a x
a

ϕ−
− ≤ −

+
  

   .π قابلة للاشتقاق على اليسار في النقطةaf استنتج أن.  د
] على المجالaf أعط جدول تغيرات الدالة .5 ]0,π .  

] الدالة المعرفة من المجال ag لتكن .6 ]0,π نحو  المجال [ ]0,π  

)                 :  بما يلي      ) ( )a ag x f x=  
  . تقابل ag بين أن .  أ

):  أثبت أن .  ب ) 1
a ag g−

−=.   

) ليكن .7 )aC المنحنى الممثل للدالة af على المجال [ ],π π−في   

) المستوى المنسوب الى معلم متعامد  ممنظم     ), ,O i j
G G

.   

1    أرسم 
2

C
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 و 
2

C
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

) في المعلم  ), ,O i j
G G

.   

   :27التمرين 
] دالة قابلة للاشتقاق مرتين على مجالfلتكن. 1  ],a b بحيث    :  

   ( ) ( )f a f b=  و  a b<.   

[:                   ين أن      ب [ ] [, ; , /x a b c a b∀ ∈ ∃ ∈  

                  ( ) ( )( ) ( )
2

f c
f x x a x b

′′
= − −  

  :  إذا آان   لدينا fماذا يمكن أن تستنتج بالنسبة لمنحنى الدالة. 2
[ ] ( ), : 0x a b f x′′∀ ∈ >  

]لة قابلة للاشتقاق ثلاث مرات على مجال داfلتكن. 3 ],a b   
a    حيث b< 1؛ ولتكنx2 وx3 وx ثلاثة أعداد حقيقية بحيث   :  

1 2 3a x x x b≤ < < ≤  
}                          و   } ( )1, 2,3 : 0ii f x∀ ∈ =   

[:                     بين أن  [ ] [, ; , /x a b c a b∀ ∈ ∃ ∈  

         ( ) ( )( )( ) ( )
1 2 3 3!

f c
f x x x x x x x

′′′
= − − −  

a عددين حقيقيين حيث b وaليكن  :28التمرين  b< ولتكن 
[ ]: ,f a b 2nحيث (  مرةn دالة عددية قابلة للاشتقاق \→ ≥(   

)      و )nf متصلة على المجال [ ],a b.  
  : أعداد حقيقية بحيث nxو... و2x و1x      لتكن 

    1 2 ... na x x x b≤ < < < } و ≥ } ( )1,2,..., : 0ii n f x∀ ∈ =  

]:                     بين أن . 1 ] [ ], , , /x a b c a b∀ ∈ ∃ ∈  

                                ( )
( ) ( ) ( )

1!

n n

i
i

f c
f x x x

n =

= −∏  

: نضع . 2
[ ]

( ) ( )
,

n

x a b
M Max f x

∈
  : بين أن  . =

[ ] ( )
1

, :
!

n

i
i

Mx a b f x x x
n =

∀ ∈ ≤ −∏  

}:بين أن. 3 } ( )
1

1,2,..., :
!

n

i i j
j
j i

Mi n f x x x
n =

≠

′∀ ∈ ≤ −∏  

  :  بين أن: تعميم . 4

[ ] ( )
1 1

, :
!

nn

j
i j

j i

Mx a b f x x x
n = =

≠

⎛ ⎞
⎜ ⎟′∀ ∈ ≤ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∏  

2n     ماذا يمكن أن تستنتج من أجل 1x و= a=2 وx b=؟  
  Hospital'Règle de L                          :29التمرين 

] دالتين عدديتين متصلتين على مجال g وf لتكن.1 ],a b  

[   وقابلتين للاشتقاق على المجال  [,a b .  بين أن   : 

] [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), :c a b f b f a g c g b g a f c′ ′∃ ∈ − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  
  :     بإ مكانك استعمال الدالة العددية 

                                               [ ]: ,a bϕ → \  

           ( ) ( ) ( ) ( )x f b f a g x g a− × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦6  

           ( ) ( ) ( ) ( )g b g a f x f a− − × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦                 

) إ ذا آان : ملاحظة   ) 0g c′ ) و ≠ ) ( )g a g b≠ ,  فإن:  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
g b g a g c

′−
=

′−
  

) بين أنه إذا آان . أ.2 ) ( ) 0f a g a= ) وأن= )
( )

lim
x a
x a

f x
l

g x→
≠

′
=

′
  ؛   

)            : فإن         )
( )

lim
x a
x a

f x
l

g x→
≠

=  

:  أحسب .   ب
( )

3

tan
3lim

3x

Arc x

x

π

→

−

−
  

  .خاطئ )  أ – 2(   الإستلزام المعاآس للإستلزام  :انتبه .  ج
  . عط مثالا مضادا أ                    
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