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  مبرھنة التزايديات المنتھية

   
  1تمرين

   ( ) 2 3 5f x x x= − +   

[:   بين أن     [ '1;2 / ( ) 0c f c∃ ∈ =  

  
  الحل
 على قابلة ل2شتقاق  [2;1]دالة عددية متصلة على  f: لدينا 

] (1)و    2;1] (2)f f=    

  مبرھنة رولإذن حسب 
     ] [ '1;2 / ( ) 0c f c∃ ∈ =  

  
  2تمرين

f  وg دالتان عدديتان متصلتان على[ ; ]a b  قابلتان ل2شتقاق

[ على  [;a b  

[: بحيث  [ ( )'; 0x a b g x∀ ∈ ≠  

[: بين أن  [
'

'

( ) ( ) ( )
; /

( ) ( ) ( )

f b f a f c
c a b

g b g a g c

−∃ ∈ =
−

  

  
  الحل

  :نطبق مبرھنة رول على 

  ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f b f a
h x f x g x

g b g a

−= −
−

  

  
  3تمرين

f  [1;0] قابلة ل2شتقاق على دالة عددية  

):بحيث  )0 0f [ و  = [ ( )'0;1 0x f x∀ ∈ >  

  ( ) 2
*;n m ∈
   

[:  بين أن   [
' '( ) (1 )

0;1 /
( ) (1 )

f c f c
c n m

f c f c

−∃ ∈ =
−
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  الحل
  :نطبق مبرھنة رول على 

   ( ) ( )( ) (1 )
mng x f x f x= −  

  
  4تمرين 

f  دالة عددية متصلة على[ ; ]a b  قابلة ل2شتقاق على ] [;a b   

) :بحيث     ) ( )f a f b=    و'( ) 0f a =  

[:  بين أن  [ ' ( ) ( )
; / ( )

f c f a
c a b f c

c a

−∃ ∈ =
−

  

  
  الحل

  :نطبق مبرھنة رول على 

   
( ) ] ]
( ) '

( ) ( )
;

( )

f x f a
g x x a b

x a

g a f a

− = ∈ −
 =

  

  
  5تمرين

 ( ) ( )( )( )( )1 ln 1 2 6 1xf x e x x x= − − − +  

)بدون حساب  )'f x  بين أن المعادلة( )' 0f x تقبل ث2ثة  =

  حلول مختلفة
  

  الحل
)حلول المعادلة  ) 0f x }:ھي  = }1;0; ;3S e= −  

):نطبق مبرھنة رول على  )f x  تNفي المجا :

[ ] [ ] [ ]1;0 ; 0; ; ;3e e−  

  
  6تمرين

a  وb  بحيث   �+*عددان من  :a b<  

)ln: بين أن   ) ln( )
b a b a

b a
b a

− −≤ − ≤  

  
  الحل

  :على  ةالتزايديات المنتھينطبق مبرھنة 
              ( ) [ ]ln ;x x a b∈  

   ] [ ( )1
; / ln( ) ln( )c a b b a b a

c
∃ ∈ − = −  

:     لدينا  
1 1 1

a c b
b c a

< < ⇔ < <  

)ln: و منه  ) ln( )
b a b a

b a
b a

− −≤ − ≤  

  
  7تمرين

  :بين أن  مبرھنة التزايديات المنتھيةباستعمال 

 ] [ ( )2
0; arctan

1

x
x x x

x
∀ ∈ +∞ < <

+
  

  

  الحل
   :على  التزايديات المنتھيةة نطبق مبرھن

     ( ) ( ) [ ]arctan 0;f t t t x= ∈  

[: إذن   [ ( ) ( ) 2

1
0; / arctan arctan 0

1
c x x x

c
∃ ∈ − = ×

+
  

[: و منه  [ ( ) 2

1
0; / arctan

1
c x x x

c
∃ ∈ = ×

+
  

0: و لدينا   c x< :إذن  >
2 2

1 1
1

1 1x c
< <

+ +
  

[ :إذن  [ ( )2
0; arctan

1

x
x x x

x
∀ ∈ +∞ < <

+
  

  8تمرين

( ) ( )ln 1 xf x e x−= + ∈�   

)نعتبر المتتالية  )nu  0، حدھا ا'ولu   بحيث:  

( )1n nu f u+ =  

*: بين أن  -1 0nn u∀ ∈ >�  

): بين أن  -2 )' 1
0

2
x f x∀ > ≤  

*:  بين أن  -3
1

1 5 1 1 5
ln ln

2 2 2n nn u u+
+ +∀ ∈ − ≤ −�  

) :استنتج أن  -4 )nu  متقاربة ثم احسب :lim nu  

  
  الحل

1- * 0nn u∀ ∈ ): Uن  �< ) 0x f x∀ ∈ >�  

):  لدينا      -2 )' 1

1 1

x

x x

e
f x

e e

−

−

− −= =
+ +

  

): إذن   )' 1

1 x
f x

e
=

+
  

0x: بما أن  1xe: فإن  < >  

:     ومنه  
1 1

1 2xe
<

+
  

): إذن  )' 1
0

2
x f x∀ > ≤  

: نعتبر   -3
1 5

ln
2

α ): لدينا  =+ )f α α=  

) :على  التزايديات المنتھيةنطبق مبرھنة  )f x   في المجال

  nuو  α: المحصور بين 

و  α: تنتمي إلى المجال المفتوح المحصور بين  cيوجد : إذن  
nu  بحيث :( ) ( ) ( )( )'

n nf u f f c uα α− = −  

0α: و لدينا  *و   < 0nn u∀ ∈ >�  

0c :إذن   ): و منه  < )' 1

2
f c ≤  

*: و منه 
1

1

2n nn u uα α+∀ ∈ − ≤ −�  
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4- *
1 1

1 1

2 2

n

n nn u u uα α α+
 ∀ ∈ − ≤ − ≤⋅⋅⋅≤ − 
 

�  

: و منه 
1

*
1

1

2

n

nn u uα α
−

 ∀ ∈ − ≤ − 
 

�  

lim :إذن    nu α=  
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