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  ا/شتقاق و دراسة الدوال
  

  1تمرين

[ ] { }3 2
( )      0;2 1

1
1

(1)
4

x
f x x

x

f

 + −= ∈ − −

 =

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)بين أن  )f x  1قابلة ل<شتقاق في  
  الحل

  1قابلة ل<شتقاق في  f: لنبين أن  

                

( )

( )( )

→ →

→

→

+ − −− −=
− −

+ − +
=

−
− −=

− + − +

1 1

21

2

1 2

3 2 1
( ) (1) 1 4lim lim

1 1
4 3 7

lim
4( 1)

( 1)
lim

4( 1) 4 3 7

x x

x

x

x
f x f x

x x

x x

x

x

x x x

  

                                     
→

− = −
−1

( ) (1) 1
lim

1 64x

f x f

x
  

 2تمرين
2( ) 2 15f x x x= + ثم معادلة   df(3)'؛   gf(3)'حدد   −

)نصف المماس ل  )fC  على يسار و على يمين النقطة ذات

  3ا?فصول  
 الحل

'(3) 6gf = −           '(3) 6df = 

           3تمرين

{ }
225 24 2

( )      6; 1
1 5

(1) 24

x x
f x x

x

f

 − −  = ∈ +∞ −  −  
 =

  

   1قابلة ل<شتقاق في  fبين أن  -ب  
)'احسب  -ج  )f x  

  الحل
  1قابلة ل<شتقاق في  f: لنبين أن  

( )

( )
( )( )

→ →

→

→

− − −− −=
− −

− − −
=

−
− − −

=
− − + −

2

1 1

2

21

2
2

1 2

25 24
24

( ) (1) 1lim lim
1 1

25 24 25 24
lim

( 1)

25 24 25 24
lim

( 1) 25 24 25 24

x x

x

x

x x
f x f x

x x

x x

x

x x

x x x

  

( )
( )( )

( )( )

→ →

→

→

− − +− =
− − − + −

−=
− + −

= −

− = −
−

2

1 1 2

1

1

600 2 1( ) (1)
lim lim

1 ( 1) 25 24 25 24

600
lim

25 24 25 24

600

2
( ) (1)

lim 300
1

x x

x

x

x xf x f

x x x x

x x

f x f

x
   

=و     1قابلة ل2شتقاق في  f: إذن    −'(1) 300f      

  
)':حساب  )f x     

 

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )

'
2

2 2

2

2

2

2

2 2 2

2 2

25 24
'( )  

1

25 24 ' 1 25 24 1 '
=

1

25
1 1 25 24

25 24=
1

25 25 24 1 25 24 25 24
=

1 25 24

x x
f x

x

x x x x x x

x

x
x x x

x

x

x x x x x x

x x

 − −= 
 − 

− − − − − − −

−

 
− − − − − 

− 

−

− − − − − − −

− −
  

( )
2

2 2

25 24 25 24
'( ) =

1 25 24

x x
f x

x x

− − +
− −

 

  4تمرين
f  قابلة ل<شتقاق فيa  

  : احسب 
2

0

( ) ( )
lim
h

f a h f a h

h→

+ − +
          

  الحل 

: نضع 
2

0

( ) ( )
lim
h

f a h f a h

h
α

→

+ − +=  

2

20 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim lim

h h

h t h

f a h f a f a h f a
h

h h
f a t f a f a h f a

h
t h

α
→ →

→ → →

+ − + −= −

+ − + −= −
  

( )
2

'

0

( ) ( )
lim
h

f a h f a h
f a

h→

+ − + = −  

  
  5تمرين
)'احسب  )f x   :في كل حالة   
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3 -أ 45 3( )f x x x=    3 -ب( ) arctan(7 5 )f x x x= −  

 -ج 
24

3 2

3 7
( )

x
f x

x

)24 - د   =+ ) tan 3 7f x arc x= +  

  
          6تمرين

  

 -أ 
3

( ) (3)
lim 0

3x

f x f

x−→

− =
−

  

 ( )fC 3أفقي يسار النقطة ذات ا?فصول  يقبل نصف مماس  

 -ب
3

( ) (3)
lim

3x

f x f

x+→

− = −∞
−

  

( )fC 3يمين النقطة ذات ا?فصول  يقبل نصف مماس عمودي   

  . موجه نحو ا?سفل  

 -ج
3

( ) (3)
lim

3x

f x f

x+→

− = +∞
−

  

( )fC 3مماس عمودي يمين النقطة ذات ا?فصول  يقبل نصف   

  موجه نحو ا?على 

 - د
3

( ) (3)
lim

3x

f x f

x−→

− = +∞
−

  

( )fC 3عمودي يسار النقطة ذات ا?فصول  يقبل نصف مماس   

 .موجه نحو ا?سفل  
 

    7تمرين
( ) 2 3 6f x x x= + −    

fIحدد     D=  
  تقبل )   Jيجب تحديد( Jنحو Iالمعرفة من fاثبت أن -1  

1fدالة عكسية       1fثم حدد .  − −  
):   ستنتج أن  المعادلة ا -2   )  6f x تقبل ح< وحيدا في  =

  Iالمجال 
  الحل

1-  ( ) 2 3 6f x x x= + −     

,2]حدد     [= = +∞fI D  

 f  2]متصلة   على, ,2[∞+ل8شتقاق على قابلة    ∞+] [  

 
3

'( ) 2
2 3 6

f x
x

= +
−

  

,2[: بما أن   [ '( ) 0x f x∀ ∈ +∞ >  

  تزايدية  f: فإن 

)]: إذن   ) [2, [ 4, [f +∞ = +∞  

f   1تقبل دالة عكسيةf −  

1f: تحديد   −     

 

( )

− = ⇔ =

⇔ + − =
⇔ − + + + =

1

2 2

( ) ( )

2 3 6

4 4 3 6 0

f x y f y x

y y x

y y x x

  

 ( )− + + + =
∆ = −

2 24 4 3 6 0

24 87

y y x x

x
  

 
+ − −=

1

4 3 24 87

8

x x
y 

أو
+ + −=

2

4 3 24 87

8

x x
y  

 y2#2و      y1=2نجد   x=4: نعتبر  
(2)=: بما أن  4f  1: فإن

1( )f x y− =  

−: إذن   + − −=1 4 3 24 87
( )

8

x x
f x  

  
متصلة و رتيبة قطعا و  fبما أن       -2  

[( ) [2, [ 4, [f +∞ = +∞    

∋و     +∞6 [4, [     

):   المعادلة : فإن  )  6f x   Iتقبل ح2 وحيدا في المجال  =

  
    8تمرين

           ( )
1

x
f x

x
=

+
    

fIحدد     D=  
  تقبل  )  Jيجب تحديد( Jنحو Iالمعرفة من fاثبت أن -أ  

1fدالة عكسية       1fثم حدد .  − −  
  الحل

[   -أ  [1,fI D= = − +∞  

 f متصلة على 
f

D  قابلة ل\شتقاق على] [1,− +∞          

( )1  

 
( )

1
'( )

2 1 1

x
f x

x x

+=
+ +

       ∀ ∈ − +∞ 1,x  

: بما أن   ∀ ∈ − +∞ > 1, '( ) 0x f x  

على قطعا تزايدية   f: فإن  − +∞ 1,           ( )2  

[: إذن   [( ) ( ) ( )
1

1, lim , lim
xx

f f x f x
+ →+∞→−

 − +∞ =   
  

[:  و منه  [( )1,f − +∞ = �  

)من   )و  1( )2    :f   1−تقبل دالة عكسيةf  

    1f−: تحديد  

∋ليكن   �x   و ∈ − +∞ 1,y  
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( )

− = ⇔ =

⇔ = ≥
+

⇔ = + ≥
⇔ − − = ≥

1

2 2

2 2 2

( ) ( )

; 0
1

1 ; 0

0 ; 0

f x y f y x

y
x xy

y

y x y xy

y x y x xy

  

     ∆ = +4 24x x  
     

− +=
2 4 2

1

4

2

x x x
y أو

+ +=
2 4 2

2

4

2

x x x
y  

≤ : بما أن    0xy       و≥
2

0y  

−: فإن    =1

1
( )f x y  

−: إذن   − +=
2 4 2

1 4
( )

2

x x x
f x      : ∀ ∈ +∞ 9;x  

  

:    و منه 

−  → − +∞ 

− +→

�1

2 4 2

: 1,

4

2

f

x x x
x

  

  
    

    9تمرين

           [ [ 3
1

1; ( )x f x x
x

∈ +∞ = +    

fIحدد     D=  
  تقبل )   Jيجب تحديد( Jنحو Iالمعرفة من fاثبت أن -أ  

1fدالة عكسية       1fثم حدد .  − −  
  الحل

]   -أ  [1;fI D= = +∞  

 f متصلة على 
f

D  قابلة ل\شتقاق على[ [1;+∞          ( )1  

 
2

2
2 3

1
'( )

1
3

x
f x

x x
x

−=
 + 
 

       ∀ ∈ +∞ 1;x  

 :  بما أن   ∀ ∈ +∞ > 1; '( ) 0x f x  

]على قطعا تزايدية   f: فإن  [1;+∞           ( )2  

]: إذن   [( ) ( ) ( )1; 1 ; lim
x

f f f x
→+∞

 +∞ =
 

  

]:  و منه  [( ) 31; 2;f  +∞ = +∞   

)من   )و  1( )2    :f   1−تقبل دالة عكسيةf  

    1f−: تحديد  

ليكن   ∈ +∞  
3 2;x   و ∈ +∞ 1;y  

 

− = ⇔ =

⇔ + =

⇔ + =
⇔ − + =

1

3

2 3

2 3

( ) ( )

1

1

1 0

f x y f y x

y x
y

y yx

y yx

  

     ∆ = −6 4x  
     

− −=
3 6

1

4

2

x x
y أو

+ −=
3 6

2

4

2

x x
y  

3بالنسبة ل 
5

4
x 2: نجد  = 2y 1و    = 2y ≠  

=: بما أن   3
5

(2)
4

f  فإن :− =1

2
( )f x y  

−: إذن   + −=
3 6

1 4
( )

2

x x
f x      : ∀ ∈ +∞  

3 2;x  

  

:    و منه 

−    +∞ → +∞   

+ −→

31

3 6

: 2; 1;

4

2

f

x x
x

  

  
    01تمرين

           
1

( )
4 2

f x arctan x
π= +    

fIحدد     D=  
  تقبل )   Jتحديديجب ( Jنحو Iالمعرفة من fاثبت أن -أ  

1fدالة عكسية       1fثم حدد .  − −  
  الحل

]   -أ  [0;fI D= = +∞  

 f متصلة على 
f

D  قابلة ل\شتقاق على] [0;+∞          ( )1  

 
( )
1

'( )
4 1

f x
x x

=
+

       ∀ ∈ +∞ 0;x  

 :  بما أن   ∀ ∈ +∞ > 0; '( ) 0x f x  

]على قطعا تزايدية   f: فإن  [0;+∞           ( )2  

]: إذن   [( ) ( ) ( )0; 0 ; lim
x

f f f x
→+∞

 +∞ =
 

  

]:  و منه  [( )0; ;
4 2

f
π π +∞ =   

  

)من   )و  1( )2    :f   1−تقبل دالة عكسيةf  

    1f−: تحديد  

ليكن  
π π 

∈  
 

;
4 2

x   و ∈ +∞ 0;y  
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( )
( ) ( )

( )

( )

π

π

π

π

π

− = ⇔ =

⇔ + =

⇔ = −

 
⇔ = − 

 
 

⇔ = − 
 
 

⇔ = − 
 

1

2

( ) ( )

1

4 2

2 1
2

tan tan 2 2
2

tan 2 3
2

tan 2 4
2

f x y f y x

arctan y x

arctan y x

arctan y x

y x

y x

  

      ( ) ( )⇒2 : ?ن  1
π π   

− ∈   
   
2 0;

2 2
x  

  ( ) ( )⇒4 :?ن  3
π 

− ≥ 
 

tan 2 0
2

x  

: إذن     
π−  

= − 
 

1 2( ) tan 2
2

f x x      :
π π 

∀ ∈  
 

;
4 2

x  

:    و منه 

π π

π

−  
 → +∞   

 
 

→ − 
 

1

2

: ; 0;
4 2

tan 2
2

f

x x

 

  11تمرين

) : بين أن  )33 2 3 2a a b b b a a b+ + + = +  

: استنتج تبسيطا ل  -

( )3
3 3 32 4 2 2 2 4 2 23 3 3x x y y x y x y+ + + = +

  
  الحل

): نضع  )2
3 2 3 2a a b b b aα = + + +  

( )( )

( )

3 2 3 2 3 2 3 2

3 2 3 2 3 3 2 4 4 2

23 2 3 2 2 2

3 2 2 3

2

2 2

2

3 3

a a b b b a a a b b b a

a a b b b a a b a b a b

a a b b b a a b a b

a a b b a b

α = + + + + + +

= + + + + + +

= + + + + +

= + + +

  

) : إذن  )33 2 3 2a a b b b a a b+ + + = +  

3:  نعتبر  2 23;a x b y= =  
 21تمرين 

    احسب

1- 
( )( )

( )

3

216 216 3 2 3

2216 3 3

6 216
lim lim

216 216 3 9

1
lim

6 36

x x

x

x x

x x x x

x x

→ →

→

− −=
− − + +

=
+ +

  

                                                 
3

216

6 1
lim

216 108x

x

x→

− =
−

  

): نعتبر : أو العدد المشتق   ) 3 6g x x= )؛  − )6 0g =  

 ( )'

3 2

1

3
g x

x
)؛   = )' 1

6
108

g =  

                                  ( )
3

'

216

6 1
lim 6

216 108x

x
g

x→

− = =
−

  

2- ( )
4

3 20 0 4 4 4

1 1
lim lim

1 1 1 1x x

x x

x x x x x→ →

+ − =
+ + + + + +

  

                                                   
4

0

1 1 1
lim

4x

x

x→

+ − =  

): نعتبر : العدد المشتق  أو  ) 4 1 1g x x= + −  

3:  نعتبر  -3 33 3lim 1 2
x

x x xα
→+∞

= + + − +  

 

2 2
3 3 3 33 3 3 3

2 2

2 3 3 3 3
2 3 2 3 3 3

1
lim

1 1 2 2

1
1

lim
1 1 1 1 2 2

1 1 1 1

x

x

x

x x x x x x

x
x

x
x x x x x x

α
→+∞

→+∞

−=
+ + + + + + + +

 − 
 =

 
 + + + + + + + +
 
 

  

                   3 33 3lim 1 2 0
x

x x x
→+∞

+ + − + =  

4-   
5

532

2
lim

992 4x

x

x→

−
+ −

  

5t: نضع  -5 x=  

                      

5

5 5 25 5 2

5
3

lim lim

lim
1

1

x x

x

x t

t tx x

t

t
t

→+∞ →+∞

→+∞

=
++

=
 

+ 
 

  

                        
5

5 5 2
lim 1

x

x

x x
→+∞

=
+
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  31تمرين 

1-                                          ( )
4 4 4

4
4 4

  1 1 2

1 1 2

x x

x x

+ + − =

+ + − =
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2 2 24 4 44 1 1 6 1 1 4 1 1 0x x x x x x+ − + + − + + − =  

): إذن )( )1 1 0x x+ − 1x: و منه  = 1xأو   = = −  

3y: نضع     -2 x=  

  

3
3

3

1 1
125 0 5

33

8

3

x y

yx

y

 − −+ = ⇔ = −   −− 

⇔ =

  

3:                   إذن                   
8

3
x =  

6t: نضع    -1 x=  
  

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2 33

2 3

2

2

  12 12

4 8 0

2 2 2 4 0

2 3 6 0

2

x x t t

t t

t t t t

t t t

t

+ = ⇔ + =
⇔ − + − =

⇔ − + + + + =

⇔ − + + =

⇔ =
  

62:                   إذن          64x = =  
  

    41تمرين
arctan : باحس -1 2 arctan 3+  
arctan :نضع    -  2 ; arctan 3α β= =  

   ( )tan 1α β+ = −  

):  إذن  )
4

k k
πα β π∈ + = − +�  

0: لدينا  ; 0
2 2

π πα β< < < <  

0:إذن  α β π< + 0و   >
4

k
π π π< − + <  

1 :و منه  4 5k< 1k:إذن  > =  

:     إذن  
3

4 4

π πα β π+ = − + =  

                          
3

arctan 2 arctan 3
4

π+ =  

 : باحس -2
1 1 1

arctan arctan arctan
2 5 8

+ +  

 :ضع ن   -
1 1 1

arctan ; arctan ; arctan
2 5 8

α β γ= = =  

   ( )tan 1α β γ+ + =  

):  إذن  )
4

k k
πα β γ π∈ + + = +�  

:  لدينا
1

0 1 0
2 4

πα< < ⇒ < <  

0:  كذلك نجد  ; 0
4 4

π πγ β< < < <  

:إذن 
3

0
4

πα β γ< + + و   >
3

0
4 4

k
π ππ< + <  

1 :و منه  4 2k− < 0k:إذن  > =  

:     إذن  
4

πα β γ+ + =  

                      
1 1 1

arctan arctan arctan
2 5 8 4

π+ + =  

: بين أن لن -3
1 3

2arctan arctan
3 4

=  

 :نضع    -
1 3

arctan ; arctan
3 4

α β= =  

   ( ) 2

1
22 tan 33tan 2

11 tan 41
9

αα
α

×
= = =

− −
و

3
tan

4
β =  

):     إذن  )tan 2 tanα β=  

):  و منه  ) 2k kαα β π∈ = +�  

: لدينا  
1

0 1 0 0 2
3 4 2

π πα α< < ⇒ < < ⇒ < <  

0: كذلك نجد 
2

πβ< <  

2:إذن 
4 4

π πα β− < − و   >
4 4

k
π ππ− < <  

1 :و منه  4 1k− < 0k:إذن  > =  
2α:     إذن   β=  

                          
1 3

2arctan arctan
3 4

=  

 :بين أن لن -4

( ) 1
arctan 1 arctan

2 4
x x x x

π+∀ ∈ + + − =�  

):نعتبر  ) ( ) 1
arctan 1 arctan

2
f x x x x= + + −  

 f قابلة ل<شتقاق على  �+على  متصلة*+�  
):  و      )* '; 0x f x+∀ ∈ =�  

     �+*ثابثة على  f:  إذن 
  �+متصلة على  f:و بما أن 

): فإن  ) ( ); 0
4

x f x f
π+∀ ∈ = =�  
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):  إذن   ) 1
arctan 1 arctan

2 4
x x x x

π+∀ ∈ + + − =�  

*: بين أن  -5 1
arctan arctan

2
x x

x

π+∀ ∈ + =�  

):نعتبر  ) 1
arctan arctanf x x

x
= +  

 f  متصلة  قابلة ل<شتقاق على*+�  
):  و      )* '; 0x f x+∀ ∈ =�  

     �+*ثابثة على  f:  إذن 

): فإن  ) ( ); 1
2

x f x f
π+∀ ∈ = =�  

*:  إذن   1
arctan arctan

2
x x

x

π+∀ ∈ + =�  

  فردية  arctan : ونسعمل   5في −xب xنعوض  -أ

*  :نجد  1
arctan arctan

2
x x

x

π−∀ ∈ + =−�  

 -ب  
0 0

1 1 arctan
lim arctan lim

2x x

x

x x x

π
+ +→ →

 − = 
 

  

                   
0

1 1
lim arctan 1

2x x x

π
+→

 − = 
 

  

   
  51تمرين 

1-     ( ) : arctan arctan 3
3

E x x
π+ =  

   0 arctan arctan 3 0x x x≤ ⇒ + ≤  
arctan: بما أن  arctan 3 0x x+ 0x:  فإن < >  

      

( ) ( )

2

2

2

2

tan arctan arctan 3 tan
3

3
1 ; 0

1 3

4 1 3 ; 0

3 4 1 0 ; 0

3 4 1 0 ; 0

E x x

x x
x

x

x x x

x x x

x x x

π
⇒ + =

+
⇒ = >

−
⇒ = − >
⇒ + − = >
⇒ + − = >

            

2 7 2 7
; ; 0

3 3

2 7

3

x x x

x

− − − +
⇒ = = >

− +
⇒ =

  

                          
2 7

3
s

 − + =  
  

  

2- arctan 2 arctan 3
4

x x
π+ =  

: بنفس الطريقة نجد 
1

6
s

 =  
 

  

3- 
( )2 2arctan 1

4

1 5 1 5
;

2 2

x x x x

x x

π+ = ⇒ + =

− + − −
⇒ = =

  

  
  61تمرين
    احسب

1- 
0

1 arctan
lim arctan lim 1

x t

t
x

x t+→+∞ →
= =  

):  نعتبر: العدد المشتق  -2 ) arctan
2 4

x
g x

π= −   

   ( )'
2

2

4
g x

x
=

+
      ( )' 1

2
4

g =  

                  
2

arctan 12 4lim
2 4x

x

x

π

→

−
=

−
  

 
  71 تمرين

( )

3

23

( ) 1 arctan 1 1

( ) 1 1

f x x x

f x x x x x

 = − + + > −


= − − + ≤ −

  

  
(I1-   تحقق أن :fD = �  
  −1متصلة في   f: بين أن  -2     

                  ( )1 1f − = −  

): احسب  -3      ) ( )lim ; lim
x x

f x f x
→+∞ →−∞

  

           
( ) ( )23lim lim 1

x x
f x x x x

→−∞ →−∞
= − − +

= −∞ − ∞
  

                                             ( )lim
x

f x
→−∞

= −∞  

            ( ) ( )3lim lim 1 arctan 1
x x

f x x
→+∞ →+∞

= − + +  

                                ( )lim 1
2x

f x
π

→+∞
= − +  

     4-           

( ) ( )23

3

1
lim lim

1
lim 1 1

x x

x

x x xf x

x x

x

→−∞ →−∞

→−∞

− − +
=

 
= + +  

 

  

                                 
( )

lim 2
x

f x

x→−∞
=  
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( ) ( )

( ) ( )

23

2

2
2 2 23 3

2

2

2 3 3

lim 2 lim 1

lim
1 1

lim
1 1

1 1 1

x x

x

x

f x x x x x

x

x x x x x x

x

x
x x

→−∞ →−∞

→−∞

→−∞

− = − − − +

=
− − + + − +

=
 
 + + + +
 
 

                                            ( ) 1
lim 2

3x
f x x

→−∞
− =  

  

         
1

2
3

y x= ) ل مقارب + )fC بجوار : −∞  

  
  ثم أول النتيجة ھندسيا −1في  fقابلية اشتقاق  ادرس  -5     

( ) ( ) 3

1 1

3 3

31

1 arctan 1
lim lim

1 1

arctan 1 1
lim

11

x x

x

f x f x

x x

x x

xx

+ +

+

→− →−

→−

− − +=
+ +

+ += ×
++

  

3: نضع  1t x= +  

( ) ( )
21 0 0

1 arctan 1
lim lim lim

1x t t

f x f t

x t t+ + +→− → →

− −
= ×

+
  

              
( ) ( )

1

1
lim

1x

f x f

x+→−

− −
= +∞

+
  

f  1مين يغير قابلة ل\شتقاق−  

)و   )fC النقطة ذات ا?فصول  مينعمودي ي يقبل نصف مماس  

 .على?موجه نحو ا −1   

 

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )( )

23

1 1

3
3 2

1 1

3
20

1 11
lim lim

1 1

1
1 lim lim

1

1
1 lim 1

x x

x x

t

x x xf x f

x x

x
x

x

t x
t

− −

− −

+

→− →−

→− →−

→

− − + +− −
=

+ +
− +

= +
− +

= + = − +

  

                  
( ) ( )

1

1
lim

1x

f x f

x−→−

− −
= +∞

+
  

f  1غير قابلة ل\شتقاق يسار−  

)و  )fC النقطة ذات ا?فصول  سارعمودي ي يقبل نصف مماس  

  .موجه نحو ا?سفل  −1   
  جدول تغيراتھا إنشاءثم  fتغيرات  -6     

( )

( )

'

2 2
3 3

2
'

2
23

1
( ) 1

3 1 1 1

3 2
( ) 1 1

3 1

f x x
x x

x x
f x x

x x

 = > −
+ + +


+ = + ≤ −

− +

  

↑ ↓  
21 3 2 0x x x∀ ≤ − + >  

f  تزايدية على� 

  
): المعادلة حل  -7     ) 0f x =  

 fمن خ<ل جدول تغيرات  

              
( ) 3

3

0 1 arctan 1 0

1 tan1

f x x

x

= ⇔ − + + =

⇔ + =
  

                             ( ) ( )3
0 tan1 1f x x= ⇔ = −  

) إنشاء -8      )fC  
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( )3
tan1 1 2.77− �  

  
(II-  نعتبر :g  قصورf   على] ]; 1−∞ −  

1 -  ( )23( ) 1 1g x x x x x= − − + ≤ −  

   f  تزايدية قطعا على] ]; 1−∞ −  

[تزايدية قطعا على   g:  إذن  ]; 1−∞ −  

        ] ]( ) ] ]; 1 ; 1g −∞ − = −∞ −  

1gتقبل دالة عكسية  g: إذن       [ منمعرفة   − ]; 1J = −∞ −   

[نحو     ]; 1−∞ −  

  تزايدية قطعا  g: بما أن   -2

1g: فإن     تزايدية قطعا −

    ( )231 ( ) 1x g x x x x∀ ≤ − − = − − +  

1 :إذن  ( )x g x x∀ ≤ − ≤  

): ومنه  ) ( )1 11 ( )x g g x g x− −∀ ≤ − ≤  

11 :إذن  ( )x g x x−∀ ≤ − ≥  
  

3-   
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

23

1

1 1

1

g x x g x x x

x x x x x

x

− = ⇔ = ≤ −

⇔ − − + = ≤ −

⇔ = −

  

(III-  نعتبر المتتالية :( ) ] [ ( )1
0 1; 1 n nn u u g u−

+∈ ∈ −∞ − =�  

[:  بين أن لن -1     ]; 1nu ∈ −∞ − ( )n∀ ∈�  

  بالترجع 
[: لدينا  [0 ; 1u ∈ −∞ −  

[:  نفترض أن  ]; 1nu ∈ −∞ −   

)  :إذن    ) ] ]1 ; 1ng u− ∈ −∞ −  

[: بما أن  ]( ) ] ]1 ; 1 ; 1g − −∞ − = −∞ )و  − )1
1n nu g u−

+ = 

[: فإن  ]1 ; 1nu + ∈ −∞ −  

[  :إذن    ]; 1nu ∈ −∞ − ( )n∀ ∈�  

)بين أن لن -2      )nu  تزايدية  

[:  لدينا   ]; 1nu ∈ −∞ −  

):  إذن    )1
n ng u u− ≥  

1n: و منه    nu u+ ≥  

)  :إذن    )nu  تزايدية  

) :بما أن  -3      )nu  1مكبورة ب  تزايدية−  

) :فإن    )nu متقاربة  

): لدينا    ) ( )1
1n nn u g u−

+∈ =�  

1gو               [متصلة على  − ]; 1−∞ −  

[و                ]( ) ] ]1 ; 1 ; 1g − −∞ − = −∞ −  

[و                 ]; 1nu ∈ −∞ − ( )n∀ ∈�  

)و                )nu متقاربة  

lim  :فإن  nu  ھو حل المعادلة :( )1g x x− =  

):   لدينا    )1 1g x x x− = ⇔ = −  

lim:     إذن        1nu = −  

  (IV-  نعتبر المتتالية :( ) ] [ ( )0 1; 1 n nn v v g v+∈ ∈ −∞ − =�  

[:  لبين أن  -1     ]; 1nv ∈ −∞ −  

  بالترجع 
[: لدينا   [0 ; 1v ∈ −∞ −  

[:  نفترض أن   ]; 1nv ∈ −∞ −   

)  :إذن    ) ] ]; 1ng v ∈ −∞ −  

[: بما أن  ]( ) ] ]; 1 ; 1g −∞ − = −∞ )و  − )1n nv g v+ =  

[: فإن   ]1 ; 1nv + ∈ −∞ −  

[  :إذن    ]; 1nv ∈ −∞ − ( )n∀ ∈�  
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)بين أن لن -2 )nv  تناقصية 

[:  لدينا  ]; 1nv ∈ −∞ −  

):  إذن    )n ng v v≤  

1n: و منه    nv v+ ≤  

)  :إذن    )nv  تناقصية  

)بين أن لن -2 )nv  غير مصغورة  

): نفترض أن  )nv  مصغورة  

)   :إذن     )nv متقاربة  

): لدينا    ) ( )1n nn v g v+∈ =�  

[متصلة على  gو               ]; 1−∞ −  

[و                ]( ) ] ]; 1 ; 1g −∞ − = −∞ −  

[و                 ]; 1nv ∈ −∞ − ( )n∀ ∈�  

)و                )nv متقاربة  

lim  :فإن  nv  ھو حل المعادلة :( )g x x=  

):   لدينا    ) 1g x x x= ⇔ = −  

lim:     إذن        1nv = −  

): بما أن  )nv  تناقصية  

0  :فإن  1nv v≤ < −  

0lim:     إذن  1nv v≤ < −  

01: و منه  1v− ≤ <   تناقض :  −

):  إذن  )nv  غير مصغورة  

): بما أن  -3      )nv  غير مصغورةو  تناقصية  

lim      :فإن  nv = −∞  
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