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0

sin
2lim 2.

2

x

x
Arc

x+→
= 

     

0 0

sin sin sin 0
lim 2. lim 2.

0t t

Arc t Arc t Arc

t t+ +→ →

−= =
−

 

       0 02

1
2.( sin ) 2.( ) 2

1
t tArc t

t
= =′= = =

−
 

��  �����        :                   
0 0

2 sin
( ) 2lim lim

x x

x
Arc

g x

x x− −→ →

−
= 

                              
0

2 sin
2 2lim .

2

x

x x
Arc

x x−→

−
= 

                                
0

sin
2lim 2.

2

x

x
Arc

x−→
= − 

                                     
0

sin
lim 2.
t

Arc t

t−→
= − 

          0 2

1
2( sin ) 2( ) 2

1
tArc t

t
=′= − = − = −

−
 

4                 (   
1

lim ( tan( ) )
4

x
l x Arc

x

π
+∞

+= − 

                                                            
1

lim ( tan( ) tan1)
x

l x Arc Arc
x+∞

+= − 

                                                

1
tan( ) tan1 1

lim ( )( 1)
1

1

x
Arc Arc xxx

x x
x

+∞

+ − += −+ −
 

            

1
tan( ) tan1

lim( )
1

1

x
Arc Arc

x
x

x

+∞

+ −
= + −

  1
1

tan( ) tan1
lim( ) ( tan )

1 t
t

Arc t Arc
Arc t

t =→

− ′= =
−

 

                                       
2

1 1

1 2t
= =

+
 

5       (        
2 1

lim ( tan( ) )
2

x
l x Arc

x

π
−∞

+= + 
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             ����� :
2 1

0
x

x

+ < -���� −∞ 

                        �!"   
2

2

1 1
tan( ) tan( )

1 2

x
Arc Arc

xx
x

π+ + = −
+

 

           ��*� 
2

2

1
tan( ) tan( )

2 1

x x
Arc Arc

x x

π+ + = −
+

 

 �!"            :               
2 1

lim ( tan( ) )
2

x
l x Arc

x

π
−∞

+= + 

                                     
2

lim ( tan( ))
1

x
x Arc

x−∞
= −

+
 

                        
2

lim ( tan( ) tan 0)
1

x
x Arc Arc

x−∞
= − −

+
 

                   
2

2

2

tan( ) tan 0
1lim ( ).

1
1

x
Arc Arc xxx

x x
x

−∞

−
+= −

+
+

 

                                 
22

2

2

tan( ) tan 0
1lim ( ).

10
1

x

x
Arc Arc xx

x x
x

→−∞

− −+=
+−

+

 

 
                                   

 ����� �        :                1
0

tan tan 0
lim

0t

Arc t Arc
l

t→

−=
−

 

                                 0 2

1
( tan ) 1

1tArc t
t=′= = =

+
 

                               
2 2

2 2 2
lim lim 1

1x x

x x
l

x x→−∞ →−∞

− −= = = −
+

 

            �!"      :1l = − 
 

 �����: 

                (* 5�2/ ��� �	
0 0

sin ( ) sin
lim
x x

Arc U x Arc
l

x x

α
→

−=
−

 

� ��� �!" 
0

lim ( ) 1
x x

U x
→

≠ ±��*�  :1α ≠ ± 

                  ����� :
0 0

sin ( ) sin ( )
lim .

( )x x

Arc U x Arc U x
l

U x x x

α α
α→

− −=
− −

 

� ��� �!" 
0

lim ( ) 1
x x

U x
→

≠ ± ��*� :1α ≠ ± 5�2/� 1���     ( )U x′                    

     + ��� �!"
0

lim ( ) 0
x x

U x
→

′ ≠ :          
0 0

sin ( ) sin ( )
lim .

( )x x

Arc U x Arc U x
l

U x x x

α α
α→

− −=
− −

 

     + ��� �!"
0

lim ( ) 0
x x

U x
→

′ = :  .      #$�� -�A�	�� -��A� �	*�2�sin ( ) sint Arc U x Arc α= − 

 5�2/ ��� �!"x ��8�� t�?2 . 
 . ������ 0�2�� ��( ) sin ( ) sing x Arc U x Arc α= − 

 (* 4��� 52/� ���-0��: 

1l 2l 
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0 0

sin ( ) sin
lim
x x

Arc U x Arc

x x

α
→

−
−

 

 (* 5�2/        :
0 0

s tan ( )
lim
x x

Arc U x
l

x x

α
→

−=
−

 

          �  ��� �!"
0

lim ( )
x x

U x
→

≠ ±∞ ��*�  :
2

πα ≠ ± 

                             
0 0

s tan ( ) tan
lim
x x

Arc U x Arc
l

x x

β
→

−=
−

 

                 
0 0

tan ( ) tan ( )
lim .

( )x x

Arc U x Arc U x

U x x x

β β
β→

− −=
− −

 

          � ��� �!" 
0

lim ( )
x x

U x
→

= ±∞ ��*�  :
2

πα ≠ ± �A�(�� �	*�2�     : 

                  
, lim ( )

1 2tan( ) tan ( )
( )

, lim ( )
2

U x
Arc Arc U x

U x
U x

π

π

− = −∞+ = 
 = +∞


 

�(�� ����2�� ���/�� �  B. 
�����: 

                (*                 
1

2 sin
lim

1x

xArc x

x

π
−→

−
−

                   

                     
1

2 sin
lim

1x

xArc x x x

x

π π π
−→

− + −=
−1

2 sin
lim

1x

xArc x

x

π
−→

−
−

 

                    
1

sin 12lim 2 ( )
1 1x

Arc x x
x

x x

π

π
−→

− −= +
− −

 

                    
1

sin
2lim 2 .

1x

Arc x
x

x

π

π
−→

−
= + = +∞

−
 

III
 ��)�*� ����
� : 
 1 ( +��!�: 

    ����f ���	�� 
�� � -*	 ���� I. 
   ������ �" ����F � ���(� ���� f ���	�� 
�� I +��� 0�  � �!" %F 
�� 
������ ����� I 

     � ( ) ( ) ( )x I F x f x′∀ ∈ = 

 
 ����: 

         ������ -��*�         :3
2

1
( ) sin

1
f x x x

x
= + +

+
 

      ������         :41
( ) tan cos

4
F x x Arc x x= + − � ���(� ����  f�  
��. 

 ��� 
�� ���� ��� :41
( ) tan cos

4
F x x Arc x x λ= + − + � ���(� ���� C�!� �D f �� �. 

2 ("�����: 
1� ����  f ���(� ���� ���� ���� F ���	 
�� I. 

        (* ������ -��*� :G F λ= +  #	 λ ∈� 
               �����                     :( )G F λ′ ′= + 
                                 ( ) ( )F x f x′= = 
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" �!G � ���(� ���� f. 
      (* ����G � ���(� ���� f. 

   �����             :( )G F G F′ ′ ′− = − 
                  0f f= − = 

 �!" ����λ.�/�    :( ) ( )G x F x λ− = 
              ��*�      :( ) ( )G x F x λ= + 

 �����1 : 
 +��� �!"f ���(� ���� ���� ���� F ���	 
�� I  � ���('� ������ �, f 
�� 5��� ���� ������ �D 

   ���   ( )G F λ λ= + ∈� 

 
���� : 

������ ���('� ������ ��/:     
2

2
( )

1

x
f x

x
=

+
                              

 �����       :
2

2 2

1 1 1
( ) 1

1 1

x
f x

x x

+ −= = −
+ +

 

���� �!"� ���(� ��> f ������ �D :( ) tanG x x Arc x λ= + + 
2����  �f ���(� ���� ���� ���� F 
�� I. 

 ����0x I∈ � 0y ∈� 

� ���(� ������ �� ./��� G 
�/� ���� 0 0( )G x y= �����  :( ) ( )G x F x λ= + 

             ������ :0 0( )G x y= ��*�  :0 0( )F x yλ+ = 

                        ��*�      :0 0( )y F xλ = − 

   �!"       0 0( ) ( ) ( )G x F x y F x= + −  

:�	�    
�/� E��/� ���(� ���� ���� 0 0( )G x y= + 

 �����2 : 
!" +��� �f ���	 
�� ���(� ���� ���� ���� I � 0x I∈ � 0y ∈� ���� ���� :�,  % 

  E��/� ���(�G 
�/� 0 0( )G x y= +. 

 
����: 

   ������ -��*�                 :3( ) 1f x x x= + 

'� ������ �/ ���(F � f 
�� ] [1,− +∞ .�/� (0) 1F = 

 �����   :             
1

3 3( ) 1 ( 1)f x x x x x= + = + 

                         
1
3( 1 1)( 1)x x= + − + 

                  
1 1

3 3( 1)( 1) ( 1)x x x= + + − + 

                         
4 1

3 3( 1) ( 1)x x= + − + 

        
4 1
3 3( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x x x x′ ′= + + − + + 

    �!"
4 1

1
3 31 1

( ) ( 1) ( 1) 1
4 1

1 1
3 3

F x x x λ
+

= + − + + +
+ +

 

                   
7 4

3 33 3
( 1) ( 1)

7 4
x x λ= + − + + 
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              7 43 33 3
( 1) ( 1)

7 4
x x λ= + − + + 

 ������            :(0) 1F = 

 ��*�        :
3 3

1
7 4

λ− + = 

 ��*�      :
4 3 37

7 4 28
λ = + = 

 ��������    : 7 43 33 3 37
( ) ( 1) ( 1)

7 4 28
F x x x= + − + + 

  �����3:  
   ����F � G � �����(� ������ f � g 
�� ������� 
�� I . 

     * ������F G+ � ���(� ���� �D f g+. 
     * ������Fα � ���(� ���� fα. 
   

 �����4) : �
����( 
 

 +��� �!"f ���	 
�� ��(�	 ���� I ������ �,  f���(� ���� ���� . 

 
 3 (������-�� ��)�*� ����
� ���$ : 

 ���('� ������F  ������f 

ax λ+ a ∈� 

11

1
rx

r
λ+ +

+
 { }( 1rx r ∈ − −� 

11

1
rf

r
λ+ +

+
 { }( 1rf f r′ ∈ − −� 

2 x λ+ 
1

x
 

2 ( )U x λ+ 
( )

( )

U x

U x

′
 

1

x
λ− + 

2

1

x
 

1

f
λ− + 

f

f

′
 

tan( )Arc x λ+ 
2

1

1 x+
 

tan( ( ))Arc U x λ+ 2

( )

1 ( )

U x

U x

′
+

 

sinArc x λ+ 
2

1

1 x−
 

sin ( )Arc U x λ+ 2

( )

1 ( )

U x

U x

′

−
 

sinx λ+ cosx 
sin ( )U x λ+ ( )cos ( )U x U x′ 

cosx λ− + sinx 
cos ( )U x λ− + ( )sin ( )U x U x′ 
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tanx λ+ 21 tan x+ 
tan ( )U x λ+ 2( )(1 tan ( ))U x U x′ + 

fg λ+ f g fg′ ′+ 

f

g
λ+ 

2

f g fg

g

′ ′+
 

����: 
� ���('� ������ ��/ > :( ) cos sinf x x x x= − 

                   ( ) cos (cos )x x x x′ ′= + 
 � ���('� ������ �!"f �D  :    ( ) cos ( )F x x x λ λ= + ∈�           

IV
�./���  ��� 
 ROLL –����.�
� "����1�
� �./��� . 
1( ��� �./���: 

 +��� �!"f��� �	 
�/� ���� : 

     (*f 
�� ��(�	 [ ],a b 

     (*f 
�� 
������ ����� ] [,a b 

     (*( ) ( )f a f b= 

 
 

��/��: 
 (+ +��� �!"f 
�� ����F [ ],a b    �, ( ) 0f x′ = ] [( , )x a b∀ ∈ 

 ���� �!"c �	 ] [,a b .�/� ( ) 0f c′ =. 

 (+ +��� �!"f����F -�9 . 

 ���� :�, 0x �	 ] [,a b .�/� 0( ) ( )f x f a≠ � 0( ) ( )f x f b≠ 

�   ��� �!":0( ) ( )f x f a>: 

 �����f 
�� ��(�	 [ ],a b �!" f ���(� �	�� ���� M ��� c �	 [ ],a b. 

 ����� �: 0( ) ( ) ( )f c M f x f a= > >       �!"( ) ( )f c f a≠ � ( ) ( )f c f b≠ 

          �!"c a≠       �    c b≠ 

 :�	�            ] [,c a b∈ 

 �����f�  �  
������ ����c ��� ���(� �	�� ���� � c �!" ( ) 0f c′ =. 

  ���� :�	�] [,c a b∈ .�/�  ( ) 0f c′ =. 

� ��� �!" 0( ) ( )f x f a<� ���-0�� 4��    ������� �	���� ��	*�2�. 

 
 

�����: 
    (* ��*��c���/� 4�� . 
    (* �?��( � �0�� ���� :�� ��2��D ��*� ��- ��D-�	c��(� '� -�/	� ��<��	 4�		�� ���� .�/ . 

2 (����.�
� "����1�
� �./���: 
�./���: 

 +��� �!"f���� �	 
�/� ���� : 

 (*f 
�� ��(�	 [ ],a b 

 (*f 
�� 
������ ����� ] [,a b 

       
    ��*�      :( ) ( ) ( ) ( )f b f a b a f c′− = − 

 

 ���� :�, ] [,c a b∈  

 .�/� :( ) 0f c′ = 

 ���� :�, ] [,c a b∈ .�/� 
( ) ( )

( )
f b f a

f c
b a

− ′=
−
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 ��/��: 

           ������ -��*� :
( ) ( )

( ) ( ) ( )
f b f a

x f x x a
b a

ϕ −= − −
−

 

   (* �����ϕ 
�� ��(�	 [ ],a b  

   (*ϕ 
�� 
������ ����� ] [,a b �    ] [ ( ) ( )
( , ) ( ) ( )

f b f a
x a b x f x

b a
ϕ −′ ′∀ ∈ = −

−
 

   (*        �����( ) ( ) ( )b a f aϕ ϕ= = 

 ���� ��- 52/ �!"] [,c a b∈ .�/�   :( ) 0cϕ ′ = 

 ��*�         :
( ) ( )

( ) 0
f b f a

f c
b a

−′ − =
−

 

 ��*�              :
( ) ( )

( )
f b f a

f c
b a

−′ =
−

 

 �����: 
      (* ��*��c� 4�� ���/. 
    (* ���0���� -��*�( , ( ))A a f a % ( , ( ))B b f b 

 �����
( ) ( )f b f a

b a

−
−

 �	�*	�� �D  :��	��� 1���2	�( )AB. 

 ����� �( )f c′ 1�*	�� �D � :��	��  �  4�		�( , ( ))M c f c 
 �?��( � �0�� ���� :�� ��2��D ��*� ��?��	�� +����<��� ��D-�	 �!"c ��<��	 4�		�� ���� .�/ ( )AB. 

���?��	�� +����<��� ��D-�	� �(�G ���/ �D ��- ��D-�	 . 
 ����� 

  ���� �	 ���: 

              (*2( ( , ) ) sin sinx y x y x y∀ ∈ − ≤ −� 

               (*
2

( ) tan
1

x
x Arc x x

x
+∀ ∈ ≤ ≤

+
� 

             (*[ [
2

( 0,1 ) arcsin
1

x
x x x

x
∀ ∈ ≤ ≤

−
 

 

   (* ����x � y �	 � .        �� �����sin sinx y x y− ≤ −  

           ������ -��*�( ) sinf t t= 

� ����� f :��!�/	 ;!�� ���	�� 
�� ��(�	 x � y. 
�����	 ���	�� �!D 
�� 
������ ����� . 

 ���� ��?��	�� +����<�	�� ��D-�	 52/�c ��� -�(/	 x � y.�/� : ( ) ( ) ( ) ( )f x f y x y f c′− = − 
   ��*�         :sin sin ( )cosx y x y c− = − 

    ��*�       :sin sin ( ) cosx y x y c− = − 

����� �          :cos 1c ≤           �!"          :cosx y c x y− ≤ − 

 ��*�        :sin sinx y x y− ≤ − 

   (* ����x +∈� �� ����� 
2

1
tan

1
Arc x x

x
≤ ≤

+
 

    ������ -��*�( ) tanf t Arc t= 

� ����� f��(�	  
�� [ ]0,x. 

� f 
�� 
������ ����� ] [0,x �
2

1
( )

1
f t

t
′ =

+
 

 ���� ��?��	�� +����<��� ��D-�	 52/ �!"] [0,c x∈ .�/� ( ) ( ) ( 0) ( )f x f o x f c′− = − 
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 ��*�     :
2

1
tan .

1
Arc x x

c
=

+
 

 ����� �          :0 c x< < 

  ��*�:                 2 20 c x< < 

    ��*�:            2 21 1 1c x< + < + 

    ��*�:             
2 2

1 1
1

1 1x c
< <

+ +
 

 �!"           :
2 21 1

x x
x

x c
≤ ≤

+ +
 

 ��*�        :
2

rctan
1

x
A x x

x
≤ ≤

+
 

 �!"    :*
2

( ) rctan
1

x
x A x x

x
∀ ∈ ≤ ≤

+
� 

3 ( "������: 
�����1 : 

 +��� �!"f���	 
�� 
������ ����� ���� I � ( ) ( ) 0x I f x′∀ ∈ = �,  f 
�� ����F I. 

 
 ��/��: 

 ����1x � x �	 I .�/� 2 1x x≠ 

 �F	 3-���1 2x x< 

�  �����f 
�� ��(�	 [ ]1 2,x x )   �'[ ]1 2,x x I⊂(  

�  �����f 
�� 
������ ����� ] [1 2,x x)  ] [1 2,x x I⊂ 

 52/ �!"TAF    ����] [1 2,c x x∈    .�/�    1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f x f x x x f c′− = − 

    ����� �( ) 0f c′ =  �!" 1 2( ) ( ) 0f x f x− = 

 ��*�                1 2( ) ( )f x f x= 
 :�	�f 
�� ����F I. 

 �����: 
1(  ��� �!" �/�/( -�9 �(�G�� H!DI8��	 4�� . 
2 ( +��� �!",g f���	 
�� 
������ ������� ������   .�/�( ) ( )f x g x′ ′=  ( )x I∀ ∈. 

 ���� :�, λ ∈� .�/�      :       ( ) ( ) ( )x I f x g x λ∀ ∈ = + 

����3����� �: 

 �� ��� :] [ 1
( 1,1 ) 2 tan sin

2 1

x
x Arc Arc x

x

π −∀ ∈ − − =
+

 

  �      #$� 
1

( ) sin 2 tan
2 1

x
f x Arc x Arc

x

π −= − +
+

 

                 �� �����( ) 0f x = 

        ����� :f 
�� 
������ ����� ] [1,1−. 

                �         
2

1
( )

1 1( ) 2
11 1
1

x

xf x
xx
x

− ′
+= + −− +
+
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2

1 1
( ) ( )
1 1

2
1 12

21
1

x

x x

x

x
x

− ′
+ −

+= +
−

+

 

 

           
2

2

1 2
(1 )

11 (1 ) (2 )
1

x
xx x
x

−= + +
−− +
+

 

 

                        
2

1 1

11 (1 )( )
1

xx x
x

= −
−− +
+

 

                      
2

2

1 1

(1 )1 (1 )
1

xx x
x

= −
−− +
+

 

                            
2 2

1 1
0

1 1x x
= − =

− −
 

 �!"    :( ) 0f x′ =             ] [( 1,1 )x∀ ∈ − 

 ��*� f����F . 

 ������           :(0) 0 2. 0
2 4

f
π π= − + = 

              �!"] [( 1,1 ) ( ) 0x f x∀ ∈ − = 

 ��*� :] [ 1
( 1,1 ) 2 tan sin

2 1

x
x Arc Arc x

x

π −∀ ∈ − − =
+

 

 �����2:  
 +��� �!",g f�����	 ����/� ������ : 

 *,g f 
�� ����(�	 ] [,a +∞ 

 *,g f 
�� 
������ ������� ] [,a +∞�  

     ( ) ( )f x g x′ ′≥  ] [( , )x a∀ ∈ +∞ 

  *( ) ( )f a g a= 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 �,  :( ) ( )f x g x≥    ] [( , )x a∀ ∈ +∞ 
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