
 

  

 ٌٖ٤ُ𝑚 ٝ 𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ∗  

 ( ن 4,0 ):   التمرين الأول 

 2005أجوبة الدورة العادية  𝟒𝟕 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

∎ 1 

 :ُذ٣٘ب 

𝑛: ثٔب إٔ  ≠ 0 ٝ 𝑚 ≠ 𝑚𝑛:    كبٕ 0 ≠ 0    

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝑚 +
1

𝑚
 ;  𝑚 −

1

𝑚
 ∗  𝑛 +

1

𝑛
 ;  𝑛 −

1

𝑛
 

=  𝑚𝑛 +
1

𝑚𝑛
 ;  𝑚𝑛 −

1

𝑚𝑛
  

 

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝑚𝑛 +
1

𝑚𝑛
 ;  𝑚𝑛 −

1

𝑚𝑛
 𝜖 𝐸 

 

 ٌٖ٤ُ𝜑 𝑚  ٝ 𝜑 𝑛  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐸  

 أ 2 ∎

    ∗,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝐴 ٖٓ ػ٘ظشا 𝐸 .  ارٕ ؽغت رؼش٣ق أُغٔٞػخ𝐸:  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑  ٖٓ َروبث  ℝ∗,×    ٞٗؾ    𝐸,∗    

    ∗,𝐸   ٗؾٞ   ×,∗ℝ  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑ٝ ثبُزب٢ُ 

∗ 𝜑 𝑚 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ        𝜑 𝑛 = 𝜑 𝑚𝑛  

 ∃! 𝑚𝜖ℝ∗   ;   𝜑 𝑚 = 𝐴 

 .ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

 ٝ ًَ 1  صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ٛٞ اُؼذد  ×,∗ℝ ُذ٣٘ب  

 ٣وجَ ٓٔبصلا 𝑎ػ٘ظش 
1

𝑎
  .× ثبُوبٕٗٞ 

:  رشبًَ روبث٢ِ كبٕ 𝜑ٝ ثٔب إٔ 

   𝐸,∗  ٞٛ صٓشح رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ  𝜑 1  ػ٘ظش ًَ ٝ 

𝜑 𝑚  ٣وجَ ٓٔبصلا 𝜑  
1

𝑚
 . ∗ ثبُوبٕٗٞ  

= 𝜑 1 :ٝ ُذ٣٘ب   2,0  

𝜑  
1

𝑚
 =  𝑚 +

1

𝑚
 ; −𝑚 +

1

𝑚
  

 أ 3 ∎

 ٌٖ٤ُ 𝑥, 𝑦  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐹  

 ٝ ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٗج٤ٖ إٔ أُؼبدُخ

  𝑚1 ٝ 𝑚2ٝ ٓ٘ٚ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 

 𝑚2 ػذد ؽو٤و٢ ٓٞعت هطؼب ارٕ كبشبسح اُؾَ اُضب٢ٗ     اُؾَ 

 لا رٜٔ٘ب ػِٔب أٗٚ رْ ا٣غبد ؽَ ٓٞعت ُِٔؼبدُخ

 :ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

𝑚روجَ ؽِٞلا ٖٓ أعَ   > 0.   

  :ارٕ 
𝑥 ≥ 2

𝑦2 = 𝑥2 − 4
  

𝑚 : ثؾ٤ش 𝑚َٛ ٣ٞعذ ػذد ؽو٤و٢ ٓٞعت : ٗطشػ اُغئاٍ  +
1

𝑚
= 𝑥 

𝑚  𝑚روجَ ػ٠ِ الأهَ ؽلا ٓٞعجب  +
1

𝑚
= 𝑥 

𝑚 :ُذ٣٘ب  +
1

𝑚
= 𝑥 

⟺   𝑚2 − 𝑚𝑥 + 1 = 0 

=∆ :ُذ٣٘ب  𝑥2 − 4 =  𝑥 − 2  𝑥 + 2  

𝑥 :كبٕ  :ثٔب إٔ  ≥ 2 ∆> 0 

𝑚1 =
1 +  ∆

2
 𝑚2 =

1 −  ∆

2
 ٝ

  

 ∀𝑥 ≥ 0 ,  ∃𝑚 > 0   ;   𝑥 = 𝑚 +
1

𝑚
 

𝑦2 :ٝ ُذ٣٘ب  = 𝑥2 − 4 

= ± 𝑚2 +
1

𝑚2
+ 2 − 4 = ±  𝑚 −

1

𝑚
 

2

= ±  𝑚 −
1

𝑚
  

𝑦 :ٗخزبس  =  𝑚 −
1

𝑚
  

,𝑥  :ارٕ  𝑦 =  𝑚 +
1

𝑚
, 𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕    𝑚 > 0 

𝑚  :ٗ٘طِن ٖٓ  : ػكسٍا +
1

𝑚
, 𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕    𝑚 > 0 

𝑚 ُ٘جشٖٛ إٔ أُزشاعؾخ +
1

𝑚
≥ 2 

 :أُزشاعؾخ رٌبكئ 
𝑚2 + 1

𝑚
≥ 2 

𝑚  ٝ :٤ٌُٖ   𝐸ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ   +
1

𝑚
 ;  𝑚 −

1

𝑚
   𝑛 +

1

𝑛
 ;  𝑛 −

1

𝑛
  

 ب 2 ∎

ٝ 

𝑦 :ارٕ  = ± 𝑥2 − 4 

𝑚1 
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 : ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑚ٗؼشة ؽشك٢ أُزشاعؾخ ك٢ اُؼذد أُٞعت 

𝑚2:   ٣ؼ٢٘  − 2𝑚 + 1 ≥ 𝑚 :       أ١ 0 − 1 2 ≥ 0    

  .𝑚ٝ ٛزٙ اُؼجبسح طؾ٤ؾخ ٤ًلٔب ًبٕ اُؼذد اُؾو٤و٢ 

𝑚ٝ ثبلأخض ٖٓ أعَ   > 0   

 :خلاصح 

𝑚2 + 1 ≥ 2𝑚 

𝐹 =   𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2   ∕    𝑥 ≥ 2 ٝ 𝑦2 = 𝑥2 − 4 

=   𝑚 +
1

𝑚
, 𝑚 −

1

𝑚
  𝜖 ℝ2   ∕   𝑚 > 0  

 ب 3 ∎

𝐹: ارٕ   .  2,0  ٗغذ اُضٝط  𝐹ٖٓ ث٤ٖ ػ٘بطش أُغٔٞػخ  ≠ ∅  

𝐹:   ٗغز٘زظ إٔ 𝐹ٝ ٖٓ اُظ٤ـخ اُضب٤ٗخ ُِٔغٔٞػخ  ⊂ 𝐸  

𝑚:    لإٔ  > 0  ⟹   𝑚𝜖ℝ∗  

 ٌٖ٤ُ𝑋𝑚 ٝ 𝑋𝑛 ٖٓ ٖػ٘ظش٣ 𝐹 ثؾ٤ش  : 

 :ُذ٣٘ب 

𝑚:  ثٔب إٔ  > 0  ٝ  𝑛 > :    كبٕ 0
𝑚

𝑛
> 0  ٚ٘ٓ ٝ  𝑋

 
𝑚

𝑛
 
 𝜖 𝐹   

   . ∗,𝐸    صٓشح عضئ٤خ ٖٓ   ∗,𝐹 :   ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 
𝑋𝑚 =  𝑚 +

1

𝑚
 ; 𝑚 −

1

𝑚
   ;   𝑚 > 0

𝑋𝑛 =  𝑛 +
1

𝑛
 ; 𝑛 −

1

𝑛
   ;   𝑛 > 0

  

𝑋𝑚 ∗  𝑋𝑛 ′ =  𝑚 +
1

𝑚
 ; 𝑚 −

1

𝑚
  ∗   𝑛 +

1

𝑛
 ; −𝑛 +

1

𝑛
  

=  
𝑚

𝑛
+

1
𝑚
𝑛

 ;
𝑚

𝑛
−

1
𝑚
𝑛

 = 𝑋
 
𝑚
𝑛

 
 

 . ػذدإ أ٤ُٝبٕ 𝑝 ٝ 3ُذ٣٘ب 

3ارٕ   ∧ 𝑝 =   𝑝 لا روغْ 3  ٝ ٓ٘ٚ 1

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡   : 𝑝3−1 ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجشٛ٘خ  ≡ 1 3    

 2ٗؼِْ إٔ اُؼذد الأ٢ُٝ اُضٝع٢ اُٞؽ٤ذ ٛٞ 

 . ع٤ٌٕٞ ػذدا كشد٣ب𝑝 كبٗٚ ثبُؼشٝسح 5 ػذد أ٢ُٝ ٝ أًجش ٖٓ 𝑝ٝ ثٔب إٔ 

;   𝑞𝜖ℕ∃ :     ارٕ    𝑝 = 2𝑞 + 1  

𝑞𝜖ℕ   ;  𝑝2∃ :     ٣ؼ٢٘  =  2𝑞 + 1 2  

𝑞𝜖ℕ   ;  𝑝2∃ :   ُذ٣٘ب  − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1    

𝑞𝜖ℕ   ;  𝑝2∃ :     ٣ؼ٢٘  = 4𝑞2 + 4𝑞 + 1  

𝑞𝜖ℕ   ;  𝑝2∃ :    ٣ؼ٢٘  − 1 = 4𝑞 𝑞 + 1    

𝑞 ٝ  𝑞ٝ ُذ٣٘ب  + .  ػذدإ طؾ٤ؾبٕ ؽج٤ؼ٤بٕ ٓززبثؼبٕ  1

 .ارٕ أؽذٛٔب كشد١ ٝ ا٥خش صٝع٢ 

𝑞 𝑞ٝ ٓ٘ٚ اُغذاء  +  . ػذد صٝع٢ دائٔب  1

;   𝑚𝜖ℕ∃ :  ٣ؼ٢٘    𝑞 𝑞 + 1 = 2𝑚  

;   𝑚𝜖ℕ∃ :   ارٕ    𝑝2 − 1 = 4 2𝑚    

 :ك٢ اُجذا٣خ ٝعت اُزز٤ًش ثبُخبط٤خ اُزب٤ُخ 

3  𝐈  ∎ 

  :إرا كان

24:  ُذ٣٘ب  = 23 × 31   

8 :  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٗزبئظ الأعئِخ اُغبثوخ   𝑝2 − 1    ٝ 3  𝑝2 − 1     

23:  ٣ؼ٢٘   𝑝2 − 1    ٝ  31  𝑝2 − 1     

  ػذدإ أ٤ُٝبٕ 2 ٝ 3ٝ ٗؼِْ إٔ 

23 :ارٕ ؽغت اُخبط٤خ أػلاٙ  × 31  𝑝2 − 1      

24:  ٣ؼ٢٘   𝑝2 − 1    

𝑝2:   ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 24    

;   𝑚𝜖ℕ∃ :   أ١    𝑝2 − 1 = 8𝑚   

 ٚ٘ٓ ٝ   :8 ∕  𝑝2 − 𝑝2:     أ١       1 ≡ 1 8   

𝑝𝑖    :فئن
𝑛 𝑖

𝑘

𝑖=1

 ∕ 𝑎 

 𝑝1 ٝ 𝑝2 ٝ … ٝ 𝑝𝑘 أػذاد أ٤ُٝخ ٝ ًبٗذ 𝑛1 ٝ 𝑛2 ٝ … ٝ 𝑛𝑘 

;   𝑖∀ :   أػذادا طؾ٤ؾخ ؽج٤ؼ٤خ ثؾ٤ش    𝑝𝑖 
𝑛 𝑖 ∕ 𝑎   

  𝐈  ب 2 ∎

  𝐈  أ 2 ∎

  𝐸   1 عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ 𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑋𝑚 :      أ١   ∗  𝑋𝑛 ′  𝜖 𝐹    2  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثاني 

∎  𝐈  1 
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 ( ن 8,5 ):   التمرين الثالث 
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 : ٝ أش٤ش ا٠ُ أٗٚ ٣ٞعذ شٌَ آخش ُِخبط٤خ أُزًٞسح ٝ ٛٞ ًبُزب٢ُ 

 
𝑚 𝑎           
𝑛 𝑎            
𝑚 ∧ 𝑛 = 1

    ⟹      𝑚𝑛 ∕ 𝑎  

 𝐈𝐈  ∎ 1 

𝑎:   ػذد طؾ٤ؼ ؽج٤ؼ٢ ثؾ٤ش 𝑎ُذ٣٘ب  ∧ 24 = 1   

 :ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ 

 . ػذدا أ٤ُٝب𝑎ارا ًبٕ : اُؾبُخ الأ٠ُٝ 

2:  ُذ٣٘ب  ∧ 24 ≠ 1  ٝ  3 ∧ 24 ≠ 1   ٝ   5 ∧ 24 ≠ 1   

 5 ػذد أ٢ُٝ أًجش ٖٓ 𝑎: ارٕ 

  ؿ٤ش أ𝑎٢ُٝارا ًبٕ : اُؾبُخ اُضب٤ٗخ 

  ٌٖ٤ُ 𝑝1
𝑛1𝑝2

𝑛2 ⋯𝑝𝑘
𝑛𝑘  رل٤ٌي اُؼذد   𝑎 ا٠ُ عذاء ػٞآَ أ٤ُٝخ  

𝑎ثٔب إٔ   ∧ 24 = 𝑎:     أ١ 1 ∧  2331 = 1    

 3 ٝ رخبُق 2 رخبُق 𝑝1 ٝ 𝑝2 ٝ  ... ٝ𝑝𝑘ع٤ٔغ الأػذاد الأ٤ُٝخ : كبٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑖𝜖 1, 𝑘    ;   𝑝𝑖 ≥ 5  

 .ارٕ ٣ٌٔ٘٘ب اعزؼٔبٍ ٗزبئظ اُلوشح الأ٠ُٝ ٖٓ اُزٔش٣ٖ

𝑎2 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٗزبئظ اُلوشح      ≡ 1 24       𝐈  

𝑝1:   ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝1 :      ارٕ  24 1

2 𝑛1 ≡ 1 24    

𝑝2:   ٝ ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝2 :      ارٕ  24 1

2 𝑛2 ≡ 1 24    

𝑝3:   ٝ ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝3 :      ارٕ  24 1

2 𝑛3 ≡ 1 24    

𝑝𝑘:   ٝ ُذ٣٘ب 
2 ≡ 𝑝𝑘 :      ارٕ  24 1

2 
𝑛𝑘 ≡ 1 24    

⋮ ⋮ 
⋮ ⋮ 

𝑝1 :ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغذاء ٗؾظَ ػ٠ِ 
2𝑛1𝑝2

2𝑛2𝑝3
2𝑛3 ⋯𝑝𝑘

2𝑛𝑘 ≡ 1 24  

 ٚ٘ٓ ٝ     :  𝑝1
𝑛1𝑝2

𝑛2𝑝3
𝑛3 ⋯𝑝𝑘

𝑛𝑘 
2

≡ 1 24  

𝑎2 :     ٝ ثبُزب٢ُ  ≡ 1 24  

 .عٞف ٗغزؼَٔ اُجشٛبٕ ثبُخِق

  𝑎1 ٝ 𝑎2ٝ  .... ٝ𝑎23ٗلزشع ٝعٞد الأػذاد 

;   𝑘𝜖 1,23∀ :  ثؾ٤ش   𝑎𝑘 ∧ 24 = 1  ٝ  𝑎1
2 + ⋯ + 𝑎23

2 = 23997  

 24 أ٢ُٝ ٓغ     ُذ٣٘ب ًَ ػذد 

 :ػ٘ذ أُشٝس ا٠ُ اُغٔغ ث٤ٖ ٛزٙ أُزلبٝربد ٗؾظَ ػ٠ِ 

23:     ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ≡ 21 24    

24:  ٣ؼ٢٘  ∕    ٝ ٛزا ٓغزؾ٤َ ثطج٤ؼخ اُؾب2ٍ

 24 أ٤ُٝخ ٓغ 𝑎1 ٝ 𝑎2 ٝ ⋯ ٝ 𝑎23لا ٝعٞد لأػذاد : ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑎1:ٝ رؾون 
2 + 𝑎2

2 + ⋯ + 𝑎23
2 = 23997     

     

 𝐈𝐈  1  ارٕ ؽغت اُغئاٍ

 
 

 
𝑎1

2 ≡ 1 24 

𝑎2
2 ≡ 1 24 
⋮          

𝑎23
2 ≡ 1 24 

     

𝑎1
2+𝑎2

2 + 𝑎3
2 + ⋯ + 𝑎23

2 ≡ 23 24  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 :ُذ٣٘ب 

 . ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش 𝑓ارٕ 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥 = 2 × 𝑒−∞ = 0 = 𝑓(0) 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥

𝑥
 

⟺     lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+
 1 +

2

𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

=      lim
𝑥→0+

𝑒
−2
𝑥 − lim

𝑥→0+
 
−2

𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

=      0 − lim
𝑢→−∞

𝑢=
−2
𝑥

𝑢𝑒𝑢  

=      0 − 0 =  0 = 𝑓𝑑
′ 0  

  𝐈  أ 1 ∎

  𝐈  ب 1 ∎

⟺      23997 ≡ 23 24   1  

23997 : ٗغزؼ٤ٖ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ُ٘ؾظَ ػ٠ِ  ≡ 21 24   2  

𝑎𝑘  
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 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ارٕ  +∞ .  

𝑓 :ارٕ  ′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥 +  

−2

𝑥
 
′

 𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥 +

2

𝑥2
 𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 =  
2𝑥 + 4 + 𝑥2

𝑥2  𝑒
−2
𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 =  
𝑥2 + 2𝑥 + 1 + 3

𝑥2  𝑒
−2
𝑥  

⟺    𝑓 ′ 𝑥 =  
 𝑥 + 1 2 + 3

𝑥2  𝑒
−2
𝑥 > 0 

⟺     lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 2      𝑒
−2
𝑥 = +∞ 

+∞ +∞ 

+∞ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب  

𝑡:  ُذ٣٘ب  ≥ 𝑡−:    ارٕ 0 ≤ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ : −𝑒−𝑡 ≤ ≥ 𝑕′ 𝑡:    ٣ؼ٢٘ 1− 𝜑′ 𝑡    

= 𝑕 0:  ٝ ثٔب إٔ  𝜑 0 = 1   

,𝑡 𝜖  0 ∀:    كبٕ  +∞    ;    𝑕(𝑡) ≤ 𝜑 𝑡   

𝑒−𝑡−: ٗغز٘زظ إٔ  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ  ≥ 𝑡 − 1   

𝑕′(𝑡):    ارٕ  ≥ 𝜓′(𝑡)   

= 𝑕 0:    ٝ ثٔب إٔ  𝜓 0 = 1   

𝑕(𝑡):   كبٕ  ≥ 𝜓 𝑡    

  ∀ 𝑡 𝜖  0, +∞    ;   1 − 𝑡 ≤ 𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
   

 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 :ٗؼغ 

 
 

 
𝜑 𝑡 = 1 − 𝑡        

𝜓 𝑡 = 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
𝑕 𝑡 = 𝑒−𝑡           

  

  :ارٕ 

𝜑′ 𝑡 = −1     

𝜓′ 𝑡 = 𝑡 − 1

𝑕′ 𝑡 = −𝑒−𝑡   

   

,𝑡 𝜖  0 ∀   :ٝ ثبُزب٢ُ  +∞    ;   0 ≤ 𝑒−𝑡 + 𝑡 − 1 ≤
𝑡2

2
   

  ٌٖ٤ُ𝑥 >   ارٕ   0
2

𝑥
> 0   

𝑥 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزا اُزؤؽ٤ش ك٢ اُؼذد أُٞعت  +  : ٗؾظَ ػ٠ِ  2

C          ٖٓ 1  ٝ  2  ٕٓؼبدُزٚ  ∞+    ٣وجَ ٓوبسثب ٓبئلا ثغٞاس     :  ٗغز٘زظ أ 𝑦 = 𝑥 

0   ب 2 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ ≤ 𝑒
−2

𝑥 +
2

𝑥
− 1 ≤

1

2
 

2

𝑥
 

2
   

 ٚ٘ٓ ٝ:    1 −
2

𝑥
 ≤ 𝑒

−2

𝑥 ≤  1 −
2

𝑥
+

2

𝑥2    

   𝑥 + 2  1 −
2

𝑥
 ≤  𝑥 + 2 𝑒

−2

𝑥 ≤  𝑥 + 2  1 −
2

𝑥
+

2

𝑥2    

𝑥    :ثؼذ اُ٘شش ٝ اُزجغ٤ؾ ٗؾظَ ػ٠ِ  −
4

𝑥
 ≤ 𝑓(𝑥) ≤  𝑥 −

2

𝑥
+

4

𝑥2    

𝑥∀    :ارٕ  > 0   ;   
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

−2

𝑥
+

4

𝑥2   

𝑥∀    :ُذ٣٘ب  > 0   ;   
−4

𝑥
≤ 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≤

−2

𝑥
+

4

𝑥2   

lim :ثٔب إٔ 
𝑥→+∞

 
−4

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

4

𝑥2
−

2

𝑥
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 − 𝑥 = 0  1  

lim أ 2 ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞  2  
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𝓲 

𝓳 

C         

𝓞 

  𝐈  ج 1 ∎

  𝐈  2 ج ∎

  𝐈  2 أ ∎

  𝐈  ب 2 ∎

  𝐈  د 2 ∎

∎ 3  𝐈  

𝑓 𝑥 =  𝑥 + 2 𝑒
−2
𝑥  :ُذ٣٘ب  

,𝑡 𝜖  0 ∀ :٣ؼ٢٘  +∞    ;    𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡    1  

,𝑡 𝜖  0 ∀ :٣ؼ٢٘  +∞    ;    𝑒−𝑡 ≥ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
    2  
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𝑓𝑛 𝑑 : ٝ ُذ٣٘ب . هبثِخ ُلاشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش      ارٕ 
′  0 = 0  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞ .  

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓𝑛ارٕ  +∞ .  

= 𝑓𝑛 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑥 +
2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑓𝑛ُذ٣٘ب  +∞ .  

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝑓nارٕ  ,𝑓𝑛  0 ٗؾٞ أُغبٍ  ∞+ +∞    

;𝑓𝑛  0 :  ٝ ُذ٣٘ب  +∞  =  lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 ; lim
𝑥→+∞

𝑓𝑛 𝑥  =  0; +∞  

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ φ: ُذ٣٘ب  +∞  

𝜑𝑛لإٔ 
′  𝑥 = 𝑓𝑛

′ 𝑥 > 0  

,0  روبثَ ٖٓ أُغبٍ 𝜑𝑛ارٕ    ٗؾٞ أُغبٍ  ∞+

 𝜑𝑛 0 ; lim
𝑥→+∞

𝜑𝑛 𝑥  =  0; +∞  

,0  ٖٓ أُغبٍ 𝑎𝑛ٝ ٖٓ ٛزا اُزوبثَ ٗغز٘زظ ٝعٞد ػذد ٝؽ٤ذ  +∞  

= 𝜑𝑛 𝑎𝑛    :  ثؾ٤ش 0  

= 𝑓𝑛 𝑎𝑛 :    ٣ؼ٢٘ 
2

𝑛
 

 𝐈𝐈  ∎ 3  ب

 𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
 −  𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
  

=
2

𝑛 𝑛 + 1 
+ 𝑒

−2
𝑥  

−2

𝑛 𝑛 + 1 
  

=
−2

𝑛 𝑛 + 1 
 𝑒

−2
𝑥 − 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑒
−2

𝑥 < 𝑒:    ٣ؼ٢٘ 1
−2

𝑥 − 1 < 0   

 ٚ٘ٓ ٝ: 

𝑥ٝ ُذ٣٘ب  >   ارٕ   0
−2

𝑥
< 0 

 :    ٝ ثبُزب٢ُ 
−2

𝑛 𝑛 + 1 
 𝑒

−2
𝑥 − 1 > 0 

 ∀𝑥 > 0 ,  ∀𝑛𝜖ℕ∗   ;   𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
> 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
 

 𝐈𝐈  ∎ 3  ج

− 𝑓𝑛+1 𝑥   :ُذ٣٘ب 
2

𝑛 + 1
> 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
 

⟺  lim
𝑥→+∞

 𝑓𝑛+1 𝑥 −
2

𝑛 + 1
   > lim

𝑥→+∞
 𝑓𝑛 𝑥 −

2

𝑛
  

⟺    0 − 𝑓𝑛 𝑎𝑛+1  > 0 − 𝑓𝑛 𝑎𝑛  

⟺   𝑓𝑛 𝑎𝑛+1  < 𝑓𝑛 𝑎𝑛  

𝑎𝑛+1:   داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب كبٕ 𝑓ٝ ثٔب إٔ  < 𝑎𝑛  

 . كبٜٗب ٓزوبسثخ0ٝ ثٔب أٜٗب ٓظـٞسح ثبُؼذد .   ر٘بهظ٤خ 𝑎𝑛 𝑛 ٝ ٓ٘ٚ أُززب٤ُخ  

 𝐈𝐈  ∎ 3 د 

= 𝑓𝑛 𝑎𝑛 :ُذ٣٘ب 
2

𝑛
 

𝑎𝑛  :٣ؼ٢٘  +
2

𝑛
 𝑒

−2
𝑎𝑛 =

2

𝑛
 

 :٣ؼ٢٘ 
 𝑎𝑛 +

2
𝑛 

𝑒
2
𝑎𝑛

=
2

𝑛
 

 ٚ٘ٓ ٝ: 2𝑒
2
𝑎𝑛 = 𝑛  𝑎𝑛 +

2

𝑛
  

 ٚ٘ٓ ٝ: 2𝑒
2
𝑎𝑛 − 2 = 𝑛𝑎𝑛  

2𝑒 :أ١ 
2
𝑎𝑛 = 𝑛𝑎𝑛 + 2 

= 𝜑𝑛 𝑥 :ٗؼغ  𝑓𝑛 𝑥 −
2

𝑛
 

lim
𝑥→0+

𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓𝑛 0 

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0+

 𝑥 +
2
𝑛
 𝑒

−2
𝑥

𝑥

= lim
𝑥→0+

 1 +
2

𝑛𝑥
 𝑒

−2
𝑥  

= lim
𝑥→0+

𝑒
−2
𝑥 + lim

𝑥→0+

1

𝑛

1

 
𝑒

2
𝑥

2
𝑥

 

 

= 0 +  
1

𝑛
  

1

+∞
 = 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑓𝑛
′ 𝑥 =  𝑒

−2
𝑥  +  

−2

𝑥
 
′

 𝑥 +
2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥  

=  𝑒
−2
𝑥  +

2

𝑥2
 𝑥 +

2

𝑛
 𝑒

−2
𝑥  

=  1 +
2

𝑥2
 𝑥 +

2

𝑛
  𝑒

−2
𝑥 > 0 

 𝐈𝐈  ∎ 1  هـ

𝑓𝑛  
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𝑎:  ٗلزشع إٔ  ≠ 0   

 𝐈𝐈  ∎ 3 

ٝ 

𝑎:  ٝ ٛزا ر٘بهغ ارٕ  = 0   

2𝑒 :ُذ٣٘ب 
2
𝑎𝑛 − 2 = 𝑛𝑎𝑛  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

𝑛𝑎𝑛 =  +∞ × 𝑎 = +∞ 

lim
𝑛∞

 2𝑒
2
𝑎𝑛 − 2 = 2𝑒

2
𝑎 − 2 

2𝑒 :ارٕ 
2
𝑎 − 2 = +∞ 

 ∎  𝐈𝐈𝐈  أ 1

 ٌٖ٤ُ𝑥 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب ثؾ٤ش   :𝑥 < 2𝑥   

 ٌٖ٤ُ ٝ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ثؾ٤ش   :𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑥   

,0  رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ثٔب إٔ  +∞    

𝑓(𝑥):  كبٕ  ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(2𝑥)   

,0  ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ  𝑓ٝ ثٔب إٔ  +∞ .   

𝑓(𝑥)  :    كبٕ 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓(2𝑥)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

𝑓(𝑥) 𝑡 𝑥 :٣ؼ٢٘ 
2𝑥 ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑓(2𝑥) 𝑡 𝑥

2𝑥  

𝑥𝑓(𝑥) :أ١  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓(2𝑥) 

1  𝐈𝐈𝐈  ∎ ب 

𝐹(𝑥) :ُذ٣٘ب  ≥ 𝑥𝑓(𝑥) 

lim :ٝ ٗؼِْ إٔ 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = +∞ 

lim :ارٕ 
𝑥→+∞

𝑥𝑓 𝑥 = +∞ 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا, +∞    

,0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب  +∞    

= 𝜓′ 𝑥:   ثؾ٤ش 𝜓 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝑓ارٕ  𝑓(𝑥)   

 :ُذ٣٘ب 

𝑥:  ثٔب إٔ  → 2𝑥  ٝ  𝑥 → 𝜓(𝑥) هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

,0 أُغبٍ   +∞    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغبٍ  𝐹كبٕ  +∞ .   

𝐹𝑑 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش ٝ   𝑓: ٝ ثبُزب٢ُ 
′  0 = 0   

𝑥𝑓(𝑥) :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓(2𝑥) 

𝑓(𝑥) :٣ؼ٢٘  ≤
𝐹(𝑥)

𝑥
≤ 𝑓(2𝑥) 

𝑓(𝑥) :٣ؼ٢٘  ≤
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
≤ 𝑓(2𝑥) 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(2𝑥) = 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑥→+∞

 
𝐹 𝑥 − 𝐹(0)

𝑥 − 0
 = 0 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  أ

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ب

 أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ

𝐹 𝑥 = 𝜓 2𝑥 − 𝜓 𝑥  

= 𝐹′ 𝑥 :ارٕ  2𝜓′ 2𝑥 − 𝜓′ 𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 2𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 2 2𝑥 + 2 𝑒
−1
𝑥 −  𝑥 + 2 𝑒

−2
𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥  2 2𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   4𝑥 + 4 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   𝑥 + 2 + 3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺     𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 +  3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥 −  𝑥 + 2   

⟺   𝐹′ 𝑥 = 𝑒
−2
𝑥   𝑥 + 2  𝑒

1
𝑥 − 1 +  3𝑥 + 2 𝑒

1
𝑥  

𝐹𝑑 2 أ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ
′  0 = 0 

𝐹 𝑥 =  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =  𝑓(𝑡)
0

𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
2𝑥

0

𝑑𝑡 

= −𝜓 𝑥 + 𝜓 2𝑥  
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𝑥:  ثٔب إٔ  > 𝑒:    كبٕ 0
1

𝑥 − 1 > 0   

 ( ن 4,5 ):   التمرين الرابع 

 2005أجوبة الدورة العادية  𝟓𝟑 :الصفحة   2012رمضان   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

3  𝐈𝐈𝐈  ∎ 

   ٝ 3𝑥 + 2 > 0    ٝ    𝑥 + 2 > 0    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝐹′ 𝑥 > 0   

,0  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ  +∞ .   

⟺     
𝑖 𝑖𝑦 − 1

 𝑖𝑦 + 1 2
= 𝑖𝑦 

𝑥𝑓(𝑥) :      ٝ ُذ٣٘ب  ≤ 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥𝑓(2𝑥) 

ٝ lim
𝑥→0+

𝑥𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑥𝑓(2𝑥) = 0 

lim :ارٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) = 0 

𝑥 0 +∞ 

0 

𝐹 

𝐹′(𝑥) + 

+∞ 

 أ 1 ∎

= 𝑓 𝑖𝑦:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑖𝑦  

⟺     𝑖𝑦 𝑖𝑦 + 1 2 = −𝑦 − 1 

⟺      𝑖𝑦 −𝑦2 + 2𝑖𝑦 + 1 = −𝑦 − 1 

⟺     −𝑖𝑦3 + 𝑖𝑦 − 2𝑦2 = −𝑦 − 1 

⟺      𝑖 −𝑦3 + 𝑦 +  1 − 𝑦 = 0 

⟺      
 −𝑦3 + 𝑦 = 0
 1 − 𝑦 = 0

  

⟺      
𝑦 1 − 𝑦  1 + 𝑦 = 0
 1 − 𝑦 = 0            

  

⟺      
𝑦 = 𝑦  أٝ  0 = 𝑦  أٝ  1 = −1
𝑦 = 1                                     

  

⟺      𝑦 = 1 

= 𝑓 𝑖:       ٝ ثبُزب٢ُ  𝑖 

 1 ∎ ب

= 𝑓 𝑧:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑧  

⟺     
𝑖𝑧 − 1

𝑧2 + 2𝑧 + 1
= 𝑧 

⟺     𝑧3 + 2𝑧2 + 𝑧 = 𝑖𝑧 − 1 

⟺     𝑧3 + 2𝑧2 +  1 − 𝑖 𝑧 + 1 = 0 

 أ  ٝ رُي ؽغت اُغئا1ٍٛزٙ أُؼبدُخ روجَ ؽلا خبطب ٝ ٛٞ اُؼذد 

z3ٗ٘غض اُوغٔخ الأه٤ِذ٣خ ُِؾذٝد٣خ   + 2z2 +  1 − 𝑖 𝑧 + 1  

𝑧 ػ٠ِ اُؾذٝد٣خ   − 𝑖  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

    𝑧 − 𝑖  𝑧2 +  2 + 𝑖 𝑧 + 𝑖 = 0 

𝑧2ثزؼ٤َٔ صلاص٤خ اُؾذٝد   +  2 − 𝑖 𝑧 + 𝑖 ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

=∆:    ُذ٣٘ب   2 − 𝑖 2 − 4𝑖 = 3   

  :𝑧1 ٝ 𝑧2ارٕ صلاص٤خ اُؾذٝد روجَ عزس٣ٖ 

= 𝑓 𝑧أُؼبدُخ : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑧 روجَ صلاصخ ؽٍِٞ ٝ ٢ٛ : z0 = 𝑖 ٝ 𝑧1 ٝ 𝑧2.  

𝑧1 = −1 +
 3

2
−

1

2
𝑖 𝑧2 = −1 −

 3

2
−

1

2
𝑖 ٝ 

 أ 2 ∎

 :ٝ ثٔب إٔ 
11𝜋

6
≡

−𝜋

6
 2𝜋  

𝑧1 :كبٕ  + 1 = 𝑒
−𝜋𝑖

6 = 𝑒
11𝜋

6   1  

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑧2 + 1 =
− 3

2
−

1

2
𝑖 = −cos  

𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= cos  𝜋 −
𝜋

6
 − 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

6
   

= cos  
5𝜋

6
 − 𝑖 sin  

5𝜋

6
   

= cos  
−5𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−5𝜋

6
 = 𝑒

−5𝑖𝜋
6   

𝑧1 :ُذ٣٘ب  + 1 =
 3

2
−

1

2
𝑖 = cos  

𝜋

6
 − 𝑖 sin  

𝜋

6
   

= cos  
−𝜋

6
 + 𝑖 sin  

−𝜋

6
   

= 𝑒
−𝑖𝜋

6   
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 :ٝ ثٔب إٔ 
7π

6
≡

−5π

6
 2π  

𝑧2 :كبٕ  + 1 = 𝑒
−5𝑖𝜋

6 =  𝑒
7𝑖𝜋

6   2  

 ٌٖ٤ُ𝑧1 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 .  1 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ :  𝑧1 + 1 = 𝑒
11𝜋

6  

⟺     𝑧1 + 1 = 𝑒
11𝑖𝜋

6  

⟺      𝑟𝑒𝑖𝜃 = 𝑒
11𝑖𝜋

6 − 1 

⟺      𝑆1 :  
𝑟 cos 𝜃 = cos  

11𝜋

6
 − 1

𝑟 sin 𝜃 = 𝑠𝑖𝑛  
11𝜋

6
       

  

  .𝒓نىحسة أولا 
 

= cos 2𝜃:  ٗغزؼ٤ٖ ثبُؼلاهخ أُضِض٤خ اُزب٤ُخ  2 cos2 𝜃 − 1  

 :ٗؾظَ ػ٠ِ 

cos2:  صْ ٗغزؼ٤ٖ ثؼذ رُي ثبُؼلاهخ أُضِض٤خ اُزب٤ُخ  𝜃 + sin2 𝜃 = 1  

 ٗؼِْ إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب

 : ٗؾظَ ػ٠ِ   𝑆1  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ𝑟ٗؼٞع 

= sin 2𝜑:  ٗغزؼ٤ٖ ثبُؼلاهخ أُضِض٤خ اُزب٤ُخ  2 cos 𝜑 sin 𝜑   

 :ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑟 cos 𝜃 2 +  𝑟 sin 𝜃 2 =  cos  
11𝜋

6
 − 1 

2

+  sin  
11𝜋

6
  

2

 

⟺  𝑟2 = cos2  
11𝜋

6
 + 1 − 2 𝑐𝑜𝑠  

11𝜋

6
 + sin2  

11𝜋

6
  

⟺  𝑟2 = 2  1 − 𝑐𝑜𝑠  
11𝜋

6
   

⟺  𝑟2 = 2  1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
11𝜋

12
 + 1  

⟺  𝑟2 = 4  1 − 𝑐𝑜𝑠2  
11𝜋

12
   

𝑟2   :ٗؾظَ ػ٠ِ  = 4 sin2  
11𝜋

12
  

 ٚ٘ٓ ٝ:   𝑟 = ±2 sin  
11𝜋

12
  

𝑟   :ارٕ  = 2 sin  
11𝜋

12
  

  2 sin  
11𝜋

12
 sin 𝜃 = sin  

11𝜋

6
  

⟺       2 sin 𝜃 =
1

2
 

sin  
11𝜋

6  

sin  
11𝜋
12  

  

 sin 𝜃 =  
sin  

11𝜋
6

 

sin  
11𝜋
12

 
 =

1

2
 

2 cos  
11𝜋
12

 sin  
11𝜋
12

 

𝑠𝑖𝑛  
11𝜋
12

 
  

 ⟺    sin 𝜃 = cos  
11𝜋

12
 = sin  

11𝜋

12
+

𝜋

2
 = sin  

17𝜋

12
  

 ⟺    sin 𝜃 = sin  
17𝜋

12
  

 ⟹     𝜃 ≡
17𝜋

12
 2𝜋  

𝑧1 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 sin  
11𝜋

12
 𝑒

17𝑖𝜋
12  

 ٌٖ٤ُ𝑧2 = 𝑠𝑒𝑖𝜑 .  2 ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ :  𝑧2 + 1 =  𝑒
7𝑖𝜋

6  

⟺     𝑧2 + 1 =  𝑒
7𝑖𝜋

6  

⟺     𝑧2 =  𝑒
7𝑖𝜋

6 − 1 

⟺      𝑠𝑒𝑖𝜑 =  𝑒
7𝑖𝜋

6 − 1 

⟺      𝑆2 ∶  
𝑠 cos 𝜑 = cos  

7𝜋

6
 − 1

𝑠 sin 𝜑 = 𝑠𝑖𝑛  
7𝜋

6
       

  

  .𝑠ث٘لظ اُطش٣وخ ٗؾغت أٝلا 

 ٗؼِْ إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب

  2 sin  
7𝜋

12
 sin 𝜑 = sin  

7𝜋

6
  

𝑠   :ارٕ  = 2 sin  
7𝜋

12
  

ث٘لظ 

 اُطش٣وخ

 ⟺       𝑠 = ±2 sin  
7𝜋

12
   𝑠2 = 2  1 − 𝑐𝑜𝑠  

7𝜋

6
   

 : ٗؾظَ ػ٠ِ   𝑆2  ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٖٓ اُ٘ظٔخ𝑠ٗؼٞع 

⟺    sin 𝜑 =
1

2
 

sin  
7𝜋
6  

sin  
7𝜋
12 

 ===== sin  
13𝜋

12
  

ث٘لظ 

 اُطش٣وخ

 ٚ٘ٓ ٝ:  ⟹     𝜑 ≡
13𝜋

12
 2𝜋  

𝑧2 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 2 sin  
7𝜋

12
 𝑒

13𝑖𝜋
12  

 ب 2 ∎
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𝑧:  ُذ٣٘ب  = 𝑒𝑖𝛼 ٕار     : 𝑧 = 1 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑧𝑧 = 1    

 3 أ ∎

 :ُذ٣٘ب 

+ 𝑓 𝑧:    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑓 𝑧       = 0  

 3 ∎ ب

⟺      𝑓 𝑧 + 𝑖𝑧𝑓 𝑧 = 0 

⟺      1 + 𝑖𝑧 𝑓 𝑧 = 0 

⟺      
 1 + 𝑖𝑧 = 0
𝑓 𝑧 = 0  

  

⟺      
   1 + 𝑖𝑧 = 0
   𝑖𝑧 − 1 = 0

  

⟺      
   𝑧 = 𝑖

   𝑧 = −𝑖
  

⟺         𝑒𝑖𝛼 = 𝑒
𝑖𝜋
2

   𝑒𝑖𝛼 = 𝑒
−𝑖𝜋

2

  

⟹      𝛼 ≡
𝜋

2
 𝜋  

0:  ثٔب إٔ  ≤ α ≤ π ٕار   α رؤخز ه٤ٔخ ٝؽ٤ذح ٝ ٢ٛ  :
π

2
  

𝛼      :ٝ ثبُزب٢ُ  ≡
𝜋

2
 

 ج 3 ∎

𝑧:  ُذ٣٘ب  = 𝑒𝑖𝛼    

 .ك٢ ٛزا اُغئاٍ ٣غت اعزؾؼبس ع٤ٔغ هٞاػذ اُؾغبة أُضِض٢

= 𝑓 𝑧 :ُذ٣٘ب  𝑓 𝑒𝑖𝛼  =
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

 𝑒𝑖𝛼 + 1 2
 

𝑒𝑖𝛼  :ٝ ُذ٣٘ب  + 1 
2

=  cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼 + 1 2 

⟺     𝑒𝑖𝛼 + 1 
2

=  cos 𝛼 + 𝑖 sin 𝛼 + 1 2 

=  2 cos2  
𝛼

2
 − 1 + 2𝑖 sin  

𝛼

2
 cos  

𝛼

2
 + 1 

2

 

=  2 cos2  
𝛼

2
 + 2𝑖 sin  

𝛼

2
 cos  

𝛼

2
  

2

 

=  2 cos  
𝛼

2
  cos  

𝛼

2
 + 𝑖 sin  

𝛼

2
   

2

 

= 4 cos2  
𝛼

2
  𝑒

𝑖𝛼
2  

2

 

= 4 cos2  
𝛼

2
 𝑒𝑖𝛼  

𝑓 𝑧 =
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

4 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 𝑒𝑖𝛼

=  
1

2 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

  
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 :ارٕ   

  :ع٘ؾبٍٝ ا٥ٕ ا٣غبد اُشٌَ أُضِض٢ ُِزؼج٤ش 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
  

  :ٗؼغ 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 = 𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑒−𝑖𝛼  𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 − 𝑒−𝑖𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑐𝑜𝑠 −𝛼 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛 −𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺    𝑖 −  𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 2𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 2𝑖 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜑  

⟺   − 𝑐𝑜𝑠 𝛼 + 𝑖  1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 2𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 + 𝑖 2𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑   

⟺    
− 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝑟𝑐𝑜𝑠 𝜑 

1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼 = 2𝑟𝑠𝑖𝑛 𝜑 
  

2𝑟 𝑐𝑜𝑠𝜑 2  :ُذ٣٘ب  +  2𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜑 2 = 4𝑟2 

⟺      − 𝑐𝑜𝑠𝜑 2 +  1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  
2

= 4𝑟2 

⟺      2 1 + 𝑠𝑖𝑛 𝛼  = 4𝑟2 

⟺      2  1 − 𝑐𝑜𝑠  𝛼 +
𝜋

2
  = 4𝑟2 

𝑓 𝑧       =  
𝑖𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
 

              
=

−𝑖𝑧 − 1

 𝑧 + 1 2
=

𝑧 𝑖 −1 + 𝑖𝑧 

𝑧 2 1 + 𝑧 2
 

= 𝑖𝑧  
−1 + 𝑖𝑧

 1 + 𝑧 2
  

= 𝑖𝑧𝑓 𝑧  
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⟺      2  1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
+

𝜋

4
 + 1 = 4𝑟2 

⟺      4  1 − 𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
+

𝜋

4
  = 4𝑟2 

⟺      4𝑠𝑖𝑛2  
𝛼

2
+

𝜋

4
 = 4𝑟2 

⟺      𝑟 = ±𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
  

 ثٔب إٔ ٓؼ٤بس ػذد ػوذ١ ٣ٌٕٞ دائٔب ػذد ٓٞعجب 

0 :ٝ ثٔب إٔ  <
𝜋

4
<

𝛼

2
+

𝜋

4
<

3𝜋

4
< 𝜋 

0:   لإٔ  ≤ 𝛼 < 𝜋  

𝑟      :كبٕ  = 𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
   1  

 : ثو٤ٔزٚ ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ ٖٓ اُ٘ظٔخ ٗغذ 𝑟ٗؼٞع 

− 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑐𝑜𝑠 𝜋 − 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  
𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  𝜋 − 𝛼 +
𝜋

2
 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

2
− 𝛼 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑠𝑖𝑛  2  
3𝜋

4
−

𝛼

2
  = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺  2𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

4
−

𝛼

2
 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋

4
−

𝛼

2
 = 2𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

⟺      𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
2𝑠𝑖𝑛  

3𝜋
4 −

𝛼
2 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋
4 −

𝛼
2 

2𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2 +

𝜋
4 

 

  = 𝑐𝑜𝑠  
3𝜋

4
−

𝛼

2
  

𝜑   : ارٕ  ≡  
3𝜋

4
−

𝛼

2
  2𝜋   2  

  : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 
𝑖𝑒𝑖𝛼 − 1

2𝑒𝑖𝛼
 = 𝑠𝑖𝑛  

𝛼

2
+

𝜋

4
 𝑒

𝑖 
3𝜋
4

−
𝛼
2
 
 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑓 𝑧 =  

𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2

+
𝜋
4
 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

 

           

𝑒
𝑖 

3𝜋
4

−
𝛼
2
       

  𝑟أُؼ٤بس 
  𝜑اُؼٔذح 

∎ 4 

= 𝑧 ثٔب إٔ     .𝑒𝑖𝛼 ٣ٌزت ػ٠ِ اُشٌَ 𝑧  كبٕ 1

=  ℜ𝑒 𝑓 𝑧 :ُذ٣٘ب 
1

2
 

⟺       ℜ𝑒   
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 +

𝜋
4 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

 𝑒
𝑖 

3𝜋
4

−
𝛼
2
 
 =

1

2
 

⟺        
𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 +

𝜋
4 

2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

 cos  
3𝜋

4
−

𝛼

2
 =

1

2
 

⟺   
 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝜋
4
 + 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋
4
  

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

×

 𝑐𝑜𝑠  
3𝜋
4

 𝑐𝑜𝑠  
𝛼
2
 + 𝑠𝑖𝑛  

3𝜋
4

 𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2
  

1
= 1 

⟺  

 2
2

 2
2  𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 + 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2   𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2 − 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2  

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2 

= 1 

⟺   𝑠𝑖𝑛2  
𝛼

2
 − 𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
  

⟺   1 − 2𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
 = 2𝑐𝑜𝑠2  

𝛼

2
  

⟺   1 = 4𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
  

⟺   𝑐𝑜𝑠2  
𝛼

2
 =

1

4
 

𝑠𝑖𝑛2  
𝛼
2
 − 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 + 𝑠𝑖𝑛  

𝛼
2
 𝑐𝑜𝑠  

𝛼
2
 − 𝑐𝑜𝑠2  

𝛼
2
 

𝑐𝑜𝑠2  
𝛼
2
 

= 2 

 ٚ٘ٓ ٝ:   𝑐𝑜𝑠 𝜑 =
2𝑠𝑖𝑛  

𝜋
4 +

𝛼
2 𝑐𝑜𝑠  

3𝜋
4 −

𝛼
2 

2𝑠𝑖𝑛  
𝛼
2 +

𝜋
4 

 

𝑠𝑖𝑛 :ٝ ُذ٣٘ب   
3𝜋

4
−

𝛼

2
 = 𝑠𝑖𝑛  𝜋 −

3𝜋

4
+

𝛼

2
  

= 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

4
+

𝛼

2
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⟺         𝑐𝑜𝑠  
𝛼

2
 =

−1

2
𝑐𝑜𝑠       أو         

𝛼

2
 =

1

2
 

⟺        
𝛼

2
≡

2𝜋

3
 𝜋        أو      

𝛼

2
≡

𝜋

3
 𝜋  

⟺         𝛼 ≡
4𝜋

3
 𝜋        أو      𝛼 ≡

2𝜋

3
 𝜋  

⟺        𝑧1 = 𝑒
4𝑖𝜋

3 𝑧2       أو        = 𝑒
2𝑖𝜋

3  

⟺        𝑧1 =
−1

2
− 𝑖

 3

2
𝑧2       أو        =

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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