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Cours et exercices d’applications et de réflexions sur Structures algébriques

PROF : ATMANI NAJIB

2éme BAC Sciences maths

Structures algebriques(partie2)

Groupe anneau corps

1) Groupes .

1) Définition :Soit G un ensemble non vide muni
d’une loi de composition interne (notée *).

(G, *) est un groupe si et seulement si

1) * est associative,

2) = possede un élément neutre dans G

3) tout élément de G posséde un symétrique pour *
dans G.

Si de plus, = est commutative, le groupe (G, *) est
dit commutatif ou abélien.

2) Exemples

1) +(Z+) 1 (@4); (Ri):(Cor) 5 (@)
(R*;x) ;((C*;X) sont des groupes commutatifs

-(C;X)n’est pas un groupe car 0 n’a pas
d’inverse dans C (pour x).

«(Z;x) et (N;+) ne sont pas des groupes car 2
n’a pas de symétrique

« (V,;+)et (V;;+) sont deux groupes commutatifs

. (P(E);m)n’est pas un groupe car une partie
A#E n’admet pas de symétrique

. (P(E);U)n’est pas un groupe car une partie
A+ n'admet pas de symétrique
*(F(R;R);+) ; (R,[X]:+) sont des groupes
commutatifs

*(M,(R);+) et (M,(R);+) sont des groupes

non commutatifs
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Doncona: AxB=#BxA
- L’ensemble des translations (T;;°) et

'’ensemble des rotations de méme centre O

(Roi°) sont des groupes commutatifs

L’ensemble des transformations du plan : (T;e)

est un groupe
Remarque : soit : (G;*) un groupe
1) on utilusant une notation additive on dit que :

(G;+) un groupe additif

a)(a+b)+c=b+(a+c)

b) on note 0 I'élément neutre

c)le symétrique de a appelé opposé de a on le

note —a dans ce cas on pose : a+a=2a

eta+a+..+a=na avec la convention :

nfois

Oa=0

la =a Et on vérifie alors les relations

n(—a)=-na
suivantes : ha+ma = (n+m)a et

nx(ma)=(nxm)a=nma v(n;m)eZz?

=
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2) on utilusant une notation multiplicative on dit

que : (G;x) un groupe multiplicative

a) (axh)xc=bx(axc)
b) on note 1 I'élément neutre
c)le symétrique de a on le note a”'(Iinverse)

n

d) ce cas on pose :axa=a’ et axax..xa=a

nfois

Et on vérifie

n

aO
avec la convention :J gt
a

n+m

alors les relations suivantes : a" xa™ =a et

(")

(axb)’=a"xb" sile groupe est commutatif

_ Ahxm

a v(n;m)eZ’

(axb)’=a"xb" sile groupe est non

commutatif
(Dans le pratique on pourra supprimer le
symbole x ou on le remplagant par un point)

Exemple :on pose | =}—72[ Z{ et V(xy)el®

—,—

On muni | de la loi de composition définie par :

x*y=artan(—1+tanx+tany)

Montrer que (1;*) est un groupe commutatif
Solution :1)soit (x;y) e I?
x*y=arctan(-1+tanx+tany)=arctan(-1+tany+tanx)
Donc x*y=y=*x et par suite * est commutatif
2)soit (x;y;y)el’

(x*y)*z=(arctan(—1+tanx+tany))*z

= arc tan (—1+ tan((arc tan(—1+tan x + tan y)) + tan z))
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= arc tan(—1+(—1+tan x+tan y) + tan z))

=arctan(—2++tan x+tan y + tan z)

Eton a:

x*(y#*2z)=x+(artan(—1+tany-+tanz))

= ar tan (—1+ tan x + tan((arc tan(—1+ tan y + tan z))))
=arctan(—1+tan x+(—1+tan y +tan z))
=arctan(—2++tan x+tan y + tan z)

Donc : (x*y)*z=x*(y*z)

par suite * est associative
3) vxel ona:

X *% =arctan (—1+ tan x + tan %) =arctan(-1+tanx+1)

x*gzarctan(tan X) =X

Et puisque * est commutatif on a aussi : %* X=X

|

N sz T
alors : * posséde un élément neutre e = "

T

Et puisque : = -=
puisq 46}22

4) soit:x el on cherche x el tel que :

x*x':z ?

x*x':%<:> arctan(—1+tan X + tan x') %
< —1+tan x+tan x':tan(%]cﬂan X+tan x'=2

o tanx' =2-tanx < x' =arctan(2—tanx) e

Donc : tout élément de | posséde un symétrique
pour « dans | .

Finalement :(I;) est un groupe commutatif

Exercice 1: on muniR? d’une loi de composition

interne T définit par :

[[\S]
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(6 y)T(X;y)=(x+xX;ye +ye™) ; V(xy) e R?et
v(X;y')eR?

Monter que (R*;T) groupe non commutative
Solution:a)soient (x;y) ; (X;y')et (X";y") des
éléments de R?

((6Y)T(X5y)) T(X5y") =(x+X; ye* +ye ) T(X;y")
= (x + X+ X" (ye  +ye e + y”e*(”x'))

= (x X+ X" ye ) e y"e*(x*x'))

(% y)T((X3y)T(xy") =(x; y)T(x' +X"; e + y"e’x')
:(x+x’+x”;(y’ex"+y”e‘ Je* +yer” )

- (x + X+ X" y'e ™) 4 yre ) yex'”")
Donc :

(O6y)T(X3y)T(X:y") = (% y) T((X3y) T(
donc: T est associative

b) 'élément neutre de T ?

%)

(e;e,) I'élément neutre de Tssi V(X;y) e R?

(% ¥)T(ese,)=(xy)et (e:6,)T(xy)=(xy)

(% Y)T(ese,)=(xy) = (x+e;ye® +ee™)=(xy)
X+e =X =0

<:>{yeel+ee =y { { =0

Etona: (0;0)T(

Donc : (0;0) est I'élément neutre de T

c) le symétrique d’'un élément dansT ?

soient (X; y) € R* montrons I'existence de
(x;y')eR*tel que : (xy)T(x;y)=(0;0) et
(X5y)T(xy)=(0,0)

(xy)T(
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X;y)=(0;0) < (x+x;ye* +y'e ™) =(0;0)

{x+x’:0
= ,
yeX + y!e—)( —
{x’:—x {x’z—x
@ ’ C> !
y+y'=0 |y'=-y
On aaussi : (-x;-y)T(xy)=(0;0)
Donc : (—x;—y)est le symétrique de élément
(x;y)dansT
Donc : (Rz;T) est un groupe
Et puisque : (L1)T(L0)=(2e)et (L0)T(L1)=(2e")

0)#(10)T(L1)

donc : T n’est pas commutative
3) propriété des groupes

Alors : (L1)T(L

Théoréme :soit (G;*) est un groupe

1) I' élément neutre dans G est unique
2) tout élément de G posséde un symeétrique
unique dans G.

Si x' est le symétrique de x et y'est le symétrique

de y alors le symétrique de x*yest y' *x' :

Cad : (xx* y)' =y'*X
3) tout élément de G est regulier cad :

vaeG et V(xy)eG’

akXx=a*y=>X=Yy et Xxxa=y*a=>X=Yy
Preuve :1) et 2) voir la legon précédente
3)soient: aeG et (x;y)eG?
x*a=y*a=(x*a)*a'=(y=*a)*a’

Avec a’ est le symétrique de a

= x*(a*a')=y=(axa’)Car *est associative

= X*e = Yy=*e Car * possede un élément neutre e

—> X =Y De méme on montre I'autre implication

3
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Exemple1 :soit (G;-) un groupe noté
multiplicativement et tel que : (a;b) e G?

(ab)2 =a’b* Montrer que que ce groupe est

commutatif

Solution :par hypothése on a quels que soient
les éléments (a;b) e G* : abab =aabb

Mais dans un groupe tout élément étant régulier
on peut simplifier a gauche par a et a droite par b
Donc : abab =aabb

Donc ba=ab et par suite ce groupe est
commutatif

Proposition :si (G;*) est un groupe qui admet un

élément neutre e et (a;b)eG®et a'est le
symétrique de a alors :les équations :
(E):a*x=b et (E,):x*a=badmettent une
solution unique :

-Pour (E,)la solution est: x=a’*b

-Pour (E, )la solution est: x=b=*a’

Exemple2:(étude d’'un groupe fini)

(%Z : +) et(%z - {6} ;><) sont deux groupes

commutatifs :

t10|1 (234
0/0|1|2]3|4
112340
2123|401
3134012
40401 |2]3
Tableau de : (%Z;Jr)et Tableau de : (%Z;X)
x|0|1]2(3|4
0/0]/0/0]0]0
1/0[1]2/|3]4
2(0(2|4]1]3
3/0(3|1|4]2
4104|321
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Exemple3 :(étude d’'un groupe fini)
(ABC) un triangle équilatéral

(A, )la médiatrice du segment [BC]

(A, ) la médiatrice du segment [AB]

(A,)la médiatrice du segment [AC]

Soit ¢ 'ensemble des transformations
suivantes : & ={1;1,;1,;5,;S,:S;}

r, la rotation de centre O et d’angle 0 : r,(O;0)

r, la rotation de centre O et d'angle %ﬁ - (o;%’fj

I, 1a rotation de centre O et d'angle 4?” r, (0;4_”)

H(A)
1 (A,)
:(As)

Donc : on utilisant la loi de composition des
transformation o on trouve le tableau suivant :

s, la symétrie axial d’axe
s, la symétrie axial d’axe

s, la symétrie axial d’axe

S I PR B OO B C O B PR
L || |S|S|Ss
L I P B O O B S B
b |GG S| S|S

S| S [ S| S| h | L
S S (S| S| B[
S35 (S (S | S| L |K N

Remarque : si (G;*) est un groupe fini alors

chaque élément de G se trouve sur le tableau
une fois dans chaqgue ligne et dans chaque
colonne

I~
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Exercice 2: soit (G;-) un groupe noté
multiplicativement et e I'élément neutre de G
1) Montrer que si: ¥(a;b)eG? : (ab)’ =a?b?
alors le groupe G est commutatif
2)Montrer que si: VxeG : x*=e alorsle

groupe G est commutatif

Solution : 1) soit (a;b) e G

par hypothése on a: (ab)’ =a?b?

donc : ab.ab=aabb puisque G un groupe
tout élément de G est regulier

Donc : ba=ab

Par suite ce groupe est commutatif

2) soient les éléments (x;y) e G?

par hypothése on a: xyxy =e

on multipliant a gauche par x et a droite pary
Donc : XXyXyy = Xey = X°yXy’ = Xey = eyxe = Xy

= YX=XY Par suite ce groupe est commutatif

3) Sous-groupes

Définition : Soient (G, *) un groupe et H une
partie stable pour (G, )

H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si
(H, =) est un groupe

Remarque :si e est I'élément neutre de G

{e} et G sont des sous-groupes de (G, *) appelés
sous-groupes triviaux du groupe (G, *). Les
autres sous-groupes, s'’il en existe, sont appelés
sous-groupes propres de (G, *).

Exemples :

«(Z;+) ; (@;+); (R;+) sont des sous-groupes
de (C;+)

-(@*;X) est un sous-groupe de (R";x)
+(R,[X];+)est un sous-groupe de (F(R;R);+)

U ={ZE(C/|Z|=1}
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(U;x)est un sous-groupe de ((C*;X)
(U;+)est un sous-groupe de (C;+)

«(N;+)n’est pas un sous-groupe de (Z;+)

Exemple:(on considére 'ensemble des matrices

, 1 a
suivante :E=<M, = laeR
2 0

Monter que E n’est pas un sous-groupe

de (M,(R);+)

Solution : soit M, eE et M, €E

a 1 b
et M, =
0 2 0
M,xM, eE?

1 a 1 b 1+2a b
M, xM, = X = ¢ E
2 0 2 0 2 2b

donc: E n'est une partie stable de (M, (R);x)

1
Donc: M, :(
2

donc: E n'est pas un sous-groupe e (M,(R);+)

Théoréme :(caractérisations d’'un sous-groupe).
Soient (G, =) un groupe et H une partie de G.
1)H est un sous-groupe de (G, *)

(L)eeH
&1(2)v(x,y)eH* x*yeH (1)
(3)vxeH;X' eH

2)H est un sous-groupe de (G, *)

(1) HzJ (”)
(2)v(x,y)eH" x*y' eH
Démonstration :
» Supposons que H soit un sous-groupe de
(G, ), alors la propriété (2) de () est vérifiée.
Notons en I'’élément neutre de H.
On a en * € = ex car e est élément neutre de G
et d’autre part, en = en * en car en est €élément
neutre de H. Par suite, en * € = eH * eH.

Maintenant, dans le groupe (G, *), tout élément
5
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est métrisable et en particulier, tout élément est
regulier. Apres simplification par en, on obtient e
= en. Ceci montre en particulier

que e € H.

Soit x un élément de H. Notons x'n son
symétrique pour * dans H.

On a x'n * X * X'= e * X'= X'(puisque en = €) et
d’autre part,xn * X * X'= X'n * € = X'h.

Donc, le symétrique x'n de x dans H est son
symétrique x’' dans G. Ceci montre en particulier
que x' est dans H.

On a montré que si H est un sous-groupe

de (G, *) alors (I) est vérifié.

» Montrons que : (I) = H sous-groupe de (G, *).
Supposons (1).

H est une partie non vide de G d’aprés (1). La
restriction de * a H2 est une loi interne dans H
d’apres (2). * est associative dans G
et donc la loi induite est associative dans H
L’élément neutre e de (G, ) vérifie :

VX € H, X x e = e * X = x et donc e est élément
neutre de H pour la loi induite.

Enfin, si x est un élément quelconque de H, le
symétrique x’' de x dans G est dans H et vérifie
x*X'= X'*X = € ou e est maintenant élément
neutre de H. x" est donc le symétrique de x dans
H et on a montré que tout élément de H admet
un symétrique dans H.

De tout ceci, on en déduit bien que H est un
sous-groupe de (G, *)

Donc que (H sous-groupe) < (I).

* Il est clair que (1) = (II). Il reste a montrer que
(1) = (1). On suppose donc que H vérifie (I1).

Soit x un élément de H. Puisque e et x sont dans
H alors: Hx et e * x'= x' est dans H d’aprés (2).
Ainsi, VX € H, x' € H.

Soient enfin, x et y deux éléments de H.

D’apres ce qui précede, y'est encore dans H
Donc x = (y')'= x * y est dans H.

On a montré que (II) = (1)

Finalement que (1) & (l1).

Prof/ATMANI NAJIB

Remarque : soit : (G;*) un groupe
1) on utilusant une notation additive on a :

H est un sous-groupe de(G;+)

()H =@
&
(2)¥(x,y)eH*x-yeH
2) on utilusant une notation multiplicative

ona: H est un sous-groupe de(G;x)

(H)H =@

(2)v(x,y)eH*xy" eH
Exemplel : soit | 'ensemble des nombres
entiers relatifs pairs

montrer que (1;+) est un sous-groupe de(Z;+)
Solution:ona: | cZ

(1)1 D car 0=2x0¢l

(2)V(x y)el*x-yel ?

Soient: xel et yeldonc: x=2xp et x=2xq
X—y=2xp-2xp=2x(p-p)=2xkel

Donc : (I;+) est un sous-groupe de(Z;+) d'aprés
La propriété caractéristique d’un sous-groupe

Exemple2 : montrer que : H :{3'"7” /meZ;neZ}
est un sous-groupe de(R*;x)

Solution :ona: HcR" car V(n,m)eZ*3"7" eR’
()H = car 3°7° =1eH
(2)V(x,y)eH%xxy"eH ?

Soient: xeH et ye H donc:
3(n,m)eZ?*x=3"7"

Et 3(p.q)eZ?y=3"7"

X X yfl — 3m7n X(3P7q )_l _ 3m7n x3*P7*q

1o
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xxy ™ =3"7"x(3°79) T =37 = 37"
Avec : (e, f)eZ® donc:
(Z)V(X, y)e H%xxy'eH

Donc : (H;x) est un sous-groupe de(R*;X)

D’aprés la propriété caractéristique d’'un sous-
groupe

Exemple3 : Si E est un ensemble, I'intersection
dans P(E) est interne, commutative, associative
et possede un élément neutre, a savoir E.

Soit alors F une partie stricte de E. P(F) est une
partie non vide de P(E), stable pour I'intersection
(lintersection de deux parties de F reste une
partie de F). L’intersection possede un élément
neutre dans P(F), a savoir F. Cet élément neutre
est distinct de I'élément neutre de (P(E), N). Une
conseéquence est que (P(E), N) n’est pas un
groupe.

Exemple4: U :{Ze(C/|z|:1}

Montrer que(U ;X)est un sous-groupe de ((C*;X)

Solution :
1) Un nombre complexe de module 1 est non nul

etdonc U cC’
Et 1 a pour module 1 etdonc 1 € U.

Soit alors (z;;2,) eU?.
2,x2, eU?

‘le 22_1‘ = |21|X‘22_1‘ =|Zl|><|22|_l =1x1=1x1eU

Exercice 3: on considére 'ensemble des
matrices suivante :

Ina O
E=/M, = laeR™

Monter que E est un sous-groupe de (MZ(R);+)

_ Ine O 10
Solution : 1)ona M, = = =1,
0 Ine 01

Prof/ATMANI NAJIB

Donc: I,eE donc: E= Y
2)soit M, €cE et M, €E

M,-M, €E? :
Ina O Inb O
M, -M, = -
0 Ina 0 Inb

a
M oM. - Ina—Inb 0 ~ InE 0
a b 0 Ina—Inb)

:Ma/b
0 InE
b

Et puisque acR"et be R™ alors a/beR™
Donc: M,-M,=M,, €E
Donc : E est un sous-groupe de (MZ(R);+)

Exercice 4 :soit (G;-) un groupe noté

multiplicativement et soit aeG

On pose : C, ={xeG/ax=xa}
(centralisateur de a)

Et: Z(G)={xeG/VyeG:xy=yx}

(centre de G)

Montrer que C, et Z(G)sont des sous-groupes
de (G;-)

Solution : 1) Montrons que C, estun sous-
groupe de (G;-) ?

Soit e I'élément neutre du groupe (G;-)
a)ona:ae=ea=a donceeC,donc: C,=J
b)soient les éléments (x;y)eC,’

montrons que : xy " eC, cad montrons que :

a(xy)=(xy")a 27

I~
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ax =xa(1)

Ona (x;y)eC,” donc:
0sy) {ay=ya<2>

O R, g

(2)<:>(ay)71=(ya)71<:>y at=a'ly

— y—la—l

=a 'y’ et ax=xa(l)

S axy'a'=xaa'y'=axya‘=xey"

S axya'=xy'=axy'ata=xy'a

—axy 'e=xy ‘a=axy ' =xy ‘adonc xy " eC,
Donc : C, estun sous-groupe de (G;-)

2) Montrons que Z(G) estun sous-groupe
de (G;) ?

a)ona: VyeG:ey=ye donc ecZ(G)
donc: Z(G)=Q

b)soient les éléments (a;b)eZ (G)2
montrons que : ab™ € Z(G) cad montrons que :
(ab)y=y(ab™") vyeG??

ay = ya(1)
by = yb(2)
De la méme facon que précédemment on trouve

(ab™)y=y(ab™) vyeG donc ab™eZ(G)

Ona (ab)ez(G)* donc: {

Donc : Z(G) estun sous-groupe de (G;-)

Théoréme : Si H et K sont des sous-groupes de
(G, *), H N K est un sous-groupe de (G, ). Ainsi,
une intersection de sous-groupes est un sous-
groupe.

Démonstration. (On utilise la caractérisation (I1)
ci-dessus). Soient H et K deux sous-groupes.
D’aprés ce qui préceéde, H etK contiennent
'élément neutre e de G etdonce € H N K.
D’autre part, biensirH N K c G.

Soient alors x et y deux éléments de H N K.

Prof/ATMANI NAJIB

(X y) € (HNKPZ= ((x,y) € H?

et(x,y) EK?) = (x*xy eHetxx*y €K)

=>x*xy eHNK,

Ceci montre que H N K est un sous-groupe de
(G, %).

Théoréme : soit f un homomorphisme du groupe
(G, *)Dans un groupe(F ; T)

L’image du groupe (G, *) par ’lhomomorphisme f
C’est le groupe(f(G) ; T)

Démonstration : on a déja montré que f(G)

Est une partie stable (F ; T) et donc :

* est associative dans : (G, %) donc :

* est associative dans : (f(G) , T) soit e I'élément

neutre de (G, *) donc : f(e)est I'élément neutre
de (f(G), T) etsi X' est le symétriqgue de X dans
(G, =) alors f(x') estle symétrique de f ()
Dans (f(G) ; T)

Donc : (f(G) ; T) est un groupe

Remarque :

Si f un homomorphisme surjectif alors f(G) =F
Dans ce cas L’'image du groupe (G, ) par
I’lhomomorphisme f c’est le groupe (F; T)
1)Exemples :

Les applications suivantes :

g:(R™x)>(Ri+)  f :(Z;+)—>(R*+;x)

X Inx r—2'

h:(C;x) > (C;x)

I—>7

1:(R;+) —>(]R**;x)

Sont des homomorphismes de groupes
Exercice 5 :On munit R de la loi de composition
interne définie par :

Xy =Xy2+1+yVx2+1;V(xy) e R?

1)soit 'application :

f:R — R définie par : f (x)=

2

Montrer que f est un isomorphisme de (R;+)

vers (R;)

100
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2) En déduire la structure de (R;*)

Solution :1) a) f est une fonction continue et

e +e”
= >0

dérivable sur R et f'(x)

Donc f est strictement croissante sur R
Par suite f est une fonction bijectif de R
Dans f(R)=R

b) soient X;y € IR

ex+y _ e_(x+y)

f(x+y)= 5

f(x)=f(y)="F(x)Jf(y)2+1+f(y)f(x)2+1

Eton a:

f(y)+1-1+ ey —e 2_e2y+2+e‘2y_ e 4o Y
2 4 2

_elte”

Donc : /f(y)2+1= de mémeon a:

e*4+e"
Donc :

f(x)2+1=

e

eXer — e_(X+Y)

(%1 (y)=

Finalement: f(x+y)=f(x)*f(y)

Donc : f est un homorphisme bijectif de (R;+)
vers (R;*)donc un isomorphisme

2)puisque : f est un isomorphisme de (R;+)vers
(R;*) et (R;+) est un groupe commutatif

Alors : (R;*) est un groupe commutatif

Prof/ATMANI NAJIB

Il) Anneaux

1)Distributivité d’une loi sur une autre
Définition : Soient E un ensemble non vide

* et T deux lois de composition internes sur E.
T est distributive sur « © V(X y, z) € E®
XT(y*2z)=(xTy)*(XT2)

Et(y*x2) TXxX=(TXx)*(zTX).

Remarque : Si on sait que T est commutative,
une et une seule des deux égalités ci-dessus
suffit.

Exemples :1) Dans C, la multiplication est
distributive sur I'addition

V(xy;2)eC® 1 xx(y+2)=xXxy+Xxxz

2)Dans P(E), l'intersection est distributive sur la
réunion et la réunion est distributive sur

lintersection : V(A;B;C)e P(E)3 ;
An(BUC)=(AnB)U(ANC) etAu(BNC)=(AUB)n(AUC)

3)Dans (F(R;R);O)o est distributive a droite

sur +, mais pas a gauche ((g+h)-f = gof+hef, mais
en général, fo(g+h) 6= feg+foh.

1) dans M, (R)et M,(RR) la multiplication est
distributive sur I'addition mais I'addition
V(A;B;C)eM,(R) :

Ax(B+C):(A>< B)+(A><C)

(A+ B)xC :(AxC)+(B><C)

4)dans N ; Z ; Q ;R ;C l'addition n’est pas
distributive sur la multiplication :

1+(5x3) #(1+5)x(1+3)

5)on muni N de la loi

5)on muniN d’une loi de composition interne *
définit par : a*b=a" si a=0 et a=0;

Et ax0=1
Etudions la distributivité de la loi = par rapport a la
multiplication ?7?

1©
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a)ax(bxc)=a"
(axb)x(a*c)=a’xa®=a""*

a*(bxc)=(a*b)x(a*c) donclaloi *n'estpas
distributive a gauche sur la multiplication

b)(bxc)*a:(bc)a
(b*a)x(c*a)=b*xc* =(bc)’
Donc :(bxc)*a=(b*a)x(c*a) donclaloi *est

distributive a droite sur la multiplication
Finalement : la loi * n'est pas distributive sur la
multiplication

2) Anneaux

Définition : Soit A un ensemble non vide ayant
au moins deux éléments muni de deux lois de
composition interne (notées = et T).

(A, *, T) estun anneau <

1) (A, =) est un groupe commutatif

2) T est associative

3) T est distributive sur

L’anneau est commutatif si et seulement si T est
commutative si de plus T admet un élément
neutre on dira qu’il est unitaire

Notation additif et multiplicatif :

On note en général la premiere loi + et la
deuxieme loi x

On aura alors I'anneau (A, +, x)

On note 0 I'élément neutre pour la loi + et on
I'appelle I'élément nul de I'anneau A

Si la loi x admet un élément neutre on le notel
et on l'appelle I'élément unitaire de I'anneau A
Donc les conditions (axiomes)pour un anneau

(A, +, i)deviennent :

1) V(xy;z)e A x+(y+z)=(x+y)+2

2) V(xy)e A1 X+y=y+X
3) A VxeA:
4) Vxe A 3-xeA: x+(-x)=0

X+0=X

Prof/ATMANI NAJIB

5) V(X y;2)e A’ 1 xx(yxz)=(xxy)xz
6) V(X y;z)e A’ 1 xx(y+z)=xxy+xxz et

(X+Y)xZ=XxZ+Yyx2Z

3)Exemples anneaux :

1) (Zi+;x) 5 (@+x); (Ri+x); (C+%)
Sont des anneaux commutatifs unitaires
(1 élement unitaire)

2) (N;+;><) n'est pas un anneau (car (N, +) n'est

pas un groupe)
3)L’anneau des polyn“*omes de degré inferieur a n

(R, [X];+x) Est un anneau commutatif unitaire
4) (M, (R);+:%) 5 (M;(R);+;x) Sont des anneaux

non commutatifs mais unitaires
(Is matrice unitaires sont resp:

100

10
'2:(0 Jetl3:0 10
001

5) (F(R;R);+;) n'est pas un anneau car la loi
n’est distributive sur I'addition

Eneffet: f:x—>x etg:x—>1 et h:x—>\/m
On montre que :

[he(F+9)](x)#(he F)(x)+(hog)(x)

6) (F(R; R);+;x) est unanneau commutatif unitaire

(U : x —>1lélement unitaire)

7) (P(E);A;n) est unanneau commutatif unitaire

(E I'élement unitaire)
8) (P(E);A;u) n'est pas un anneau car la loi U

n’est distributive sur A

4)Calculs dans un anneau

Théoréme : Soit (A, +, *) un anneau. On note Oa
I’élément neutre de A pour +.
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VX € A, X * 0a = 0a * X = Oa (I'élément neutre
pour I'addition est toujours absorbant pour la
multiplication).

Démonstration :

Soit x € A. Oa * X = (0a + 0a) * X = 0a * X + Oa * X
car * est distributive sur +. Maintenant, (A, +) est
un groupe et dans un groupe, tout €élément est
régulier.

Donc, Oa* X+ 0a * X =0a * X =0a * X + 0a

entraine Oa * X = 0a. de méme, X * 0a = 0a.

Théoréme : Soit (A, +, *) un anneau.

V(a, b) € A2

(-a)*b=ax(-b)=-(aDh)

Démonstration : Soit (a, b) € A2
axb+(-a)xb=(@+(-a))*b=0a*b=0a
etdonc (-a) xb =-a = b.

De méme,axb+a=x(-b)=a=x*(b+ (-b))
=ax*0a=0aetdonca x (-b)=-a x b.
Remarques : Dans un anneau (ayant au moins
deux éléments) on montre aisément

que :0,#1,et que 0, n'a pas de symétrique (pour

la 2iém loi). Si tous les autres éléments de A
sont Inversibles, on montrera que I'ensemble des

éléments non nuls A*= A- {0,}

Forme un groupe (pour la loi 2iém loi)
Théoréme : Soit (A, +, X) un anneau.

On note A" I'ensemble des éléments de A qui
sont inversibles c’est-a-dire 'ensemble des
éléments de A symétrisables pour x

(A", x) est un groupe.

Démonstration : 1, est un élément de A"

car 1, estinversible pour x, d'inverse lui-méme.

Donc: A" 2Q

* Si x et y sont deux éléments de A"

on sait que x x y est dans A'et que :

(xxy) "=y xx

Donc, x induit une loi de composition interne sur
A" que 'on note encore x.
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x est associative dans A et donc x est
associative dans A"

1, e A"etpourtoutxde A", 1, xx=xx1, =X
Donc, x possede un élément neutre 1, dans A"

Soit x € A". On sait que x™' € A" et que

(x"")™'= x. Dongc, tout élément de A*admet un
symétrique pour x dans A’

Donc : (A", x) est un groupe

4) Diviseurs de zéro - Anneau intégre

4-1) Diviseurs de zéro

Exemple : Considérons les deux
matrices carrées d'ordre 2 suivantes :

#-lo o (5 2]

Aucune de ces deux matrices n'est la matrice
nulle, et pourtant leur produit vérifie :

MNOO
w A=
0 Q

On dit que les matrices M et N sont des diviseurs
de zéro.

Plus généralement, on a les définitions
suivantes :

Définition 1: Soit (A;*T) un anneau et e
I’élément neutre pour *
Un élément a=e de A est appelé un diviseur de

zéro s'il existe un autre élément b = ede A tel
que aTb=e et bTa=e

Définition 2 : 'anneau(A;*T) est dit integre
S’il ne posséde pas de diviseurs de zéros
Définition 3 : 'anneau(A;+;x) est intégre
Ssi: axb=0=a=0o0u b=0

Exemples :

o (Z;+;x) estun anneau intégre : le produit de

deux entiers relatifs est nul si et seulement si
l'un de ces deux entiers est nul.
e L’exemple précédent montre que

(M, (R);+;x)n'est pas un anneau intégre.
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De méme pour (M, (R);+;x)

. (F(R;R);+;x) est unanneau commutatif unitaire

Non integre en effet :

L;xz 0;x>0
fix—9x2+1 et gix—< |

. xX*;x=<0

0;x=<0

Ona: f#60 et g=0 avec 0:x—0 I'élément
neutre de (F(R;R);+)

Onmontre que : fxg=6

o (Z/6Z;+;x)n'est pas un anneau intégre.
Car: 2=0et 30 mais 2x3=6=0

3 est un diviseur de zéro et 2 aussi

o (Z/5Z;+;x)est un anneau intégre.

Tableau de : (%Z ; ><)

Ol|OoOl|oOl|ol|ol|Ool
Wi NN Ol N

NI I FPHwlol|w
RN Wi ol >

Mllwi|[NI| POl

MW NI FHOI| X

proposition : soit (A;*T) un anneau unitaire
si ae A admet un symétrique pour T alors a
n’est pas un diviseur de zéro dans (A;*;T)
Preuve : Soit el'’élément neutre pour * et Soit
f I'élément neutre pour T et a'le symétrique

De a
Supposons qu’il existe be A tel que : aTb=e et
bTa=e

aTb=e < a'T(aTh)=a'Te< (a'Ta)Th=e

< fTh=e<b=¢e

Prof/ATMANI NAJIB

Exercice 6 : on considére 'ensemble suivant :

E :{a+b\/§/(a;b)e(@2}
1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif
2) Monter que E est une partie stable de (@;X)

3) Monter que (E;+;x) est un anneau commutatif
unitaire

Solution : 1) Montrons que(E;+) est un un sous-
groupe de (Q;+) ?

Ona EcQ etona1:1+0J§ donc: leE
donc: E+xU

soit xeE et ye E montrons x—yeE?
XEEC)El(a;b)G@Z/X=8.+b\/§
yeEo3(c;d)eQ?/x=c+d3
x—y=(a+bJ§)—(c+dJ§)=(a—c)+(b—d)\/§
Ona (a;b;c;d)eQ* donc: a-ceQetb-deQ
Donc:x—y:a”+b”\/§ par suite : x—yeE
Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (Q;+)

donc (E;+) est un un groupe

2) ) Montons que E est une partie stable

de (Q;x) ?

soit xeE et ye E montrons xxyeE?
x—y:(a+b\/§)x(c+d«/§):(ac+3bd)+(ad+bc)\/§
puisque (a;b;c;d)eQ* alors : ac+3bd e Qet
ad+bce@ donc: xxyeE

; E:{a+b\/§/(a;b)e(@z}

Donc : E est une partie stable de (@;X)
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3) on a (Q;+x) est un anneau commutatif

Donc La multiplication est commutative et
distributive par rapport a I'addition dans E

Par suite (E;+x) un anneau commutatif

Et 1=1+OJ§ donc: leE et 1 estI'élément

neutre de la multiplication dans (Q;x)

Donc : 1 est I'élément neutre de la multiplication
dansE

Conclusion : (E;+;x) est un anneau commutatif
unitaire

Exercice 7: Soit (A;+x)un anneau.

Telque: X’ =x VxeA ((A+x)s'appelle

anneau
De Boole)

1) calculer (x+ x)2

2)en déduire que : X+x=0,(0, est I'élément
neutre de (A+))

3)soient: xe Aet ye A

a) calculer(x+ y)2 en fonction de Xet Yy

b) en déduire que (A;+;x)est commutatif

c) en déduire : xy(x+Yy)

4)on suppose que : X=0,et y=0, et y#X

a) montrer que : a)X+y#0, b)X+y=zYy

5)déterminer le tableau de la somme pour les
éléments: 0, ; X ; Y ; X+y
Solution : 1)soit xe Aona:

(x4 %)" = (X X) (X+X) = XX+ XK+ XX+ XX
(X+X)" = X2+ X2+ X2+ X2= X+ X+ X+X car X’ =X
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Donc : (X+X)* = X+X+X+X

2)a)soient: xe Aet yeA

(x+y)2 (X+Y)(X+Y)=XX+Xy + yX+ Yy
(x+y) = X2+ xy+yx+y?

(x+y)2:x+xy+yx+y car X>=Xx VxeA

b)on a: (x+y)2 =X+Xy+yX+yet (x+ y)2 =X+Y
donc: X+Xy+yx+y=X+y

donc : xy+yx=0, et puisque xy+xy=0,
Alors : Xy + yx=Xxy+Xxy donc yx = xy

Donc : (A;+;x)est commutatif

c) déduction de :xy(x+Y)

soient: XeAet yeA

XY (X4 Y) = XyX+Xy2 = XXy + Xy2 = XY + Xy2 = Xy + Xy
et puisque xy +xy =0, alors: Xy(x+y):0A

4) on suppose que : X#0,et y#0, et y#X

a) on suppose que X+Yy=0, et puisquex+x=0,
Alors : X+y=X+X cad Yy =X contradiction
Donc : x+Yy=#0,

b) on suppose que X+y=Y donc: x=0,
Contradiction donc X+y=#Yy

5 ona: x+x=0, et x+0,=0,+x=X

+ 0, X y X+y
0, 0, X y X+y
X X 0, Xty |y
y y X+y |0, X
Xty | X+y |y X 0,
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lll) corps

1)Définition : Soit (K, +, X) un anneau.

(K, +, x) est un corps si et seulement si tout
élément non nul de K admet un inverse (pour x)
dans K.et le corps est commutatif si et seulement
Si * est commutative.

Exemples :1)(Q;+x); (R;+;x); (C;+;x)sont des
corps commutatifs.

2)(Z;+;x) Est un anneau commutatif qui n’est

pas un corps car par exemple, le nombre 2 n’est
Pas inversible dans Z.

3) (M, (IR);+;x) nest pas un corps car par
11 . .
exemple : A:(l J n’est pas inversible

4) (Z/6Z;+;x) n'est pas un corps car par

exemple 3 n’est pas inversible

2)Notation additif et multiplicatif d’un corps :
On note en général la premiére loi + et la
deuxieme loi x

On aura alors le corps (K, +, x)

On note 0 I'élément neutre pour la loi + et on
'appelle I'élément nul du corps K

I'élément neutre pour la loi x on le notel

et on I'appelle I'élément unitaire corps K

Donc les conditions (axiomes)pour un corps
(K, +, x)_deviennent :

1) V(xy;2)eK® 1 x+(y+2)=(x+y)+z

2) V(xy)eK?: X+y=y+xX
3) eK vxeK : x+0=x

4) VxeK 3-xeK : x+(-x)=0
5) V(xy;2)eK® : xx(yxz)=(xxy)xz

6) e K ¥YxeK : xxl=xx1=X

7) VxeK—{0} IxteK-{0} : xxx'=x"xx=1

8) V(xy;z)eK®: xx(y+z)=xxy+xxz et
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(X+Y)xZ=XxZ+Yyx2Z

Théoréme : Dans un corps, un produit de
facteurs est nul si et seulement si 'un de ces
facteurs est nuls :

V(xy)eK®: xxy=0&x=0ou y=0

Donc un un corps ne contient pas de diviseur de
Zéro

Démonstration. Soit (K, +, x) : on note 0

(resp. 1) I'élément neutre pour + (resp. x).

Soit (a, b) € K?tel que :a x b =0.

Sia #0, a admet un inverse pour x noté a™’

On peut écrire;axb=0=

a'xaxb=a'x0

=1xb=0=>b=0.

Exercice : soit (K, +, x) un corps finit :

K ={0;€;X;Xy;..; X} ; MeN’

Avec : O (resp. e) I'élément neutre

pour +(resp. x).

1)montrer que : —e et e sont les seuls élément
de K qui sont égaux a leurs symeétriques pour la
loi x

2)montrer que le produit de tous les éléments de
K est égal a —e

3)on considérant le corps (Z/nZ;+;x) avec n

premier montrer que : (n—1)!+1=0[n]
Solution :1)

vxe K -{0} X=Xt XxX=X"xx< X =e

ox-e=0ox -’ =0 (x—e)(x+e)=0

< Xx=—e ou x=e car (K, +, X) un corps
2)puisque : —e et e sont les seuls élément de K
qui sont égaux a leurs symétriques pour la loi x

Alors : K—{0} ={-e;e;a;8, a8, 54,0, '}
Donc: —exexa, xa ' xa,xa, .xa,xa, "=

=—exexexe..xe=—e

D’apres les questions précédentes on a :
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donc: (n—-1)!+1=0[n]
Théoréme : Dans un corps, tout élément de

K —{0} est régulier pour la loi x :
V(xy)eK® et VaeK-{0}

ax=ay=>X=Yy et xa=ya=>x=Yy

Exercice8: on considére 'ensemble des matrices
suivante :

E= {M(a;b) =(Z _zbJ/(a;b) = RZ}

1)Monter que (E;+) est un groupe commutatif

2)Monter que E est une partie stable de
(Mz(R);X)

3)soit f l'application qui associe a chaque
matrice M,,,, de E—{0,} le nombre complexe :
a+ibyv2de C’

a) Monter que f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans ((C*;x)

b)en déduire la structure de (E—-{0,}, x)

4) Monter que (E;+;x)est un corps

Solution : 1)ona: M, =0,€E donc: E# Y
Etona Ec(M,(R);x)

soit M(a;b) e€E et M(C;d) ek

Donc - M (a -2b M (¢ -2
onc: Maw =, et My = 4 c
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-2b -2d -¢ -2(b-
M(a‘b)_M(C'd): a (c _[a-c 2(b—-d)
' ' b a d ¢ b-d a-c

Donc: M M M

(asb) (cid) = (a—c;b—d)

Et puisque : (a;b;c;d)e R alors : a—ceRet
b—deR donc: M

M ==

(ab) "V (cid)
Donc :(E;+) est un un sous-groupe de (M,(R);+)

donc (E;+) est un groupe commutatif

a -2b) (c -2d
2) M(a;b)XM(c;d):b a ld ¢ 7

-2 -2
M(a'b) ) M(C'd) _[ac bd -2(ad +bc)
' ! ad+bc  ac-2hd

Et puisque : (a;b;c;d)e R alors : ac—2bd e Ret

] =M (ac—2bd;ad +bc)

ad +bceR donc: M(a;b)xM eE

(cid)
E est une partie stable de (M, (R);x)

3)soient: M eEetM eE

(ab) (cia)

f (M(a;b) X M(c;d)) =f (M(ac—zbd;ad+b0))

=ac—2bd +i(ad +bc)/2
f (M) )% (M) ) = (a+iby2)(c+idv2)

—ac—2bd +i(ad +bc)v/2 = f (M

(ac—2bd ;ad +bc) )
= 1 (Mu <M

f est un morphisme de (E—{0,}, x) dans ((C*;x)
Soit x+iy e C* avec (X;y) € R?

On cherche M,  €E telque: f (M(a;b))z X+1y

(aib)

f(M(a;b)):x+iy<:>a+ib\/§:x+iy
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a=x

a=x
PN = a;b) e R?Existe et il
{b\/g:y bzi( )

N

est unique

donc: f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans (C";)

b)(E-{0,}, x) et (C*;X) sont isomorphes
et (C*;x) un groupe commutatif donc aussi

eton a(E—{0,}, x) un groupe commutatif

4)La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans M, (RR) et E est une partie stable

de (M, (R);x)donc La multiplication est

distributive par rapport a I'addition dans E
Doncona:

(E;+) estun groupe commutatif et

(E-{0,}, x) un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans E
Conclusion :

(E;+;x) est un corps

Exercice 9: Soit (K;+;x)un corps.

On note :0, I'élément neutre de (K;+) et 1
I'élément neutre de (K;x) et on suppose qu’il
existe un homomorphisme f bijectif de(K;+)
vers (K—{OK};x)

1)on suppose que 1, +1, =0,"

montrer que : f(K)={L}

2) on suppose que : 1 +1, #0, et on pose :
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a=f17(1L) et p=17(-L)
a) montrer que : a+a=f+p

b) en déduire que a=f
3) en déduire qu’il n’existe pas

d’homomorphisme f bijectif de (K;+) vers
(K={0c}ix)

Solution : 1) Jon suppose que 1, +1, =0,

soit xeK on a donc: xx(1, +1, )=xx0

donc: xx1, +xx1, =xx0,

donc: x+x=0, donc: f(x+x)="f(0,)

puisque f homomorphisme bijectif de(K;+) vers
(K={0}:xJonadonc : f(x)xf(x)=1,

done: (f(x)) =1, donc: (f(x)-L)(f(x)+1)=0,
donc: f(x)=1, ou f(x)=-1 =1, car

1 +1, =0,

donc: ¥xeK f(x)=1, donc: f(K)={L]}
2)ayona: 1 +1 #0, eta=1"(L) et f=17(-1)
a=f7 (L) f(a)= et f=17(-L )= F(f)=-1
donc : f(a+a)=(f(a)) =(L) =1

et F(B+4)=(f(B)) =(-L) =L,

donc: f(a+a)=f(B+p5)

donc: a+a=p4+p carf bijectif

bona: a+a=p+pe(a-p)+(a—B)=0,
a+a=p+pe(a-p)x(1 +1)=0,

a+ta=p+pf<a-p=0, oul, +1, =0,
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ata=p+Bf<a-f=0, car 1 +1 =0,
at+ta=p+fa=f

3) s’il existe un homomorphisme f bijectif de
(K;+) vers (K—{04};x) on alors deux cas :
lcas: 1, +1, =0,d'aprés 1)on a:

VxeK f(x)=1 < vxeK;f(x)=f(0y)
Puisque f bijectif: VxeK

X=0,

Cad K={0,} etdonc: K-{0,}=0
contradiction

2cas: 1, +1, #0, d'aprés 2) et on posons :
a=1"(L) et f=1"(-1 )ontrouve : a=p
Cad f™(-1)=f"(L)et Puisque f™ bijectif
Alors : -1, =1, cad 1, +1, =0, contradiction
Avec le fait que 1, +1, #0,

Donc : qu'il n’existe pas d’homomorphisme f

bijectif de (K;+) vers (K—{0}:x)

ExercicelO:
1) On munit de la loi de composition interne

définie par : x*y = xy +(x2-1)(y2-1); V(x;y) e R?

Montrer que * est commutative, non associative,
et que 1 est élément neutre.

2)On munit R™de la loi de* composition interne

définie par : x*y=3x*+y* V(xy)eR?

Montrer que * est commutative, associative, et
que 0 est élément neutre. Montrer que aucun
élément de n’a de symétrique pour *

.3)On munit R de la loi de composition interne *

définie par : x*y=3/x*+y® V(xy)eR?
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Montrer que I'application : x — x* est un
isomorphisme de (R;*)vers (R;+)En déduire que
(R;*) est un groupe commutatif

Solution :1) x*y = xy +(x2—1)(y2-1))

= yx+(y2-1)(x2-1)

La loi est commutative
Pour montrer que la loi n’est pas associative, il

suffit de trouver X;Y;Z € IR et tels que :
x#(y*z)#(x*y)*z

1 sera I'élément neutre il ne faut pas prendre 1
dans X; y; Z et.

Prenons, parexemple: X=0;y=2;2=3
x#(y*z)=0%(2+3)=0%(2x3+(22-1)(32-1))
=0%30 =0x30+(02—1)(302—1) = 899
(x#y)*xz=(0%2)%3=0+2+(02—-1)(22-1)*3

=—3%3=0%2+((-3)2-1)(3-1)=—9+82=55
La loi n’est pas associative
1xx=1x+(12-1)(x2—1) =X

De plus, comme la loi est commutative
X#1=1%X
On a bienx*1=1*x=X, 1 est I'élément neutre.

X#y=[X2+y2 =[y2+ X2 = y X

La loi est commutative.

N N e R N
(x*y)*z=\/m

En reprenant le calcul ci-dessus en changeant

en (x;y:z)en(y;z;x) (y*z)xx=\y2+22+x

Comme *est commutative :
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(y#z)*x=x*(y*z)Et finalement : 1)Monter que : G = J

2)Monter que : G coso —sin0 10eR
G = €
(xxy)rz=x*(y*2) g sin@ cosé
La loi est associative. 3)Monter que G est une partie stable de
Remarque : On aurait pu calculer directement
) i (M, (R);x)
x*(y*z)

4) est ce que G est une partie stable de
0*x=+02+x2=|x| car x>0 (Mz(R)i+) 2

Comme *est commutative : 0*X=X*0=X

cos® —sind
5)on pose : M (6)= SN0 cosO

0 est I'élément neutre.

Supposons X qu’admette un symétrique Y calculer M" (6?) vne N’

x*xy=0cX2+y2 =X < x2+y?=0< x+y=0 ou: M"(8)=M(0)xM(8)x..xM (8)

nfois

Orx>0 et y>0 donc: x*y=0est impossible,

: fo 6) soit f 'application de R dansG tel que :
pour tout x>0 X n’a pas de symetrique.

3) On pose p(x)=x* ET p(x)>0 pour tout f(8)=M(6)

x=0etestnulen 0, pestune fonction a) Monter que f est un morphisme surjectif de
strictement croissante R de sur R, pest une (R;+) dans(G;x)

bijection de Rsur R. Il reste & montrer qu’il b)en déduire la structure de (G;x)

s’agit d’'un morphisme.

p(x* y):(x* y)3 2(3’X3+y3)3 =X3+y3 Z,O(X)-i'p(Y) 7) soit 'ensemble : U :{Z EC/‘Z‘I:I.}

. I PN 12
p est un morphisme de( R;*) dans ( R ;+)et a) Monter que : U = {e /10 < R}

donc un isomorphisme de( R;*) dans ( R ;+) b)Monter que (U;X)est un groupe commutatif

(puisque p est bijective). 10
Solution : L)ona: M, =[0 1]: l, et 07 +1* =1
ptest un isomorphisme de( R ;+) dans( R ;*)

_ donc: Gz U
donc un morphisme, ( R ;+) est un groupe 2)
commutatif
et I'image d'un groupe commutatif par un M eG < 3(ab)eR?/M = [a _b]etaz b2 =1
morphisme de groupe est un groupe. a

( R;=)est un groupe.
Exercice11 : on considére 'ensemble des
matrices suivante :

a -b
G_{M(a;b)_(b j/a2+b2_1et(a;b)eRz}

a

d0eR/a=cosfet b=sing

cosd -sind
Donc: MeGe30eR/M =

sin@ cosé@

Prof/ATMANI NAJIB 18
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cosg -—sin@
G=<| . [10eR
sing cos®
_ cosg, -sing, cosd, -—sing,
3)soit: M, =| . M,=| .
sing, coso, sin@, cosd,

Deux éléments de G
cosg, —sing, \( cosé,

M, xM, =| . )
sing, cosd, )\ sind,
cos#, cosé, —sin g, sin b,
sin g, cos @, +cos b, sin 6,

—siné,
cos o,
—C€0sd;sind, —sin g, cos b,
—sin g, sin g, —cos &, cos b,

M. XM, :[003(6“92) —sin(6?1+92)]

sin(6,+6,) cos(6,+6,)
Donc: M;xM, €G

Donc G est une partie stable de (M2 (R);X)

10 -1 0
4)on a ; =1,et =—1,
01 0 -1

Deux éléments de G
Et puisque : 10+—1 O—OOeG
PUSAU® -1 11"l o -1)7 1o o

Car 0°+0°=0=1

Donc G n’est pas une partie stable de (M2 (R);+)
cosd -—sind
cosd

5)on pose : M (9):(8"19

Calculons : M"(8)

cos 26

M?(0)=M (0)xM (H)Z(Sm 20 —Si”%’]

cos 24

Montrons que :

cosnd -—sinn@
M“(0)=(_ j:M(nH)
sinngd cosnd
par récurrence sur N°
cosd -—sin@
- MY(09) = =M (10
ajon a (9) (sin@ cosH] (19)
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|

la ppté est vraie pour n=1
b)on suppose que :

Mn(e){ —sin ”9]

cosnéd
C) montrons que :

" cos(n+1)@ —sin(n+1)8 R
M (a)z[sin(nﬂ)ne cos(n+1)0J:M((n+l)9)'

cosnd -sinnd\(cosd -sind
cosnd J\sind cosd
_[cos(n€+9) —sin(nd+0)

sinné
sin(ng+6)  cos(nd+0) ]: M((n+2)6)

cosnd

=M (n@
sinn@ (n )

M™(6)=M (0)M" (0) =

Donc: VneN" M"(8)=M (no)

6)a)Soit (6,;6,) e R?

Ona: f(6+6,)=M(6,+6,)=M(6)xM(6,)
donc: f(6,+6,)="1(6)xf(6,)

donc: f estun morphisme de(R;+) dans(G;x)
etona: YMeG 30eR/ f(0)=M(0)

donc f estun morphisme surjectif de(R;+) dans
(Gix)

6)b)puisque f est un morphisme surjectif de
(R;+) dans(G;x) ona f(G)=Reton a aussi
(R;+)est un groupe commutatif alors aussi
(G;x) est un groupe commutatif

7) a)Montrons que : U = {em /0 e R} ?
Soit zeC alors z=a+ib avec (a;b) e R?
zeU < |z|=1<|a+ib|=1

zeU < a®+b?

< JO0eR/a=cosOet b=sin@ et z=a+ib
19

Talamid.ma: gdgall 6jLj1 pd cilalall o 23jall



https://talamid.ma
https://talamid.ma

Talamid.ma: gigo (Jo alrani aj calall l3s

zeU & 3JOcR:z=cos@+isinO =e”
Donc: U ={ei6'/6'eR}

b)Montrons que (U;x)est un sous-groupe de
e

onaUcCetU =IFcarleU

Soient z, €U et z, eU montrons que

Z, % Z’l2 eU?

z,eU <36, eR:z =e*

z,eU <36, cR:z, =e*

Ona: z,x Z—lz _ gl X(eazi )—1 _ el g0 _glt0)i
Avec 6, -60,eR donc: z,xz %, eU

Donc : (U;x) est un un sous-groupe de (C*;X)

Et puisque ((C*;X) est commutatif

Alors : (U;x) est un groupe commutatif

a -2b) (¢ -2d
2) M(a;b)XM(C;d): b a X d c =

-2 -2
M(a'b) ) M(C'd) _[ac bd -2(ad +bc)
' ! ad+bc  ac-2hd

Et puisque : (a;b;c;d)eR4 alors : ac—2bd eRet

j = M(ac—zbd;ad+bc)

ad +bceR donc: I\/I(a;b)xM eE

(cid)
E est une partie stable de (M, (R);x)

3)soient : M eEet M eE

(ab) (cia)

f (M(a;b) X M(c;d)) =f (M(ac—zbd;ad+bc))

=ac—2bd +i(ad +bc)/2

(M) )% (M) ) = (a+ibyv2)(c+idv2)
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—ac—2bd +i(ad +bc)v/2 = f (M

(ac—2bd ;ad +bc) )
= 1 (Ma M)

f est un morphisme de (E—{0,}, x) dans ((C*;x)
Soit x+iy e C* avec (X;y) € R?

On cherche M, €E telque: f (M(a;b))z X+1y

(aib)
f (M(a;b)):x+iy<:>a+ib\/§:x+iy

a=x
a=x
Q{b\/ﬁ S (a;b) e R?Existe et il
=y _\/E

est unique

donc: f est un morphisme bijectif de
(E-{0,}, x) dans (C";x|

b)(E-{0,}, x) et (C*;X) sont isomorphes

et (C*;X) un groupe commutatif donc aussi
eton a(E—{0,}, x) un groupe commutatif
4)La multiplication est distributive par rapport a

I'addition dans M, (RR) et E est une partie stable

de (M, (R);x)donc La multiplication est

distributive par rapport a 'addition dans E
Doncona:

(E;+) estun groupe commutatif et

(E—-{0,}, x) un groupe commutatif

La multiplication est distributive par rapport a
I'addition dans E

Conclusion : (E;+;x)est un corps
Exercice 12: Soit (A;+;x)un anneau.

Et 1, est I'élément neutre de (Ax)

soient: ac A et be A tels que :
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a)ab+ba=1,

b)azb+baz=a

1)montrer que : a2b =ba2
2)montrer que : aba+aba=a
3)en déduire que : ab =ba
Solution : 1)ona: a2b+baz2=a

donc:a2b+ba?2=al,

donc :a?b+ba?=a(ab+ba)
donc : a2b +ba? = a2b +aba
donc :ba? =aba(1)

etona: a’b+bat=a=1,a

donc : a’b+ba?=(ab+ba)a

donc : a2b+baz = aba+ba?

donc : ab =aba(2)

de (1)et (2) en déduit que : a2b =ba?

2)d’aprés ce qui précéde on a :

baz =abaet azb =aba

Donc : aba+aba=a%b-+ba? etd’aprés b)ona
aba+aba=a

3)ona: (ab)(ab)=abab =(aba)b=(ba?)b

(ba)(ba) =baba =b(aba)=b(a%b)
(Car: aba=a%)
Etona: (ab)(ab)=(1, —ba)(1, —ba)

(ab)(ab)=1, —ba—ba+(ba)(ba)
Donc : ba%b =1, —ba—ba+bazb
Car: (ab)(ab)=(ba)(ba)=ba%

Donc : ba+ba=1, et puisque : ba+ab=1,
Alors : ab =ba

Exercice13: Soit (K;+;x)un corps.

On note : 1, I'élément neutre de (K;x)
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Soient x et y deux éléments de K —{0, }

Qui vérifient les conditions suivantes :
a)x+y=1, by x'+y'=1
avec : x ' le symétrique de x pour la loi x
1)montrer que : Xy = yxX =—1,.
2)montrer que : X* +y* =7.1,

Avec: (.1, =1,+1 +...+1,

7 fois

Solution : 1) Soient X et y deux éléments de
K-{0.} ona: Xy = x(x_l + y‘l) y

Xy =XX'Y+Xy 'y=y+Xx=—1,

Donc: Xy = yx =—1,

2)ona:l, =(x+ y)2 = X2 + Xy + yX+ y?
1, =x° —1 —1 +y?

Donc: X* +y® =3.1,

Donc: 9.1, =(x*+y’ )2

Donc: 9.1, = X* +x°y® + y°x® +y*
Donc: 9.1, =x*+1, +1, +y*

Donc: x* +y* =7.1,

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron »
Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant réguliérement aux calculs et

exercices Que 'on devient un mathématicien
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