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Les fonctions logarithmiques

4 | Le logarithme népérien )

Définition :
1
Le logarithme népérien est la primitive de la fonction x — — sur l'intervalle |0, 400 et qui s’annule en 1.
x
On la note In.
Conséquences :
* Le domaine de définition de In est ]0, +ool.
* In(1) = 0.
1
* In est une fonction dérivable sur |0, +o00| et on a : (Vx €]0, +oo[) : In'(z) = =
x
* In est strictement croissante sur |0, +00.
* Pour tous a et b de ]0, +o0] : a <b<=1In(a) < In(b) In(a) =In(b) < a =b.
xIn(z) =0 2=1 In(z) >0z >1 In(z) <0 0<x<l.
Une proprieté fondamentale :
Pour tous a et b de |0, 4+o0] : In(ab) = In(a) + In(b).
Proposition :
Pour tous a et b de ]0,4+o00[ et 7 de Q on a :
1
x In(=) = — In(a) X ln(%) — In(a) — In(b)
a
1
* In(va) = 5 In(a) * In(a") = rln(a)
Proposition :
1
* lim In(z) =400 * lim In(z) = —o0 * lim n() =1
r—400 r—0t z—1 1 —
In(1 1
* lim In(1 +2) =1 * lim n(z) =0 * lim x.Iln(z) =0
z—0 €T T——+00 €T z—0t
1
* lim n(x) =0 * lim z".In(z) =0 (Vn € N7)
r—+oc g x—0+
Proposition :
L’équation In(z) = 1 admet une unique solution noté e telle que e = 2, 718....
T.vet (Cy) :
x 0 +0o0
1
- +
x
400
In /
N o J
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4 . La dérivée logarithmique d'une fonction )

Définition :
Soit u une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle /.
u'(x)
u(x)

La fonction z — s’appelle La dérivée logarithmique de u sur [.

Proposition :
Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I telle qu’elle ne s’annule jamais sur /, alors la fonction

fx = In(Ju(x)|) est dérivable sur I et sa dérivée est La dérivée logarithmique de w.

cad Vzel) : fl(a)= Z/g))

Proposition :

Soit u une fonction dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle /.
u'(x)
u(z)

Lkes fonctions primitives de la fonction z —

sur I sont les fonctions x — In(ju(x)|) + C avec C 65

4 1] Le logerithme & base a (> Oeta 1)

Définition :
Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

Le logarithme & base a est la fonction noté log, et définie sur |0, +o00[ par : log,(z) =

In(a)
Si @ = 10 on note log;, = log.
Conséquences :
1

log,(a) =1 log,(e) = n(a) log,(1) =0 log, = In
Proposition :

Soient z,y €]0,4+o00[ et a € R} \ {1}. On a :

1
log,(zy) = log,(z) +log,(y) ; log, o log, (y)
o8, (1) =lora(a) ~Tora() 1ot (07) = o, o) (v € ©
Proposition :
Pour tout a € R \ {1}, la fonction log, est dérivable sur |0, 4-o00[ et on a :
(Vo €10, +oo]) : logy(e) = —
z €]0,400[) : log,(z = TTn(a)
O0<ax<l1 a>1
x 0 +00 x 0 +00
log], - log!, +
log, oo — log, e

\ —00 —00 J
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