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e La durée de I’épreuve est de 4 heures

e [’épreuve comporte cing exercices indépendants deux a deux.

e Lesexercices peuvent Etre traités selon I’ordre choisi par le
candidat

Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques
Le deuxiéme exercice se rapporte aux nombres complexes
Le troisieme exercice se rapporte a I’arithmétique

Le quatriéme exercice se rapporte a I’analyse
Le cinquiéme exercice se rapporte a ’analyse

L’USAGE DES CALCULATRICES NON PROGRAMMABLES EST AUTORISE

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis
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Premier exercice : (3.5 points) Les deux parties | etll sontindépendantes
2
I-Pour tout a et b de I'intervalle | :[1, +oo[on pose: alb= (\/g+ \/5—1)
0.5 1) Montrer que L est une loi de composition interne dans |
0.5 2) Montrer que la loi L est commutative et associative.
0.25 | 3) Montrer que (I,1) admet un élément neutre.
I1-On rappelle que (M, (U),+,x) est un anneau unitaire.
2(x-1 .
On considere I'ensemble E :{M(x):(; (Xl )j/XED }
0.5 1) Montrer que E est une partie stable de (M,(J),x)
. 0"—>E
2) On considére I'application ¢
X+ M (x)
0.5 a— Montrer que ¢ est unisomorphisme de (0 *,x) vers (E,x).
0.5 b — En déduire la structure de (E,x) .
0_75 2n 2n+1 _ 2
c- Montrer que I'ensemble H = 0 1 /nel] ;estunsous groupe de (E,x)
Deuxiéme exercice :( 3.5points) les parties | et Il sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u, V)
H \ ] Y4 . 2 2. 5 -
I- On considére dans 'ensemble 0 I'équation: (E) z —4(1+§|]z+§+4| =0
0.5 1) a-Vérifier que z, :1+%i est une solution de I'équation (E)
0.25 | b- Montrer que la deuxieme solution de I'’équation (E) est z,=3z
2) Soit & un argument du nombre complexe z
0.5

Ecrire en fonction de @ la forme trigonométrique du nombre complexe g+4i

II- On considére trois points distincts deux a deux A, B et Q , d’affixes respectifs les
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nombres complexes a, b et o
Soit r la rotation de centre Q et d’angle % .Onpose P=r(A) et B=r(Q)
et soient p et qles affixes respectifs des points P et Q
0.5 iZ G
1) a- Montrerque : p=w+e3(a-w) et q=w+e 3(b-w)
1-— 3 j 4z
b-Montrer que : —=e 3
0.25 1_e 3
4z
05 | ¢ Montrer que: P72_@78.5
g-b w-b
w-a ¥
2) On suppose que ——=¢e 3
w—b
0.25 | a-Montrer que APQB est un parallélogramme.
0.75 b- Montrer que arg(ﬂjzg [27z] , en déduire que APQB est un rectangle.
Troisiéme exercice : (3 points)
0.25 | 1) a-Vérifier que le nombre 503 est premier.
0.75 b-Montrer que 7°* =1 [503] ; en déduire que 7%* =1[503]
2) On considére dans(1? I'équation (E) :49x—6y=1
0.5 Sachant que (1,8) est une solution particuliere de I’équation (E) ; résoudre dans [1?
I’équation (E) en précisant les étapes de la résolution.
3)Onpose N=1+7+7*+...... + 7%
0.25 | a-Montrer que le couple( 7***,N ) est solution de I'équation (E)
1 b- Montrer que N =0[4] et N =0[503]
0.25 c- En déduire que le nombre N est divisible par 2012
Quatriéme _exercice :(7.5points)
I - Soitg lafonction numérique définie sur[0,+oo[ par: g(x)=In(L+ x)—ﬁ
+
0.5 1) Etudier les variations de g sur [0,+oo[
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0.5 2) En déduire le signe de g(x) sur I'intervalle [0, +oo]
Il - Soit f la fonction numérique définie sur 0 par: f(x)=¢e*In(l+e™)
1 1) Montrer que lim f(x)=1 et Iirp f(x)=0
0.5 2) Montrer que pour toutréel x ona: f'(X)=e*g(e™)
0.5 3) Dresser le tableau de variations de f
1 4) Construire la courbe (C)représentative de la fonction f et la courbe (C")
représentative de la fonction (- f ) dans le méme repére (O;1i,j).( on admet que -0,7
est une valeur approchée de I'abscisse du seul point d’inflexion de la courbe (C) )
0.75 | 5) Montrer que pour tout xde I'intervalle[-1,0] ona: 0< f'(x)<g(e)
0.75 | 6) Montrer que I'’équation f(x)+x=0 admet un solution unique « dans [ et
que -1<a<0
7) On considere la suite (u,),., définie par: u, =0 et u,,=—f(u,) pour tout n dell
0.5 a-Montrer que : (Vnel); -1<u,<0
0.75 | b-Montrer que: (Vnell) ;|u,,—a|<g(e)u,—¢
0.5 c-En déduire que :(Vnell) ;|u,—a|<(g(e))"
0.25 | d-Sachant que g(e)<0,6 ;calculer limu,
Cinquiéme exercice :( 2.5 points)
. . e *Int
On considére la fonction F définie sur]0,+oo[ par: F(x) =J‘1m
0.25 | 1) Calculer F(1)
0.75 | 2)a-Montrer que F est dérivable sur]0,+x[ et calculer F'(x)
0.5 b- En déduire que pour tout xde I'intervalle]0,+[ ona: F(x)=0
0.5 3) En utilisant une intégration par parties , montrer que :
1 *Arctant
(vx>0) ; F(x):[Arctan X+ Arctan—jln x—J'l : dt
X =
0.25 4) Montrer que : (Vx>0) ; ArctanE:%—Arctanx
X
0.25 Arctant

dt

5) Déduire que :(Vx>0) ; Inx:zjlX
7z' -
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