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 الفضاءات المتجھية الحقيقية
  
  

  1تمرين
I  مجموعة الدوال العددية الفردية المعرفة على�  

P ل العددية الزوجية المعرفة على مجموعة الدوا�  
) :بين أن  -1 ); ;I + i فضاء متجھي حقيقي  

) :بين أن  -2 ); ;P + i فضاء متجھي حقيقي  

  
  الحل

) :لنبين أن  -1 ); ;I ∗ i فضاء متجھي حقيقي  

  )فضاء متجھي حقيقي تعريف (  1الطريقة  
) :نبين أن  -أ  );I   زمرة تبادلية +

)  :لنبين أن  );I )زمرة جزئية من  + )( ), ;+� �F  

)نعتبر   ) 2;u v I∈  و نبين أنu v I− ∈  

xليكن  ∈�  

    

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

u v x u x v x

u x v x

u x v x

u v x u v x

− − = − − −

= − +

= − −

− − = − −

  

):   إذن  ) 2;u v I u v I∀ ∈ − ∈  

): إذن  );I )زمرة جزئية من  + )( ), ;+� �F  

): و بم أن  )( ), ;+� �F  زمرة تبادلية  

): فإن  );I   زمرة تبادلية +

): بر نعت  - ب ) 2;u v I∈  و( ) 2;α β ∈�  

xليكن  ∈�  
): نبين أن   -1 )u u uα β α β+ = +  

        
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

u x u x u x

u x u u x

α β α β
α β α β

+ = +

+ = +
  

):    إذن  )u u uα β α β+ = +  

):  نبين أن   -2  ) ( )u uαβ α β=  

           
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

u x u x

u x u x

αβ α β

αβ α β

=

=
  

):    إذن  ) ( )u uαβ α β=  

): نبين أن  -3  )u v u vα α α+ = +  

1u:   نبين أن  -4  u=  
  استنتاج

):   -ب  - و –أ  -من  ); ;I ∗ i فضاء متجھي حقيقي  

  )تجھي الجزئي الفضاء الم(   2الطريقة 
) :نبين أن  ); ;I ∗ i فضاء متجھي جزئي من الفضاء المتجھي  

( )( ), ; ;+� � iF  

I ≠ ):  'ن    ∅ ),0 I∈
� �F

    ( )1  

): نعتبر  ) 2;u v I∈  و( ) 2;α β ∈�  

): و نبين أن  )u v Iα β+ ∈  

xليكن  ∈�  

          

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

u v x u x v x

u x v x

u v x u v x

α β α β
α β

α β α β

+ − = − + −

= − −

+ − = − +

  

  : إذن  

( )( ) ( )( ) ( )2 2; ; :u v I u v Iα β α β∀ ∈ ∀ ∈ + ∈� ( )2  

)و من   )و  1( )2   :( ); ;I ∗ i  فضاء متجھي جزئي من الفضاء

  المتجھي

( )( ), ; ;+� � iF  

): و بالتالي   ); ;I + i فضاء متجھي حقيقي  

  
) :نبين أن -2 ); ;P + i فضاء متجھي حقيقي  

) :نبين أن  ); ;P + i تجھي جزئي من الفضاء المتجھيفضاء م  

( )( ), ; ;+� � iF  

P ≠ ):  'ن    ∅ ),0 P∈
� �F

            ( )1  

): نعتبر  ) 2;u v P∈  و( ) 2;α β ∈�  

): و نبين أن  )u v Pα β+ ∈  

xليكن  ∈�  

          

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

u v x u x v x

u x v x

u v x u v x

α β α β
α β

α β α β

+ − = − + −

= +

+ − = +

  

  : إذن  

( )( ) ( )( ) ( )2 2; ; :u v P u v Pα β α β∀ ∈ ∀ ∈ + ∈� ( )2  

)و من   )و  1( )2  :( ); ;P + i ن الفضاء فضاء متجھي جزئي م

  المتجھي

( )( ), ; ;+� � iF  

): و بالتالي   ); ;P + i فضاء متجھي حقيقي  

  
  2تمرين

)في الفضاء المتجھي الحقيقي  )( )2 ; ;+� iM  

:اكتب 
2 7

10 5
M

− 
=  
 

  كتأليفة خطية ل 

1

1 4

0 5
M

 
=  
 

2و  

0 3

2 1
M

 
=  − 

  

  الحل
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: لدينا 
2 7 1 4 0 3

2 5
10 5 0 5 2 1

−     
= −     −     

  

1:   إذن  22 5M M M= −  

  
  3تمرين

): بين أن   ) ( )( )2;3 ; تولد الفضاء المتجھي الحقيقي   −5;1

( )2; ;+� i  

  
  الحل

): لنبين أن  ) ( )( )2;3 ; تجھي الحقيقي  تولد الفضاء الم −5;1

( )2; ;+� i  

): نعتبر   ) 2;x y ∈�  

        

( ) ( ) ( ) 2 3
; 2;3 1;5

1 5

5 3

13
2

13

x
x y

y

x y

x y

α β
α β

α β

α

β

+ == + − ⇔ − + =

− =⇔  + =


  

:  إذن  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2; ; : ; 2;3 1;5x y x yα β α β∀ ∈ ∃ ∈ = + −� �  

:    بحيث   
5 3 2

;
13 13

x y x yα β− += =  

): و منه   ) ( )( )2;3 ; )أسرة مولد ة ل  −5;1 )2; ;+� i  

  
  4تمرين

)في الفضاء المتجھي الحقيقي  )( )2 ; ;+� iM  

: بين أن  
1 1 1 0 0 1

; ;
0 0 1 0 0 1

B
      

=       
      

  أسرة حرة   

  الحل
): نعتبر  ) 3; ;α β γ ∈�  

:  بحيث 
1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0
α β γ       

+ + =       
       

  

0α    :ثم نبين أن   β γ= = =  

:  لدينا 
1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0 0
α β γ       

+ + =       
       

  

:   إذن 
0 0

0 0

α β α γ
β γ
+ +   

=   
   

  

0α:   ومنه  β γ= = =  
 B أسرة حرة  

  
  5تمرين

)في الفضاء المتجھي الحقيقي  )( ); ; ;+� � iF  

): بين أن   )21;cos ;cos 2B x x= أسرة مقيدة  

  
  الحل
2cos:   لدينا  2 2cos 1x x= −  
  أسرة مقيدة B: إذن 

  
  6تمرين

)في الفضاء المتجھي الحقيقي  -1 )( )2 ; ;+� iM  

: بين أن  
1 0 0 0 0 1 0 0

; ; ;
0 0 1 0 0 0 0 1

B
        

=         
        

  

)أساس في      )( )2 ; ;+� iM  َثم استنتج  بعُْد( )2 �M  

)في الفضاء المتجھي الحقيقي     -2  )2; ;+� i  

): بين أن    ) ( )( )1;0 ; 0;1B )أساس في  = )2; ;+� i  

  �2ثم استنتج  بعُْدَ    
)في الفضاء المتجھي الحقيقي     -3   )2; ;+ iP  

): بين أن    )21; ;B x x=  أساس في( )2; ;+ iP  

  2Pثم استنتج  بعُْدَ       

  
  الحل

)أسرة مولد ة ل  B:نبين أن   -أ  -1 )2 �M  

): نعتبر    )2

a c

b d

 
∈ 

 
�M    

1 0 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1

a c
a b c d

b d

         
= + + +         

         

)أسرة مولد ة ل  B: إذن  )2 �M  

  أسرة حرة  B:نبين أن   - ب  
) :نعتبر  ) 4; ; ;a b c d ∈�  

: بحيث 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
a b c d
         

+ + + =         
         

  

0a      :ثم نبين أن  b c d= = = =  

: لدينا 
1 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
a b c d
         

+ + + =         
         

  

:   إذن
0 0

0 0

a c

b d

   
=   

   
  

0a: و منه  b c d= = = =  
  أسرة حرة B: إذن 

) متجھيالفضاء أساس لل B:   ب  -ومن  أ )( )2 ; ;+� iM  

):    إذن  )2dim cardB=�M  

         ( )2dim 4=�M  

  
  �2أسرة مولد ة ل  B:نبين أن   -أ  -2
): نعتبر    ) 2;a b ∈�    
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( ) ( ) ( ); 1;0 0;1a b a b= +  

  �2أسرة مولد ة ل  B: إذن   
  أسرة حرة  B:نبين أن   - ب  

) :  نعتبر  ) 2;a b ∈�  

):  بحيث  ) ( ) ( )1;0 0;1 0;0a b+ =  

0a      :ثم نبين أن  b= =  
):  لدينا  ) ( ) ( )1;0 0;1 0;0a b+ =  

):   إذن  ) ( ); 0;0a b =  

0a: و منه  b= =  
  أسرة حرة B::  إذن 

) متجھيالفضاء أساس لل B:   ب  -ومن  أ )2; ;+� i  

2dim:    إذن  cardB=�  

         2dim 2=�  
  
  2Pأسرة مولد ة ل  B:نبين أن   -أ  -2

): نعتبر    )2
2ax bx c+ + ∈P    

( ) ( ) ( )2 2 1ax bx c a x b x c+ + = + +  

  2Pأسرة مولد ة ل  B: إذن   

  أسرة حرة  B:نبين أن   - ب  
) :  نعتبر  ) 3; ;a b c ∈�  

2:  بحيث  0ax bx c+ + =  
0a      :ثم نبين أن  b c= = =  

2:  لدينا  0ax bx c+ + =  
0a:   إذن  b c= = =  

  أسرة حرة B:و منه   
) متجھيالفضاء أساس لل B:   ب  -ومن  أ )2; ;+ iP  

2dim:    إذن  cardB=P  

         2dim 3=P  

  
  7تمرين
      ( ){ }2; / 0F x y x y= ∈ + =�   

): بين أن  -1 ); ;F + i   فضاء متجھي حقيقي  

  ثم استنتج  بعُْدَه Fحدد أساسا ل  -2
  

  الحل 
  فضاء متجھي حقيقي   F: لنبين أن  -1

)من  جزئي  فضاء متجھي حقيقي  F: نبين أن      )2; ;+� i   

    F ≠ ):  'ن    ∅ )0;0 F∈      ( )1  

):     نعتبر  ) ( )( )' ' 2; ; ;x y x y F∈  و( ) 2;α β ∈�  

):   نبين   ) ( )' '; ;x y x y Fα β+ ∈  

 ( ) ( ) ( )' ' ' '; ; ;x y x y x x y yα β α β α β+ = + +  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' ' ' '

' ' 0

x x y y x y x y

x x y y

α β α β α β

α β α β

+ + + = + + +

+ + + =
  

   :إذن  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ' ' 2 ' '; ; ; ; : ; ;x y x y F x y x y Fαβ α β∀ ∈ ∀ ∈ + ∈� ( )2  

) و منه  )و 1( )2 :  

  F  فضاء متجھي حقيقي جزئي  من( )2; ;+� i  

  فضاء متجھي حقيقي   F: و منه 
  
  ثم استنتج  بعُْدَه Fحدد أساسا ل  -2

): نعتبر      );x y F∈      إذن :y x= −  

):     ومنه  ) ( ); ;x y x x= −  

    ( ) ( ); 1; 1x y x= −  

)  :إذن  )( )1; 1B =   Fأسرة  مولدة ل  −

  أسرة حرة  B:لنبين أن 
a: نعتبر   ):   بحيث  �∋ ) ( )1; 1 0;0a − =  

0a      :ثم نبين أن  =  
):     لدينا   ) ( )1; 1 0;0a − ): إذن  = ) ( ); 0;0a a− =  

0a: و منه   =  
  أسرة حرة B::  إذن 

): بما أن  )( )1; 1B =   و حرة Fأسرة  مولدة ل  −

  F متجھيالفضاء أساس لل B :فإن 
dimF:    إذن  cardB=  

         dim 2F =  
  

  8تمرين
      ( ){ }3; ; / 3 2 0E x y z x y z= ∈ − + − =�   

         ( ){ }3; ; / 0F x y z x y z= ∈ − + + =�  

): بين أن  -أ  -1 ); ;E + i   فضاء متجھي حقيقي  

  ثم استنتج  بعُْدَه Eحدد أساسا ل  - ب     
): بين أن  -أ   -2 ); ;F + i   فضاء متجھي حقيقي  

  ثم استنتج  بعُْدَه Fحدد أساسا ل  - ب     
): بين أن  -أ -3 ); ;E F +∩ i   فضاء متجھي حقيقي  

Eحدد أساسا ل  - ب     F∩ ثم استنتج  بعُْدَه  
  الحل 
): لبين أن  -أ  -1 ); ;E + i   فضاء متجھي حقيقي  

)من  فضاء متجھي حقيقي جزئي   E: نبين أن  )3; ;+� i   

    E ≠ ):  'ن    ∅ )0;0;0 E∈      ( )1  

):     نعتبر  ) ( )( )' ' ' 2; ; ; ; ;x y z x y z E∈  و( ) 2;α β ∈�  

):   نبين   ) ( )' ' '; ; ; ;x y z x y z Eα β+ ∈  
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( ) ( ) ( )' ' ' ' ' '; ; ; ; ; ;x y z x y z x x y y z zα β α β α β α β+ = + + +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' '3 2 3 1 2 3 1 2x x y y z z x y z x y zα β α β α β α β− + + + + + = − + + + − + +

)  :إذن   ) ( ) ( )' ' '3 2 0x x y y z zα β α β α β− + + + + + =  

)  :ومنه   )2  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 ' ' ' 2 ' ' '; ; ; ; ; ; : ; ; ; ;x y z x y z E x y z x y z Eαβ α β∀ ∈ ∀ ∈ + ∈�

)و من    )و 1( )2 :  

  E  فضاء متجھي حقيقي جزئي  من( )3; ;+� i  

  فضاء متجھي حقيقي   E: و منه 
  
  ثم استنتاج  بعُْدَه Eتحديد أساس ل  - ب  

): نعتبر  ); ;x y z E∈  3: إذن 2y x z= −  

    
( ) ( )
( ) ( ) ( )

; ; ;3 2 ;

; ; 1;3;0 0; 2;1

x y z x x z z

x y z x z

= −

= + −
  

)  :إذن  ) ( )( )1;3;0 , 0; 2;1B =    Eأسرة  مولدة ل  −

  أسرة حرة  B:لنبين أن 
): نعتبر   ) 2;a b ):   بحيث  �∋ ) ( ) ( )1;3;0 0; 2;1 0;0;0a b+ − =  

0a      :ثم نبين أن  b= =  
):     لدينا   ) ( ) ( )1;3;0 0; 2;1 0;0;0a b+ − =  

): إذن   ) ( );3 2 ; 0;0;0a a b b− =  

0a: و منه   b= =  
  أسرة حرة B::  إذن 

  و حرة Eأسرة  مولدة ل  B: بما أن 
  E متجھيالفضاء س للأسا B: فإن 
dimE:    إذن  cardB=  

          dim 2E =  
  
): بين أن  -أ   -2 ); ;F + i   فضاء متجھي حقيقي  

  :أ  نجد - 1بنفس طريقة 

F من   فضاء متجھي حقيقي جزئي( )3; ;+� i  

): و منه  ); ;F + i  فضاء متجھي حقيقي  

  
  ثم استنتاج  بعُْدَه Fتحديد أساس ل  - ب     

): نعتبر  ); ;x y z E∈  إذن :x y z= +  

     
( ) ( )
( ) ( ) ( )

; ; ; ;

; ; 1;1;0 1;0;1

x y z y z y z

x y z y z

= +

= +
  

  :ب نبين أن  1بنفس طريقة 
 ( ) ( )( )1;1;0 , 1;0;1B   F متجھيالفضاء أساس لل =

dimF:    إذن  cardB=  
          dim 2F =  

  
Eتحديد  -أ -3 F∩  

( )

( )

3

3

3 2 0
; ; /

0

3

2; ; /
5

2

x y z
E F x y z

x y z

x z
E F x y z

y z

 − + − = = ∈  − + + = 

  = −   = ∈  
  = −

  

∩ �

∩ �

  

                     
3 5

; ; /
2 2

E F z z z z
  = − − ∈  
  

∩ �  

): لنبين أن  -     ); ;E F +∩ i   فضاء متجھي حقيقي  

  :أ نجد - 1بنفس طريقة  

E F∩  من  فضاء متجھي حقيقي جزئي( )3; ;+� i  

): و منه  ); ;E F +∩ i  ھي حقيقيفضاء متج  

  ثم استنتاج  بعُْدَه Eتحديد أساس ل  - ب     

       
3 5 3 5

; ; ; ;1
2 2 2 2

z z z z
   − − = − −   
   

  

  :ب نبين أن  1بنفس طريقة 

 
3 5

; ;1
2 2

B
  = − −  
  

E متجھيالفضاء أساس لل  F∩  

dimE:    إذن  F cardB=∩  

          dim 1E F =∩  
  

  9تمرين
):      لكل  ) 2;a b xو     �∋ ∗+∈�  

): نعتبر الدالة العددية  ) ( ) ( ); ln a bx
a b x x eϕ =  

      ( ) ( ){ }2
; / ;a bE a bϕ= ∈�   

): بين أن  -أ  ); ;E + i  قي فضاء متجھي حقي  

  ثم استنتج  بعُْدَه Eحدد أساسا ل  - ب
  

  الحل

               

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

;

;

ln

ln ln

ln

a bx
a b

a bx

a b

x x e

x e

x a x bx

ϕ

ϕ

=

= +

= +

  

): لبين أن  -أ  ); ;E + i   فضاء متجھي حقيقي  

) من فضاء متجھي حقيقي جزئي   E: نبين أن   )( ), ; ;+�� iF  

E ≠ )  : 'ن    ∅ ) ( )0;0 ,0 Eϕ = ∈
� �F

    ( )1  

): نعتبر  ) ( )( ) 2
; ;;a b c d Eϕ ϕ )و  ∋ ) 2;α β ∈�  

): و نبين أن  ) ( )( ); ;a b c d Eαϕ βϕ+ ∈  

xليكن  ∗+∈�  
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( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

; ; ; ;

;

ln ln

ln

a b c d a b c d

a c b d

x x x

a x bx c x dx

a c x b d x

xα β α β

αϕ βϕ αϕ βϕ

α β

α β α β
ϕ + +

+ = +

= + + +

= + + +

=

                                ( ) ( ) ( ); ; ;a b c d a c b dα β α βαϕ βϕ ϕ + ++ =  

): إذن   )2  

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )2 2
; ; ; ;; ; :a b c d a b c dE Eα β ϕ ϕ αϕ βϕ∀ ∈ ∈ + ∈�

)و من   )و  1( )2   :( ); ;E ∗ i الفضاء  فضاء متجھي جزئي من

)المتجھي  )( ), ; ;+� � iF  

): و بالتالي   ); ;E ∗ i فضاء متجھي حقيقي  

  
  ثم استنتاج  بعُْدَه Eتحديد أساس ل  - ب  

): نعتبر  );a b Eϕ xو  ∋ ∗+∈�  

):   إذن   ) ( ) ( ); lna b x a x bxϕ = +  

): و منه  ) ( )( )1;0 0;1,B ϕ ϕ=   أسرة  مولدة لE  

): بحيث  ) ( ) ( )1;0 lnx xϕ )و  = ) ( )0;1 x xϕ =  

  أسرة حرة  B:لنبين أن 
): نعتبر   ) 2;a b ):   بحيث  �∋ ) ( ) ( ) ( )1;0 0;1 0a x b xϕ ϕ+ =  

0a      :ثم نبين أن  b= =  
):     لدينا   ) ( ) ( ) ( )1;0 0;1 0a x b xϕ ϕ+ =  

):    إذن   )ln 0x a x bx∗+∀ ∈ + =�  

1x: نعتبر  0b: نجد  = =  
x: نعتبر  e=  0: نجدa =  

0a: و منه   b= =  
  أسرة حرة B::  إذن 

  و حرة Eأسرة  مولدة ل  B: بما أن 
  E متجھيالفضاء أساس لل B: فإن 
dimE:    إذن  cardB=  

          dim 2E =  
  

    10تمرين
):      لكل     ) 2;a b [و     �∋ [1;1x ∈ [؛   − [1;1I = −  

): نعتبر الدالة العددية  ) ( ) ( )
; 2 1a b

a b x a b
x

x
ϕ

+ + −
=

−
  

      ( ) ( ){ }2
; / ;a bE a bϕ= ∈�   

): بين أن  -أ  ); ;E + i   فضاء متجھي حقيقي  

  ثم استنتج  بعُْدَه     Eحدد أساسا ل  - ب
  الحل

               

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

; 2

;

1
1 1

1 1

1 1

1 1

a b

a b

a b x a b
x

x
a x b x

x x

x a b
x x

ϕ

ϕ

+ + −
=

−
+ + −

=
− +

= +
− +

  

): لبين أن  -أ  ); ;E + i   فضاء متجھي حقيقي  

) من فضاء متجھي حقيقي جزئي   E: نبين أن   )( ), ; ;I +� iF  

E ≠ )  : 'ن    ∅ ) ( )0;0 ,0 Eϕ = ∈
� �F

    ( )1  

): نعتبر  ) ( )( ) 2
; ;;a b c d Eϕ ϕ )و  ∋ ) 2;α β ∈�  

): و نبين أن  ) ( )( ); ;a b c d Eαϕ βϕ+ ∈  

[ليكن  [1;1x ∈ −  

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

; ; ; ;

;

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

ab c d ab c d

a c b d

x x x

a b c d
x x x x

a c b d
x x

xα β α β

αϕ βϕ αϕ βϕ

α β

α β α β

ϕ + +

+ = +

   
= + + +      − + − +   

= + + +
− +

=

                                ( ) ( ) ( ); ; ;a b c d a c b dα β α βαϕ βϕ ϕ + ++ =  

): إذن   )2  

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )2 2
; ; ; ;; ; :a b c d a b c dE Eα β ϕ ϕ αϕ βϕ∀ ∈ ∈ + ∈�

)ن و م  )و  1( )2   :( ); ;E ∗ i  فضاء متجھي جزئي من الفضاء

)المتجھي  )( ), ; ;I +� iF  

): و بالتالي   ); ;E ∗ i فضاء متجھي حقيقي  

  
  ثم استنتاج  بعُْدَه Eتحديد أساس ل  - ب  

): نعتبر  );a b Eϕ [و  ∋ [1;1x ∈ −  

):   إذن   ) ( ) ( ) ( );

1 1

1 1a b x a b
x x

ϕ = +
− +

  

): و منه  ) ( )( )1;0 0;1,B ϕ ϕ=   أسرة  مولدة لE  

): بحيث  ) ( ) ( )1;0

1

1
x

x
ϕ =

−
)و   ) ( ) ( )0;1

1

1
x

x
ϕ =

+
  

  أسرة حرة  B:لنبين أن 
): نعتبر   ) 2;a b ):   بحيث  �∋ ) ( ) ( ) ( )1;0 0;1 0a x b xϕ ϕ+ =  

0a      :ثم نبين أن  b= =  
):     لدينا   ) ( ) ( ) ( )1;0 0;1 0a x b xϕ ϕ+ =  

[:    إذن   [ ( ) ( )
1 1

1;1 0
1 1

x a b
x x

∀ ∈ − + =
− +
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0x: نعتبر  a: نجد  = b=  

[:    إذن  [ ( ) ( )
1 1

1;1 0
1 1

x a
x x

 
∀ ∈ − + =  − + 

  

[ : و منه  [ 2

2
1;1 0

1

x
x a

x
∀ ∈ − × =

−
  

0a:    :  إذن  =  
0a: و منه   b= =  

  أسرة حرة B::  إذن 
  و حرة Eأسرة  مولدة ل  B: بما أن 
  E متجھيالفضاء أساس لل B: فإن 
dimE:    إذن  cardB=  

          dim 2E =  
  

   11تمرين

( )1 1 2 3; ;B u u u=
	
 		
 		


  3بعُْدَه  Eأساس في فضاء متجھي حقيقي

( )2 1 2 3; ;B e e e=
	
 		
 		


  :أسرة بحيث  

                     

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

2

2

e u u u

e u u u

e u u u

 = + +
 = − −
 = − +

	
 	
 		
 		


		
 	
 		
 		


		
 	
 		
 		

  

  Eفي  أساس 2Bبين أن  -1

2-( )
1

1;2;3
B

u



uأوجد احداثيات1Bفي ا'ساس 



  2Bفي ا'ساس 

  
  الحل

): لدينا  -1 ) ( ) ( )3 2 12; 1;1 ; 1; 2; 1 ; 1;1;1e e e− − −
		
 		
 	


  1Bفي ا'ساس  

dimو        3E 2و   = 3cardB =   

2dimE:  إذن     cardB=  

  Eأساس في  2Bللبرھنة أن : ومنه  

  حرة 2B: يكفي أن نبرھن أن    

) :  لدينا   )1 2 3

1 1 2

det ; ; 1 2 1 3

1 1 1

e e e = − − =
− −

	
 		
 		

  

): بما أن  )1 2 3det ; ; 0e e e ≠
	
 		
 		


2B :فإن     حرة  

  Eأساس في  2B: ومنه 

  

2-( )
1

1;2;3
B

u



uأوجد احداثيات1Bفي ا'ساس 



  2Bفي ا'ساس 

): نعتبر  )
2

; ;
B

u a b c



  2Bفي ا'ساس   

: إذن 

( ) ( ) ( )
1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 32 2

u ae be ce

u a u u u b u u u c u u u

= + +

= + + + − − + − +


 	
 		
 		



 	
 		
 		
 	
 		
 		
 	
 		
 		
  

    ( ) ( ) ( )1 2 32u a b c u a b c u a b c u= + + + − − + − +

 	
 		
 		


  

1:                                      ولدينا  2 32 3u u u u= + +

 	
 		
 		


  

:  إذن 

1

2 2

3

a b c

a b c

a b c

+ + =
 − − =
 − + =

:  ومنه   
4 5

; ; 0
3 3

c b a= = − =  

:        إذن 
5 4

0; ;
3 3

u
 − 
 



  2B ا'ساس في 

  
  21تمرين 

  ( ) 3/ ; ;

a c b

E M b a c b c a b c

c b a c

  
  = = + + ∈  
  +  

�  

 :نضع 

1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 ; 1 0 1 ; 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1 0 1

I J k

     
     = = =     
     
     

  

2: أن  تحقق -1 2; ;IK KJ I J k J K j K= = + = + =  

) :بين أن  -2 ); ;E + i  و حدد أساسا له فضاء متجھي حقيقي  

) :بين أن  -3 ); ;E +   حلقة واحدية  ×

3J:تحقق أن  -4 I J= 1Jثم حدد   + −  
  

  الحل
2: نتحقق أن  -1 2; ;IK KJ I J k J K j K= = + = + =  
  الحساب   
2- ( ); ;E + i  فضاء متجھي حقيقي   

)فضاء متجھي جزئي من  E: يكفي أن نبين أن  )( )3 ; ;+� iM  

  Eتحديد أساس ل 
1 0 0 0 0 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1 0 1

a c b

b a c b c a b c

c b a c

       
       + + = + +       
       +       

): إذن  )2 ; ;B I J K=  أساس لE  

) :لنبين أن  -3 ); ;E +   حلقة واحدية  ×

): نبين أن  -أ );E )من  زمرة جزئية  + )( )3 ;+�M  

): و بما أن  )( )3 ;+�M تبادلية     زمرة  

): فإن    );E )تبادلية   زمرة + )1  

) :نبين أن  - ب );E )جزء مستقر من   × )( )3 ;×�M  

): و بما أن  )( )3 ;×�M  تجميعي تبادلي يقبل عنصرا محايداI  

Iو   E∈  
)في  +توزيعي بالنسبة ل ×و   )3 �M   

): فإن  );E    Iتجميعي تبادلي يقبل عنصرا محايدا  ×

)       Eفي  +توزيعي بالنسبة ل ×و          )2  

)من  )و 1( )2 : ( ); ;E +   حلقة واحدية  ×
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 4-  3J I J=   )الحساب (   +

           

3 1 3 1 1

2 1

1 2

1

J I J J J J I J J

J J I

J I J

J I K

− − −

−

−

−

= + ⇒ = +
⇒ = +
⇒ = −
⇒ = −

  

1   :ومنه 

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 1

J −

   
   = −   
   
   

  

               1

1 1 0

0 0 1

1 0 0

J −

− 
 = − 
 − 

  

  
  31تمرين 
1M: حدد  −  

 1 - 
2 3

4 5
M

− − 
=  
 

        2 -  

1 3 1

1 2 5

2 3 4

M

− 
 =  
 
 

  

  الحل

1M: تحديد    -1  :بحيث  −
2 3

4 5
M

− − 
=  
 

  

            
1

det
2

M =       

  ( ) 5 4

3 2
Com M

− 
=  
 

)و    ) 5 3

4 2
t Com M

 
=  − 

   

):    لدينا  )1 1

det
tM comM

M
− = ×  

1:       إذن  5 31

4 22
M −  

=  − − 
 

  

1M: تحديد   -2    : بحيث  −

1 3 1

1 2 5

2 3 4

M

− 
 =  
 
 

  

                   det 12M =  

         ( )
7 6 1

15 6 3

17 6 1

Com M

− − 
 = − 
 − − 

  

          ( )
7 15 17

6 6 6

1 3 1

t Com M

− − 
 = − 
 − − 

  

):    لدينا  )1 1

det
tM comM

M
− = ×  

  

1:             إذن

7 15 17
1

6 6 6
12

1 3 1

M −

− − 
 = − 
 − − 
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