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المبياني لدالة تمثيل ال  
 

    نقطة انعطاف- - تقعر منحنى دالة - 1
  تعــريف1- 1

    I قابـلة للاشتــــــقاق على مجال f        لـتكن 
)       نقول إن المنحنى  )fC          محدب إذا آان يوجد فوق جميع مماسـاته 

) ن المنحنى      نقول إ )fC مقعر إذا آان يوجد تحت  جميع مماسـاته  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  محدب                                                                         مقعر                    
  

   تعـــريف 2- 1   
ق على قابلة للاشتـــقادالة عددية  f         لتكن 

0xو  I  مفتوح مجال I∈.  

)نقول ان النقطة  )( )0 0;A x f x    نقطة انعطاف

)للمنحنى  )fC اذا تغير تقعر المنحنى ( )fC 

  Aعند 
  

         
             

      
  
  
  
  خـــاصيات 3- 1

          f دالة قابلة الاشتــــــــقاق مرتين على مجال I   
) فانI موجبة علىf"  إذا آانت*        )fC  يكون محدبا علىI 

) فان  Iلى سالبة عf"إذا آانت  *        )fC  يكون مقعرا  علىI  

* وآان يـوجد   I من الــمجال x0 تـنعدم في f"ا آانت ذ  ا*       
+\∈α   بحيث إشارة"f  على[ [α+0,0 xx  

[ علىf"مخالـفة  لإشارة              ]00 ,xx α− فان   ( )( )0 0 0;M x f x نقـطة  انعطاف للمنحنى ( )fC  

   ويكون مع ذلك لمبيانها نقطة انعطاف قابلة للاشتقاق مرتينf   قد لا تكون الدالةملاحظــــــــة    

)  تمرين     ) 3 23 1f x x x x= − + )     و + ) 2
1 2

2
xg x

x x
−

=
− −

  

  fC نقطة انعطاف للمنحنى 1 ذات الأفصول A و استنتج أن النقطة fC  أدرس تقعر -1      

  gC و حدد نقط انعطاف المنحنى gC  أدرس تقعر -  2      

  الفروع اللانهـــــائية - 2
    تعريف 1- 2    

  .هائيا يقبل فرعا لانC منحنى دالة إلى اللانهاية فإننا نقول إن C            إذا آلت إحدى إحداثــــيتي نقـطة من 
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 مستقيم مقارب لمنحنى 2- 2    
   المقارب الموازي لمحور الأراتيب-     أ

        تعريف
) إذا آان  )lim

x a
f x

+→
= )   أو ∞± )lim

x a
f x

−→
= x   فان  المستقيم الذي معادلته ∞± a=  مقارب ل  Cf   

      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)       مثال ) 2 1
1

xf x
x
+

=
−

  

)لدينا         )
1

lim
x

f x
+→

= )  و ∞+ )
1

lim
x

f x
−→

= 1x و منه المستقيم ذا المعادلة ∞−    مقارب عمودي للمنحنى=

   المقارب الموازي لمحور الأفاصيل-ب   
        تعريف

)               إذا آان   )lim
x

f x b
→±∞

  .Cf   مقارب ل y =b فان المستقيم  ذا المعادلة  =

         
  
  
  
  
  
  
  
  

)مثال      ) 2 1
1

xf x
x
+

=
−

  

)لدينا         )lim 2
x

f x
→+∞

)  و = )lim 2
x

f x
→−∞

=   

2yو منه المستقيم ذا المعادلة     مقارب=
   أفقي للمنحنى
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   المقارب المائل-   ج

   تعريف 
limإذا وفقط إذا آان  Cf  مقارب للمنحنى  y =ax + bيكون المستقيم الذي معادلته  ( ( ) ( )) 0

x
f x ax b

→+∞
− + =  

limأو  ( ( ) ( )) 0
x

f x ax b
→−∞

− + =  

   خا صية
    حيث يكونhذا وفقط إذا آانت توجد دالة إ Cf  مقارب للمنحنى  y =ax + bيكون المستقيم الذي معادلته 

( ) ( )f x ax b h x= + )( و + )lim 0
x

h x
→+∞

)أو= )lim 0
x

h x
→−∞

=(  

 مثال  

           ( )
2 3 1

1
x xf x
x
− +

=
−

  

}       لدينا  } ( ) 11 2
1

x f x x
x

∀ ∈ − = − −
−

\  

  
1lim 0
1x x→+∞

−
=

−
2y ومنه المستقيم ذا المعادلة  x=   )∞+بجوار (  مقارب مائل للمنحنى−

  
1lim 0
1x x→−∞

−
=

−
2y ومنه المستقيم ذا المعادلة  x=   )∞−بجوار (  مقارب مائل للمنحنى−

)في آثير من الأحيان يصعب آتابة على شكل  ) ( )f x ax b h x= + ) حيث + )lim 0
x

h x
→±∞

=  

   تقنية تحديد مقارب مائل  
  

)  لنفترض أن  ) ( )f x ax b h x= + ) و+ )lim 0
x

h x
→+∞

=   

      
( ) ( )1lim lim

x x

f x ba h x a
x x x→+∞ →+∞

 = + + = 
 

)  و  )( ) ( )( )lim lim
x x

f x ax b h x b
→+∞ →+∞

− = + =  

) آان إذا    عكسيا  )( ) ( )
lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→+∞ →+∞

 
− = =  

 
lim  فان  ( ( ) ( )) 0

x
f x ax b

→+∞
− + =  

   
      إذا وفقط إذا آانCf مقارب   لمنحنى y = ax + b           يكون المستقيم ذو المعادلة 

( )( ) ( )
lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→+∞ →+∞

 
− = = 

 
)     أو     )( ) ( )

lim ; lim
x x

f x
f x ax b a

x→−∞ →−∞

 
− = = 

 
      

   
  
  

     
  
 
 
 
  
  
  

) تمكننا من معرفة وضع   المنحنى( f (x) – (ax + b) ) دراسة إشارة ملاحظة    )fCبالنسبة للمقارب المائل .  

    مثال

         ( ) 24 2f x x x= + −  

 ∞−  ثم بجوار ∞+ المائل  بجوار المقارب       حدد 
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   الاتجاهات المقاربة -3 -2  
  تعاريف   

 إذا آان –     أ 
( ) ( )lim lim

x x

f x
f x

x→±∞ →±∞
= ±∞ = )  نقول إن  ∞± )fC محور فرعا شلجميا في اتجاه    يقبل

  .الأراتيب

 إذا آان -     ب 
( ) ( )lim 0 lim

x x

f x
f x

x→±∞ →±∞
= = )   نقول إن  ∞± )fC    محور يقبل فرعا شلجميا في اتجاه

  الافاصيل 

إذا آان  -   ج   
( ) ( )lim lim

x x

f x
a f x

x→±∞ →±∞
= = lim  و ∞± ( )

x
f x ax

→±∞
− = )نقول إن  ∞± )fC  يقبل فرعا شلجميا

   y= ax المستقيم  ذا المعادلة    في اتجاه
    بصفة عامة  

           إذا    آان    
( ) ( )lim lim

x x

f x
a f x

x→±∞ →±∞
= = ) نقول إن∞± )fC    يقبل المستقيم ذا المعادلة  

         y= axآاتجاه  مقارب .  
   محور تماثل–مرآز ثماثل  - 3 

  محور تماثل 1 -3  
) آان  اذا      )fC يقبل المستقيم الذي معادلته x a= آمحور تماثل   

)فهذا يعنى أن معادلة  )fC  في المعلم ( ); ;i jΩ
G G

) حيث  );0aΩ   

)هي على شكل  ) ( )Y f a X Xϕ= +  دالة زوجية و ϕ حيث =
X x a
Y y
= −

 =
  

)ي أن أ ) ( )X D X Xϕ ϕ ϕ∀ ∈ − =  

) أي  ) ( )X D f a X f a Xϕ∀ ∈ − = +  

X بما أن  x a= )  فان − ) ( )2fx D f a x f x∀ ∈ − =  

  
     خاصية     

   إذا وفقط إذا آان  f    محور تماثل لمنحنى دالة x = aيكون المستقيم الذي معادلته ,        في معلم متعامد 
           ( )2 ; (2 ) ( )f fx D a x D f a x f x∀ ∈ − ∈ − =                                          

   مرآز تماثل3-2  
)  اذا آان  )fC يقبل النقطة ( );a bΩ آمرآز تماثل   

)فهذا يعنى أن معادلة  )fC  في المعلم ( ); ;i jΩ
G G

   

)هي على شكل )Y b f a X+ = +  

) أي  ) ( )Y f a X b Xϕ= + − =   

 دالة فردية و ϕ  حيث 
X x a
Y y b
= −

 = −
  

)أي أن  ) ( )X D X Xϕ ϕ ϕ∀ ∈ − = −  

) أي  ) ( )X D f a X b f a X bϕ∀ ∈ − − = − + +   

)أي  ) ( )2X D f a X b f a Xϕ∀ ∈ − = − +  

X بما أن  x a= )  فان − ) ( )2 2fx D f a x b f x∀ ∈ − = −  

    خاصية 
)تكون النقطة  ,في معلم ما    );a bΩمرآز تماثل لدالة f  إذا وفقط إذا آان    

     ( )2 ; (2 ) 2 ( )f fx D a x D f a x b f x∀ ∈ − ∈ − = −  

     تمرين
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          1 (( ) 2 2 3f x x x= − )   بين أن المستقيم + ) : 1D x ) محور تماثل للمنحنى = )fC  

          2 (( )
2 2

1
xf x
x
−

=
−

)    بين أن النقطة  )1;2Ω مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

  الة الدوريةالد - 4 
        تعريف 1- 4   

   موجب قطعا بحيث   T دالة دورية إذا وجد عدد حقيقي f       نقول أن 
                                      ; ( ) ( )f f fx D x T D x T D f x T f x∀ ∈ + ∈ − ∈ + =  

   fاصغر دور موجب قطعا يسمى دور الدالة .f يسمى دور الدالة T       العدد 
  أمثلة

cosxالدالتان *  x→ و sinx x→ 2 دوريتان و دورهماπ  
tanxالدالة *  x→ دورية دورها π  

cosx الدالتان * ax→ و sinx ax→)   0حيثa دوريتان و دورهما ) ≠
2
a
π

  

tanxالدالة *  ax→ ) 0حيثa دورية دورها ) ≠
a
π

  

  تمرين

cos    حدد دورا للدوال sinx x x→     و −
13 cos
4

x x→ tan  و − 3x x→ 2  وcosx x→  

  خاصية 2 -4  
, فان          T دور f               إذا آانت للدالة  ( ) ( )fx D n f x nT f x∀ ∈ ∀ ∈ + =]    

  )نبين الخاصية بالاستدلال بالترجع(  
  التمثيل المبياني لدالة دورية 3- 4

) و T دورية دورها f   لتكن  )fC منحناها في مستوى منسوب ال معلم ( ); ;O i j
G G

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

] على fمنحنى الــدالة   [0 0; ( 1)fD x nT x n T∩ + + ]هـو   صورة منحنى الدالة   على+ [TxxDf +∩   بواسطة الإزاحة ,00

nTذات المتجهة i⋅
G

  . عدد صحيح نسـبيn حيث 
 :ملاحظة

] لإنشاء منحنى دالة دورية يكفي إنشائه جزئه على مجال من نوع              [0 0 0,fI D x x T= ∩ +  

Tnit             استنتاج المنحنى  باستعمال الإزاحة  G  
 أمثلة

cosx  دالة *    x→ 2 دورية ودورهاπ إذن يكفي دراستها على ] ];π π−  

cosx     و حيث أن  x→ زوجية فنقتصر دراستها على [ ]0;π 

[ ] ( )0; cos ' sinx x xπ∀ ∈ = −  

    جدول التغيرات    
π                                          0  x  

                                             1   
1-  

cos x  
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sinx     دالة  x→ 2 دورية ودورهاπ إذن يكفي دراستها على ] ];π π−  

sinx     و حيث أن  x→  فنقتصر دراستها على فردية[ ]0;π 

[ ] ( )0; sin ' cosx x xπ∀ ∈ =  

      
   جدول التغيرات 

π                      
2
π

                   0  
x  

                           1                     
0                                               0  

sin x  

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tanx دالة **     x→ حيز تعريفها/
2

k kπ π − + ∈ 
 

\ ; إذن يكفي دراستها على πدورية ودورها  و [
2 2
π π− 

  
  

tanx     و حيث أن  x→  0زوجية فنقتصر دراستها على فردية;
2
π 

  
  

    

( ) 20; tan ' 1 tan
2

x x xπ ∀ ∈ = +  
  

  
     جدول التغيرات 

 
2
π

                                            0  
x  

+∞                     
                                                0  

tan x  
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 تصميم دراسة دالة
   في غالب الأحيان نتبع الخطوات التاليةf     لدراسة دالة 

  )ردية أو دورية زوجية أو فf آانت إذاخاصة (تحديد مجموعة التعريف ثم تحديد مجموعة الدراسة  •
 دراسة الاتصال و الاشتقاق و تحديد الدالة الاشتقاق و دراسة إشارتها •
 وضع جدول التغيرات •
 دراسة الفروع الانهائية  •
 دراسة التقعر ان آان ذلك ضروريا و تحديد نقط انعطاف إن وجدت •
  إنشاء المنحنى •
  تمرين

   في الحالات التاليةf       أدرس ومثل مبيانيا الدالة 

( ) 1) : 3
2

a f x x
x

= − +
−

        ( ) 2

2
) :

1
x

b f x
x

=
+

           ( ) 1) : cos cos 2
2

c f x x x= +  

 

 تمارين و حلولها

1  تمرين  

):  الدالة العددية للمتغير الحقيقي المعرفة بـf    نعتبر   ) 11
2

f x x
x

= − +
−

  

)    ليكن  )fC منحنى الدالة f في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم ( ); ;O i j
G G

  

  fDحدد ) أ - 1

)حدد ) ب )lim
x

f x
→ +∞

) و  )lim
x

f x
→−∞

  

)حدد ) ج )
2

lim
x

f x
+→

) و  )
2

lim
x

f x
−→

   و أول النتيجتين هندسيا

)بين أن )   أ-2      ) ( )( )
( )2

1 3
'

2
f

x x
x D f x

x

− −
∀ ∈ =

−
  

   و أعط جدول تغيراتهاfأدرس تغيرات )          ب

) حدد معادلة المماس للمنحنى -3      )fC 0 عند النقطة ذات الأفصول  

) بين أن النقطة -4      )2;1A مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

1y  بين أن المستقيم ذا المعادلة -5      x= ) مقارب مائل للمنحنى − )fC و ∞+ بجوار−∞  

) أنشئ -6      )fC  

  الجواب

( ) 11
2

f x x
x

= − +
−

  

  fDحدد ن) أ    

                     { }2fD = −\  

)حدد ن) ب )lim
x

f x
→ +∞

) و  )lim
x

f x
→−∞

  

( ) 1lim lim 1
2x x

f x x
x→ +∞ → +∞

= − + = +∞
−

)  و  ) 1lim lim 1
2x x

f x x
x→ −∞ → −∞

= − + = −∞
−

  

)حدد ) ج )
2

lim
x

f x
+→

) و  )
2

lim
x

f x
−→

   و أول النتيجتين هندسيا

( )
2 2

1lim lim 1
2x x

f x x
x+ +→ →

= − + = +∞
−

) و  )
2 2

1lim lim 1
2x x

f x x
x− −→ →

= − + = −∞
−
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2x ومنه المستقيم ذا المعادلة  ) مقارب عمودي للمنحنى = )fC  

)بين أن ن)   أ-2      ) ( )( )
( )2

1 3
'

2
f

x x
x D f x

x

− −
∀ ∈ =

−
  

      { } ( ) 12 1
2

x f x x
x

∀ ∈ − = − +
−

\  

       f دالة قابلة للاشتقاق في آل نقطة من {   )جذرية دالة fلأن  (\−2{

{ } ( )
( )

( )
( )

( )( )
( )

2

2 2 2

2 1 3 112 ' 1
2 2 2

x x x
x f x

x x x

− − − −
∀ ∈ − = − = =

− − −
\  

   جدول تغيراتهايعطن و fدرس تغيرات ن)          ب

)      إشارة  )'f x هي إشارة ( )( )3 1x x− −  

+∞                 3                            2                        1                 −∞  x  
       +             0           -           -            0+             ( )'f x  

+∞                                         +∞ 
                       

                        3  

                       1-  
  

−∞                                    −∞  
f  

  
)حدد معادلة المماس للمنحنى ن -3      )fC 0 عند النقطة ذات الأفصول  

)معادلة المماس للمنحنى       )fC هي 0 عند النقطة ذات الأفصول ( ) ( )' 0 0y f x f= +  

     أي هي 
3 3
4 2

y x= − −  

)بين أن النقطة ن -4      )2;1A مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

        { } { }2 4 2x x∀ ∈ − − ∈ −\ \      

)        و  ) ( )1 1 12 2 1 3 ; 4 3
2 2 2

f x x x f x x
x x x

− = − + − = − + − = − +
− − −

       

)        ومنه  ) ( )4 2f x f x− = )    إذن    − )2;1A مرآز تماثل للمنحنى ( )fC  

1yبين أن المستقيم ذا المعادلة ن  -5      x= ) مقارب مائل للمنحنى − )fC و ∞+ بجوار−∞  

( ) ( ) ( ) ( )1 1lim 1 lim 0 ; lim 1 lim 0
2 2x x x x

f x x f x x
x x→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

− − = = − − = =
− −

  

1yالمستقيم ذا المعادلة        إذن  x= ) مقارب مائل للمنحنى − )fC و ∞+ بجوار−∞  

)نشئ ن -6      )fC  
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 2تمرين

)      للمتغير الحقيقي المعرفة بـ f    نعتبر الدالة العدية      ) 2
1 21

2
xf x

x x
−

= +
− −

    

  fD عند محدات f  و حدد نهايات fDحدد  - 1

)  حدد -2      )'f x لكل xمن fD  

  f   أدرس تغيرات -3     

يقبل fC بين أن -   أ-4     
1 ;1
2

I  
 
 

  . آنقطة انعطاف

 بين أن -         ب
1 ;1
2

I  
 
 

  fC مرآز تماثل لـ

  I عند النقطة fC   حدد معادلة المماس لـ-          د
   أدرس الفروع اللانهائية - أ-5     

  fC  أنشئ المنحنى-         ب
 الجواب

                 ( ) 2
1 21

2
xf x

x x
−

= +
− −

    

 fD عند محدات fحدد نهايات ن  و fDدد نح - 2
 \∋x ليكن 
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      2 2 0 1 2fx D x x x et x∈ ⇔ − − ≠ ⇔ ≠ − ≠  

[      إذن  [ ] [ ] [; 1 1;1 1;fD = −∞ − ∪ − ∪ +∞  

  

     ( ) 2
1 2lim lim 1 1

2x x

xf x
x x±∞ ±∞

−
= + =

− −6 6
2 لأن  2

1 2 2 2lim lim lim 0
2x x x

x x
xx x x±∞ ±∞ ±∞

− − −
= = =

− −6 6 6
  

2 لدينا 
2 2

lim 1 2 3 lim 2 0
x x

x x x− = − − − =
6 6

  

+∞              2                          1 -                      −∞  x  
               +   0             -            0+               ( )f x  

  

)  ومنه  ) 22 2

1 2lim lim 1
2x x

xf x
x x+ +

−
= + = −∞

− −6 6
) و  ) 22 2

1 2lim lim 1
2x x

xf x
x x− −

−
= + = +∞

− −6 6
  

2 لدينا 
1 1

lim 1 2 3 lim 2 0
x x

x x x
− −

− = − − =
6 6

  

)  ومنه  ) 21 1

1 2lim lim 1
2x x

xf x
x x+ +− −

−
= + = −∞

− −6 6
) و  ) 21 1

1 2lim lim 1
2x x

xf x
x x− −− −

−
= + = +∞

− −6 6
  

)حدد ن  -2      )'f x لكل xمن fD  

        

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )

2 2

22

2

22

1 2 ' 2 2 ' 1 2
'

2

2 2 2 1 1 2
'

2

x x x x x x
f x

x x

x x x x
f x

x x

− − − − − − −
=

− −

− − − − − −
=

− −

  

                  

( )
( )

( )
( )

2 2

22

2

22

2 2 4 4 4 1'
2

2 2 5'
2

x x x xf x
x x

x xf x
x x

− + + + − +
=

− −

− +
=

− −

  

  fدرس تغيرات ن   -3     

            ( )
( )

2

22

2 2 5'
2

f
x xx D f x
x x

− +
∀ ∈ =

− −
  

)        إشارة  )'f x 22 هي إشارة 2 5x x− +  

            4 40 36∆ = − = −  

22           اذن  2 5 0x x x∀ ∈ − +\ ;  
  f            جدول  التغيرات 

+∞                               2                                1-                             −∞  x  
+                                  +                                +                   ( )'f x  

1                                      +∞                            +∞  
                              −∞                            −∞                                    1   

f  

  

يقبل fCبين أن ن -   أ-4     
1 ;1
2

I  
 
 

  . آنقطة انعطاف
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              ( )
( )( )
( )

2

32

2 2 1 7
''

2
f

x x x
x D f x

x x

− − − +
∀ ∈ =

− −
  

     ( )"f x تنعدم في 
1
2

يقبل fC مع تغيير الإشارة إذن  
1 ;1
2

I  
 
 

   آنقطة انعطاف

بين أن ن -         ب
1 ;1
2

I  
 
 

  fC مرآز تماثل لـ

          1f fx D x D∀ ∈ − ∈  

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2

2 2

1 2 1 1 21 1 1
21 1 2

1 2 1 22 2 1 1
2 2

x xf x
x xx x

x xf x
x x x x

− − −
− = + = −

− −− − − −

− −
− = − − = −

− − − −

  

  

)  إذن  ) ( )1 2f x f x− =  ومنه −
1 ;1
2

I  
 
 

  fC مرآز تماثل لـ

  I عند النقطة fCحدد معادلة المماس لـن   -          د

  هي I عند النقطة fCمعادلة المماس لـ           
1 1' 1
2 2

y f x  = − +  
  

  

        أي 
8 1 1
9 2

y x = − + 
 

  ومنه 
8 5
9 9

y x= +  

  رس الفروع اللانهائية ند - أ-5     
)          لدينا  )lim 1

x
f x

±∞
=

6
1yالمستقيم ذا المعادلة  ومنه    fC مقارب أفقي للمنحنى =

)   لدينا  ومنه  )
2

lim
x

f x
+

= −∞
6

) و  )
2

lim
x

f x
−

= +∞
6

2x ومنه المستقيم ذا المعادلة    fC مقارب عمودي للمنحنى =

)   لدينا   )
1

lim
x

f x
+−

= −∞
6

) و  )
1

lim
x

f x
−−

= +∞
6

1x ومنه المستقيم ذا المعادلة  =   fC مقارب عمودي للمنحنى −

  
  fCنشئ المنحنىن  -  ب
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

https://talamid.ma
https://talamid.ma


 12

  3تمرين

)                   للمتغير الحقيقي المعرفة بـ f          نعتبر الدالة العدية      ) 1 cos
1 cos

xf x
x

+
=

−
    

) و fDحدد - 1 )
0

lim
x

f x
→

 

 رها دالة دورية و حدد دوf بين أن - أ - 2
 f مجموعة دراسةED زوجية استنتج fب تأآد أن 

 ED على  fأدرس تغيرات - 3

 fCأنشئ المنحنى - 4
 الجواب

 

( ) 1 cos
1 cos

xf x
x

+
=

−
  

) و fDحددن - 5 )
0

lim
x

f x
→

 

  \∋xليكن 
 cos 1 2 /fx D x x k kπ∈ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ∈]   

}  اذن  }2 /fD k kπ= − ∈\ ] 

  دالة دورية و حدد دورهاfبين أن ن - أ - 6
    { } { } { }2 / 2 2 / 2 2 /x k k x k k x k kπ π π π π∀ ∈ − ∈ + ∈ − ∈ − ∈ − ∈\ ] \ ] \ ]  

      ( ) ( )
( ) ( )

1 cos 2 1 cos2
1 cos 2 1 cos

x xf x f x
x x

π
π

+ + +
+ = = =

− + −
 2π  دالة دورية و حدد دورهاf    اذن           

  f مجموعة دراسةEDستنتج ن زوجية fتأآد أن ن - ب

    { } { }2 / 2 /x k k x k kπ π∀ ∈ − ∈ − ∈ − ∈\ ] \ ]  

    ( ) ( )
( ) ( )

1 cos 1 cos
1 cos 1 cos

x xf x f x
x x

+ − +
− = = =

− − −
[   ومنه               زوجيةf    إذن  ]0;ED π= 

 ED على  fدرس تغيراتن - 7

      ] ] ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )2 2

sin 1 cos 1 cos sin 2sin0; '
1 cos 1 cos

x x x x xx f x
x x

π
− − − + −

∀ ∈ = =
− −

  

        
π                                     0 x  
0                  -  ( )'f x  

+∞ 
0            

( )f x  

 
 fCىأنشئ المنحن - 8
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  4تمرين

):  للمتغير الحقيقي المعرفة بـ الدالة العدديةf    نعتبر   ) 1 cos
sin

xf x
x

−
=  

)    ليكن  )fC منحنى الدالة fلم متعامد ممنظم  في مستوى منسوب إلى مع( ); ;O i j
G G

  

   fDحدد ) أ - 1

   دالة فرديةfبين أن ) ب
  2π دورية دورها fبين أن ) د

) بين) ج )
0

lim 0
x

f x
+→

) ثم حدد = )lim
x

f x
π −→

   مع تأويل النتيجة هندسيا

[بين أن )   أ- 2     [ ( ) 10; '
1 cos

x f x
x

π∀ ∈ =
+

  

[ على fأدرس تغيرات )          ب [0;πو أعط جدول تغيراتها   

) تقعرحدد )  أ- 3     )fC   

)أنشئ  ) ب          )fC  

 الجواب

                               ( ) 1 cos
sin

xf x
x

−
=  

  fDحدد ن) أ - 2

                      { }/fD k kπ= − ∈\ ]  

   دالة فرديةfبين أن ن) ب

}لدينا    }/x k kπ∀ ∈ − ∈\ ]   :           { }/x k kπ− ∈ − ∈\ ]  

( ) ( )
( ) ( )

1 cos 1 cos 1 cos
sin sin sin

x x xf x f x
x x x

− − − −
− = = = − = = −

− −
  

   دالة فرديةfإذن 
  2π دورية دورها fبين أن ن) د

{ } { }/ 2 /x k k x k kπ π π∀ ∈ − ∈ + ∈ − ∈\ ] \ ]  

( ) ( )
( ) ( )

1 cos 2 1 cos2
sin 2 sin

x xf x f x
x x

π
π

π
− + −

+ = = =
+

  

f 2 دورية دورهاπ  

[ فان مجموعة الدراسة هي  دالة فرديةf و 2π دورية دورها f بما أن :ملاحظة [0;ED π=  

  
) ينبن) ج )

0
lim 0
x

f x
+→

) حددنثم  = )lim
x

f x
π −→

   مع تأويل النتيجة هندسيا

                  ( )
2

0 0 0

1 cos 1
1 cos 2lim lim lim 0 0

sinsin 1x x x

x
x xf x x

xx
x

+ + +→ → →

−
−

= = = × =  

( ) 1 coslim lim
sinx x

xf x
xπ π− −→ →

−
= = xومنه المستقيم ذا المعادلة ∞+ π=مقارب للمنحنى ( )fC   

[بين أن ن)   أ- 2     [ ( ) 10; '
1 cos

x f x
x

π∀ ∈ =
+

  

            ] [ ( ) ( )2

2 2
sin 1 cos cos 1 cos 10; '

1 cossin 1 cos

x x x xx f x
xx x

π
− − −

∀ ∈ = = =
+−

  

[ على fدرس تغيرات ن)          ب [0;π جدول تغيراتهايعطن و   
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       ] [ ( )0; ' 0x f xπ∀ ∈ [ لأن ; [0; 1 cos 0x xπ∀ ∈ + ;  

[ تزايدية على f       ومنه  [0;π          

π                                                                            0  x  
+∞  

0 
f  

) تقعرحدد ن)  أ- 3     )fC   

[        لدينا  [ ( ) 10; '
1 cos

x f x
x

π∀ ∈ =
+

  

       ] [ ( )
( )2

sin0; ''
1 cos

xx f x
x

π∀ ∈ =
+

  

π                                                                          0   x  
+  ( )"f x  

  

) إذن  )fC محدب على ] [0;π و حيث f فردية فان ( )fCمقعر على] [;0π−   

) فان2π دورية دورها fوبما أن  )fC محدب على آل مجال من شكل ] [2 ; 2k kπ π π+ و مقعر على  

] [2 ;2k kπ π π− k حيث + ∈]   

  

)نشئ ن ) ب          )fC 
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 تمارين للعلوم رياضية
 

 تمارين و حلول
  1تمرين

  للمتغير الحقيقي المعرفة بـ f  نعتبر الدالة العدية

( )

( )

2

2

1 1
1 1
2 1

f x x x x
xf x x x

x

 = − − ≤


= +
+

;
  

 -1  و   1 تينأدرس اتصال في النقط)   أ - 1
   و  أول النتائج هندسيا-1و 1 تين في النقطfاشتقاق أدرس ) ب

)أحسب ) أ - 2 )'f x لكل x من ] ) ثم أحسب −1;1] )'f x لكل x من ] [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ +∞   

  fأدرس تغيرات ) ب
 .   و مقاربهfC ثم الوضع النسبي لـfCأدرس الفروع اللانهائية لـ - 3

 fC  أدرس تقعر- 5
  fCأنشئ  - 6

  الجواب

( )

( )

2

2

1 1
1 1
2 1

f x x x x
xf x x x

x

 = − − ≤


= +
+

;
  

 -1  و   1 تينرس اتصال في النقطند)   أ - 4

       ( ) 2

1 1
lim lim 1 1
x x

f x x x
− −→ →

= − − )  و = ) 21 1

1lim lim 1
2 1x x

xf x x
x+ +→ →

= + =
+

  

)      ومنه  ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
+ −→ →

=   1 متصلة في f  اذن =

     ( ) 2

1 1
lim lim 1 1
x x

f x x x
+ +→− →−

= − − = )  و − ) 21 1

1lim lim 1
2 1x x

xf x x
x− −→− →−

= + = −
+

  

) ومنه  ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
+ −→− →−

= =  -1 متصلة في f  اذن −

    و  نؤول النتائج هندسيا-1و 1 تين في النقطfاشتقاق درس ن) ب

( ) ( ) 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1lim lim lim 1 1 lim 1 1
1 1 1 1x x x x

f x f x x x x x
x x x x− − − −→ → → →

− − − − −
= = + + = + + = +∞

− − − −
  

  1 يقبل نصف مماس عمودي على يسار f و منحنى 1لى يسار لا تقبل الاشتقاق عfومنه 

( ) ( )
( )

2 2

21 1 1 1

1 111 1 1 1 12 21 1lim lim lim lim
1 1 2 1 2 22 1x x x x

x xxf x f xx x
x x x x+ + + +→ → → →

+ − −− − ++ += = + = + =
− − − +

  

 يقبل نصف مماس معامله الموجه f و منحنى 1 تقبل الاشتقاق على يمينfومنه 
1
2

  1يمين على 

( ) ( ) 2

1 1 1 1

1 1 1 1 1lim lim lim 1 1 lim 1 1
1 1 1 1x x x x

f x f x x x x x
x x x x+ + + +→− →− →− →−

− − − + +
= = − − = − − = −∞

+ + + +
  

  -1 يقبل نصف مماس عمودي على يمين f و منحنى - 1 لا تقبل الاشتقاق على يمين fومنه 

( ) ( )
( )

2 2

21 1 1 1

1 111 1 1 1 12 21 1lim lim lim lim
1 1 2 1 2 22 1x x x x

x xxf x f xx x
x x x x− − − −→− →− →− →−

+ + +− − ++ += = + = + =
+ + + +

  

 يقبل نصف مماس معامله الموجهfى و منحن- 1 تقبل الاشتقاق على يسارfومنه
1
2

  -1على يسار 
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)نحسب ) أ - 5 )'f x لكل x من ] ) ثم أحسب −1;1] )'f x لكل x من ] [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ +∞   

      ] [ ( )
2

1;1 ' 1
1

xx f x
x

∀ ∈ − = +
−

  

      ] [ ] [ ( ) ( )
2 2

2 22
1 1 2 2 1; 1 1; '
2 1 12 1

x xx f x
x xx

+ −
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ = + = =

+ ++
 

   fدرس تغيرات ن) ب

[لدينا  [ ( ) ( )
2

2 2 2

1 21;1 ' 1
1 1 1

x xx f x
x x x x

−
∀ ∈ − = + =

− − − −
  

[ [ ( )0;1 ' 0x f x∀ ∈ ;  

] [ ( ) ( )
2

2 2 2

1 21;1 ' 1
1 1 1

x xx f x
x x x x

−
∀ ∈ − = + =

− − − −
  

) إشارة )'f x على ] 21 إشارة هي −0;1] 2x− على ] [1;0−  

] [ ( ) 21;0 ' 0
2

x f x x∈ − = ⇔ = −  

) ومنه  ) ( )2 2;1; ' 0 0 ' 0
2 2

x f x x f x
   

∀ ∈ − − ≤ ∀ ∈ −   
   

;  

] [ ] [ ( ) 2
1; 1 1; '

1
x f x

x
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ =

+
[ ومنه  [ ] [ ( ); 1 1; ' 0x f x∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ ;  

+∞                1                  
2

2
−                1-               −∞ x  

+             +       0           -  +  ( )'f x  

+∞               1                                            1-                    
                                        2−                                   −∞  

f  

 
 .   و مقاربهfC ثم الوضع النسبي لـfCس الفروع اللانهائية لـدرن - 6

)  لدينا  ) ( )2 2
1 1lim lim ; lim lim
2 21 1x x x x

x xf x x f x x
x x→−∞ →−∞ →+∞ →+∞

= + = −∞ = + = +∞
+ +

  

   ( ) 2
1 1lim lim lim 0
2 1x x x

xf x x
xx→±∞ →±∞ →±∞

− = = =
+

) ومنه المستقيم  )D ذا المعادلة
1
2

y x=  مقارب للمنحنى

fC  

] [ ] [ ( ) 2
1; 1 1;
2 1

xx f x x
x

∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ − =
+

  

) فوق fC و منه  )D على ] )تحت  fC و ∞+;1] )D على ] [; 1−∞ −  

  fCدرس تقعرن  - 5

] [ ( )
( )

2
2

2

2 2 2

1
111;1 " 0

1 1 1

xx
xx f x

x x x

− +
−∀ ∈ − = =

− − −
[ محدب على fC ومنه ; [1;1−  

] [ ] [ ( )
( )22

2; 1 1; ''
1

xx f x
x

−
∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ =

+
  :ومنه 
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 ] [ ( )
( )22

21; '' 0
1

xx f x
x

−
∀ ∈ +∞ =

+
[ مقعر على fC أي ≻ [1;+∞  

] [ ( ); 1 '' 0x f x∀ ∈ −∞ − [ محدب على fC أي ; [; 1−∞ − 

  fCنشئ  ن- 6
  
  
  
  
  

  
  
 

  2تمرين

)  للمتغير الحقيقي المعرفة بـf  نعتبر الدالة العدية ) 1 1
cos sin

f x
x x

= +  

  f حيز تعريف الدالة fDحدد  - 1

 f دور للدالة 2π بين أن - أ - 2

) بين أن - ب ) ( )fx D f x f xπ∀ ∈ + = −  

) أحسب - 3     )'f x  

] على fأدرس تغيرات  - 4     ]0; fDπ ∩  

] على f أنشئ منحنى قصور الدالة - 5     ]0;2 fDπ ∩  

  الجواب

( ) 1 1
cos sin

f x
x x

= +  

  fDنحدد  - 3

  \∋x  ليكن 
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sin 0 cos 0

/
2

/
2

f

f

f

x D x et x

x D x k et x k k

x D x k k

ππ π

π

∈ ⇔ ≠ ≠

 ∈ ⇔ ≠ ≠ + ∈ 
 

∈ ⇔ ≠ ∈

]

]

  

/  اذن 
2fD k kπ = − ∈ 

 
\ ]  

 f دور للدالة 2π بين أن - أ - 4

( ) ( ) ( ) ( )

/ /
2 2

1 12
sin 2 cos 2

x k k x k k

f x f x
x x

π π

π
π π

   ∀ ∈ − ∈ ∈ − ∈   
   

+ = + =
+ +

\ ] \ ]
  

 f دور للدالة 2πإذن 

)أن  نبين - ب ) ( )fx D f x f xπ∀ ∈ + = −  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
sin cos sin cosfx D f x f x

x x x
π

π π
∀ ∈ + = + = + = −

+ + − −
  

) نحسب - 3     )'f x  

( ) ( )( ) ( )3 3

2 2 2 2 2 2 2 2

sin 2sin cos 1sin cos 1 cos sincos sin sin cos 2'
sin cos sin cos sin cos sin cos

xx xx x x xx x x xf x
x x x x x x x x

 − + − + ⋅− −  = + = = =
⋅ ⋅ ⋅

  

] على f ندرس تغيرات - 4     ]0; fDπ ∩  

)         إشارة  )'f xة  هي إشارsin cosx x−  

0; ; sin cos 0
2 2 4

x x x xπ π ππ   ∈ ∪ − = ⇔ =      
  

π                       
2
π

                        
4
π

                       0  x  

+     +                     0             -  ( )'f x  

+∞                     
                    −∞ 

+∞                                           +∞  
                        2 2   

f  

  
] على f ننشئ منحنى قصور الدالة - 5     ]0;2 fDπ ∩  

( )lim
x

f x
π −→

= x ومنه المستقيم ذا المعادلة ∞+ π=ارب للمنحنى  مقfC  

( ) ( )
2 2

lim ; lim
x x

f x f x
π π− +

→ →

= +∞ =  ومنه المستقيم ذا المعادلة ∞−
2

x π
  fC مقارب للمنحنى =

( )
0

lim
x

f x
+→

= 0x ذا المعادلة  ومنه المستقيم∞+   fCحنى  مقارب للمن=

;0 على fCننشئ  ;
2 2
π π π   ∪      

 و نستنتج الجزء الأخر على 
3 3; ;2
2 2
π ππ π   ∪      

) حيث  ) ( )f x f xπ+ = −  
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