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 التمرين الاول

1-  3E M  وE   لأن(
   

3
0 0,0

M
M E  ) 

لدٌنا       و          2

0 2 0 2

, , , ; , , 0 0 0 0 0 0

0 0

x y y a b b

M x y M a b E M x y M a b

y x y b a b

      
   

       
       

  

                 

     

   

0 2

0 0 0

0

x a y b y b

y b x a y b

     
 

  
     

 

                                      ,M x a y b E    

 إذن

E للزمرة جزئٌة زمرة   3 ,M  

      لدٌنا          -2

         

' ' '

' ' 2 ' '

' ' '

0 2 0 2

, , x , ; , , 0 0 0 0 0 0

0 0

x y y x y y

M x y M y E M x y M x y

y x y y x y

     
  

      
       

 

           

      

      

' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

2 0 2 2

0 0 0

0 2

x y x y yy y x y y x y

y x y y x y yy x y x y

       
 

  
 
       
 

 

              

 ' ' ' ' ' '

' ' ' ' ' '

0 2

0 0 0

0

xx xy yx yy xy yx

xy yx xx yy xy yx

     
 

  
 

    
 

 

                                                   ' ' ' 'xx ,M yy xy yx   

 إذن 

           ' ' 2 ' ' ' ' ' ', , x , ; , , xx ,M x y M y E M x y M x y M yy xy yx     
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' أ( -3 ' 'z x iy  و             
22

' ' ', ; ! , , , 0,0 /z z x y x y z x iy        

                                        لدٌنا                           ' ' 'z z x iy x iy      

                                                             ' ' ' 'xx yy i xy yx    

                                                                 ' ' ' ',M xx yy xy yx   

                                                                      ' ', ,M x y M x y  

                                                                                 'z z    

 إذن

     ' 'z z z z        2
',z z  منه و  من تشاكل  ,  نحو ,E  

ب( بما أن  ,  و  1زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد  تشاكل من ,  نحو ,E  

فإن   ,   زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد 1  و بما أن  E   و     1 1 0 1,0i M     

 فإن

 ,E  المحاٌد عنصرها تبادلٌة زمرة 1,0M 

لدٌنا  -4 ,E  و  زمرة تبادلٌةE  زمرة جزئٌة للزمرة  3 ,M إذن
 

 ,E زمرة تبادلٌة 

جزء مستقر من  E -2ولدٌنا حسب السؤال   3 ,M إذن
 


 

توزٌعً على
 

 ًفE
  

 نستنتج أن

 , ,E  
 تبادلً جسم 

 

أ( لدٌنا  -5    

0 0 0 0 2 0 0 0

, ; , 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

x y y

M x y E A M x y

y x y

      
     

          
          

  

                                          

0 0 0

, ; , 0 0 0

0 0 0

M x y E A M x y

 
 

     
 
 
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ب( نفترض أن ل  ,M x y  ًمماثلا ف  3 ,M هو 
1M 

  

     1 1

0 0 0 0 0 0

, 0 0 0 , 0 0 0

0 0 0 0 0 0

A M x y A M x y M M 

   
   

         
   
   

 

            1

0 0 0

, 0 0 0

0 0 0

A M x y M 

 
 

     
 
 

 

                                        

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A

 
 

   
 
 

  

 وهذا تناقض ومنه

فً مقلوبا تقبل لا E عناصر جمٌع  3 ,M 
 

 التمرين الثاني

 الجزء الاول

لدٌنا  -1 3 3 3 3173| 0 173a b a b     إذن 3 3 173a b   و منه     
57 57

3 3 173a b  

 و بالتالً            

 171 171 173a b  

|173و  أولً 173لدٌنا  -2 a    3173)إذن| 173|a a  )3173 )و| b 173| b) 

3و بما أن  3173| a b 3)فإن 3173| 173| ba ) 

 نستنتج أن 

173| 173| ba  

لدٌنا  ) -3 173| 173|a b  173و| a173)    منه( و| b  173و| a) 

أن                                                نستنتج            
173| a b 

ومنه حسب مبرهنة فرما الصغرى  bلاٌقسم 173 -2إذن حسبaلاٌقسم  173أ( لدٌنا  -4 172 1 173a و  172 1 173b  

 نستنتج أن   

 172 172 173a b 

ب(  لدٌنا  171 171 173a b 
 

 و 172 172 173a b
 

إذن  172 171 173a ba    ومنه 

   171 0 173a a b  

171173أولً فإن  173و بما أن 171aلاٌقسم  173فإن  aلاٌقسم  173ج( بما أن  1a   و بما أن 171173| a a b  

 فإن حسب مبرهنة كوص

173| a b 
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 الجزء الثانً

 :لدٌنا  من kو  yو  xلكل  -1

     

 
   2 2

3 3

173
173 173 1

173 1

x y k
x xy y k xy

x y xy

 
    

   

             
2

1k x y xy xy     

              
2

1 1k x y xy k     

              
2

1 1k x y k xy     

 إذن           

   
2

1 1k x y k xy    

1kنفترض أن  -2  حسب السؤال السابق لدٌنا   
2

1 1k x y k xy    

إذن      
2

1 1k x y k xy     

2kفإن  من kو  yو  xوبما أن   1وxy   و منه 1 1k xy   ما ٌستلزم أن 
2

0k x y   

xأي أن  y  المعادلة   تصبح 1 1k xy   1ما ٌستلزم أن 1k x y     و هذا تناقض مع كون

173 173x y k   : 1إذن الافتراض الأول خاطئ وعكسه هو الصحٌحk   

                      لدٌنا         
  1

173

x y

x y

  
   

أو    
   2

11

173173

x yx y
E

x yx y

     
      

  

                                           

2 172

2 174

x

y

 
 

    

أو
2 174

2 172

x

y

 
 

 

                                                 

86

87

x

y

 
 

    

أو
87

86

x

y

 
 

 

لدٌناعكسا و

 

      
23 3 2 287 86 86 87 87 87 86 86 173 87 86 173 1 86 87          

  
مجموعة حلول المعادلة  E  هً إذن 

    87,86 ; 86,87S  
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 التمرين الثالث

أ( لدٌنا  -1
  

  

 

 

1 2 2
1 21 2 1 2 2

2 1 1 2 1 2 1
1 2 1

1
2

2 1
1

2
2

z z z zz z z zz z z z z zz

z z z z z zz z z z
z z z zz

   
     

  
 

  

 إذن             

1 2

2 1

1
z z z

z z z


  


 

1غٌر مستقٌمٌة و   2Mو 1Mو Mو Oبما أن النقطب(          2

2 1

0

0

z z z

z z z

 
 

 
 ومنه  نقط متداورة هافإن

1 بالمثلث المحٌطة للدائرة تنتمً   M ةالنقط 2OM M 

1لدٌنا  -2 2 1 2 2 2 2 1

2 11 2 1 2 2 2

2 2 2 2z z z z z z z z
z z

z zz z z z z z
    

  
1لأن و  2 )z z 2 1(z z  

zإذن  z  ومنهz  نستنتج أن 

Mًالحقٌقً للمحور تنتم 

 

'هً:  و زاوٌته Oأ( الصٌغة العقدٌة الدوران الذي مركزه  -3 iz e z  1وبما أن صورةM 2ذا الدوران هً بهM  

 فإن

2 1

iz e z 

مثماثلٌن بالنسبة للمحور الحقٌقً و منه منتصف القطعة  2Mو  1Mمترافقٌن فإن  2zو   1zب( بما أن            1 2M M  ًٌنتم

 للمحور الحقٌقً

1و بما أن  2OM OM  فإن واسط القطعة 1 2M M أن  -2هو المحور الحقٌقً نستنتج حسب السؤال 

M ًالقطعة لواسط تنتم  1 2M M 

حلً المعادلة  2zو  1zأ(  -4   26 1 1 0i it e t e       1إذن 2

1

6

ie
z z

 
   1و 2

1

6

ie
z z

 
 

1إذن     2

1 2

1
2 162 2

1 1

6

i

i

i i

e
z z e

z
ez z e





 




  

 
:و منه  

 

1
2

1

i

i

e
z

e









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ب( لدٌنا 

2 2 2

2 2 2

2 sin
1 22 2 2 2 tan
1 2

2cos
2

i i i

i

i
i i i

e e e i
e

z i
e

e e e

  



   










 
 

     
  

 
 

 

وبما أن  0,   0فإن,
2 2

  
 
 

tanو منه  0
2


  نستنتج أن الشكل المثلثً لz هو 

2 tan ,
2 2

z
  

  
 

 

 التمرين الرابع

 الجزء الأول

من  xلكل  -1 0, الدالة: tt e   متصلة على 0, x   و قابلة للاشتقاق على 0, x  التزاٌدات إذن حسب مبرهنة

 المنتهٌة 

من  ٌوجد  0, x بحٌث
   

 '
0

0

x

x

 
 





و بالتعوٌض نحصل على  

1xe
e

x





  ومنه

1 x

x
e

e







  

     0 ; 0, /
1 x

x
x x e

e




     


 

                         لدٌنا و ب( أ(  -2 0 ;0 < < 1< < 1< <
1

x x

x

x
x x e e e

e




   


  

                             

 

 
1 0

1 < < 1

xe

x x xe x e e

 

   

                        
1 < 1 <

< 1 1<

x x

x x

e x x e

x e x e

    
  

   
  

 إذن 

 0 ;1 < xx x e   و  0 ; 1< xx x e  
 

 

                           لدٌنا   ج( 0 ;0 < < 1< < 1< <
1

x x

x

x
x x e e e

e




   


 

           1< < 0 < ln <
1 1

x x
x

x x

xe xe
e x

e e

 
   

  
 

تزاٌدٌة قطعا على ln)لأن الدالة  0, و منه) 

 0 ;0 < ln <
1

x

x

xe
x x

e

 
   

  
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 الجزء الثانً

أ( لدٌنا  -1   
00 0

1 1
lim lim lim 1 1 1

11 1

x
x

xx xx x

xe
f x e f

ee

x

   
     


  

 0 فً الٌمٌن على متصلةf إذن

 

ب( لدٌنا  
1

lim lim lim lim 0
11 1

x

xx xx x x x

xe x
f x x x

ee e

x x

   
     

 


لأن  
1

lim
x

x

e

x x
    

 إذن lim 0
x

f x x


 ل ومنه  C بجوار مائل مقارب  معادلته y x 

 

أ(من الجزء الأول:-2أ( لدٌنا حسب  -2
 
 0 ;1 < tt t e   إذن 0 ;1 tt t e    

إذن    
0 0

0 ; 1
x x

tx t dt e dt     

ٌستازم
 

 
2

0
0

0 ;
2

x
x

tt
x t e 

        
  

ومنه
  

 
2

0 ; 1
2

xx
x x e     

 

ب( لدٌنا
               

   

 

2

2

2

0 0

1
2

0 ; 1 0 ;
2

1
2

x

x

x x
t

x
e x

x
x x e x

t
t dt e dt








  

         
    
  

                               

2

2 3

0
0

1
2

0 ;

2 6

x

x
x

t

x
e x

x
t t

e t






  


   

         

 

                              

2

2 3

1
2

0 ;

1
2 6

x

x

x
e x

x
x x

e x






  

   
    

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 ومنه 

 
2 3 2

0 ; 1
2 6 2

xx x x
x e x      

 

                                                       أ( لدٌنا -3 
  11 10 ;

x

x

xe
f x ex

x x

    

                                                                 
 

1

1

x x

x

xe e

x e

 



 

                                         
 

 
2

1
1

x x

x

x
e x e

x e

   


 

                                                      
 

 2
1 x

f x
x e

x

   

 

 إذن 

 
 

 2

1 1
0 ;

xf x x e
x f x

x x

  
  

 
 

لدٌنا                      ب(    
2 3 2

2

1 1 1
0 ; 1 0 ;

2 6 2 2 6 2

x
xx x x x e x

x e x x
x


  

             

        2

1 1 1
0 ;

2 6 2

xx e x
x f x f x f x

x

   
      

 
 

                                
 

 
11 1

0 ;
2 6 2

f xx
x f x f x

x

 
      

 
 

وبما أن       
0 0

1 1 1 1
lim lim 0

2 6 2 2 2x x

x
f x f x f

  

 
    

 
  

 فإن        

 
0

1 1
lim

2x

f x

x


 ومنهf  و 0 فً الٌمٌن على للاشتقاق قابلة  ' 1

0
2

df  

xأ( الدوال  -4 x
 

xxو  e 1وx  و بالخصوص على  قابلة للاشتقاق على 0,  إذن الدالتٌنxx xe

1xx e   قابلتٌن للاشتقاق على 0, و بما أن 0 ; 1 0xx e     

فإن الدالة 
1

x

x

xe
x

e



قابلة للاشتقاق على  0,  
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  خلاصة

 على للاشتقاق قابلة f الدالة 0,
 

 

لدٌنا                  
  

 
'

2

1
0 ;

1

x x x x x

x

e xe e xe e
x f x

e

  
  


  

            
 

   2
1 1

1

x
x x

x

e
x e xe

e
   


 

           
 

 2
1

1

x
x x x

x

e
xe x e xe

e
    


 

                           
 

 2
1

1

x
x

x

e
e x

e
  


 

 

 إذن

   
 

 '

2
0 ; 1

1

x
x

x

e
x f x e x

e
    


 

 

 

ب( من الجرء الأول لدٌنا  -2حسب السؤال ب(  0 ; 1< xx x e  
 

إذن  0 ; 1 0xx e x     و منه   '0 ; 0x f x  
 

 

 على قطعا تزاٌدٌة  fالدالة أن نستنتج 0, 

 الجزء الثالث

برهان بالترجع  على العلاقة  -1 " ; 0"nn u    

0لدٌنا  0u   0إذن العلاقة صحٌحة من اجلn   

0nuنفترض أن  من   nلٌكن   1و نبٌن ان 0nu    

         ; 0 0 ln ln 0n n nn u f u f f u f       لأن(f  وln  تزاٌدٌتٌن قطعا على 0, 

) 

بما أن و     ln 0 ln 1 0f    1فإن 0nu   

 حسب مبدأ الترجع نستنتج أن

 ; 0nn u  
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ج(  -2لدٌنا حسب السؤال  -2 0 ;0 < ln <
1

x

x

xe
x x

e

 
   

 
 

وبما أن  ; 0nn u   فإن ;0 < ln <
1

n

n

u

n
nu

u e
n u

e

 
   

  

نستنتج أن

 

    ;0 < ln <n nn f u u  ًوبالتال  1;0 < <n nn u u 
 

 إذن

المتتالٌة nu  متقاربة إذن فهً 0 ب مصغورة أنها بما و قطعا تناقصٌة 

 

لدٌنا  -3      0 ; 1 1 <1 < < ln <
1 1

x
x x x x

x x

x xe
x e x e x e f x e f x x

e e
          

 
  

و   ln 0 0f  

إذن 
    

  

0 ;ln

ln 0 0

x f x x

f

   




 و منه 

 

 للمعادلة الوحٌد الحل هو 0  ln f x x
 

 

المتتالٌة  nu  متقاربة و الدالةln f متصلة على 0,  وتحقق    ln f 0, 0,    

تحقق المعادلة  lإذن نهاٌتها   ln f l l نستنتج أن 0التً تقبل حلا وحٌدا هو 

 

lim 0nu 
 

 

 التمرين الخامس

 لدٌنا  أ( -1  
1

0, ; 0
1t

t
e

   


  

إذن   
ln 2

1
0, ln 2 ; < 0

1

x

t
x dt

e
 


  و  

ln 2

1
ln 2, ; 0

1

x

t
x dt

e
   


 

و منه إشارة  F x  ًكما ٌل 

 F x المجال على قطعا موجبة  ln 2,
 

                                   F x المجال على قطعا سالبة  0, ln  و2 ln 2 0F   
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هً أصلٌة الدالة  Fب( الدالة 
1

1x
x

e



على   0,  و التً تنعدم عندln 2  

قابلة للاشتقاق على  Fإذن  0,و لدٌنا 

    ' 1
0, ;

1x
x F x

e
   


 

ج( لدٌنا     ' 1
0, ; 0

1x
x F x

e
    


 إذن

 على قطعا تزاٌدٌة Fالدالة 0,
 

 

1tuأ( بوضع  -2 e   ٌكون لدٌنا

2

2

1 2

2 2 1

91

ln 2 1

t

x

e u u
du dt dt dt du

u u u

t x u e

t u

 
   




  

   



  

                                                   ومنه
1 1

2 2ln2 1 1

1 1 2 2

1 11

x xx e e

t

u
dt du du

u u ue

 

 
 

    

                 1

1
2 tan 2 tan 1

4

xe xarc arc e
  

    
 

 

                   2 tan 1
2

xarc e


  
 

إذن
 

 

 

لدٌنا ب(      
0 0

lim lim 2 tan 1 2arctan 0
2 2 2

x

x x
F x arc e

  
  

        

                  و       lim lim 2 tan 1 2
2 2 2 2

x

x x
F x arc e

   

 
     

 

 

 
ln 2

1
2 tan 1

21

x
x

t
dt arc e

e


  



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ومنه 
 

 
0

lim
2x

F x



 و  lim

2x
F x




 

قابلة للاشتقاق على Fأ(  -3 0, إذن متصلة علٌه و بما أنها تزاٌدٌة قطعا على 0, 

فهً إذن تقابل من  0, نحو  0,F 
 

و لدٌنا       
0

0, limF , lim ,
2 2xx

F x F x
 

 

           

 إذن 

F من تقابل  0,نحو ,
2 2

  
 
  

 

    ب(            2 tan 1
2

yF y x arc e x


       0, ; ,
2 2

y x
   

       
  

  

                    tan 1
2 4

y x
arc e


    

                        1 tan
2 4

y x
e

 
    

 
             

        
21 tan

2 4

y x
e

 
    

 
 

  2ln 1 tan
2 4

x
y

  
     

  
   

 ومنه

F من تقابل  0,نحو ,
2 2

  
 
 

 و  1 2, ; ln 1 tan
2 2 2 4

x
x F x

       
        

    
 

 

 

 

 

 

           Yassine Mghazli

إنجاز- ذ:ياسين المغازلي-                   صفحة 12   

https://talamid.ma
https://talamid.ma


شعبت العلوم الرياضيت)أ( و)ب( -مادة:الرياضياث-6102الدورة العاديت -تصحيح الامتحان الوطني الموحد  

 

 إضافة

 

 

  fدالةلا مبٌان
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  Fالدالة مبٌان 
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