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 ℞ عنصرٌن من 𝑦 و  𝑥 قانون تركٌب داخلً لأنه إذا كان ∗لدٌنا 

𝑥 فإن   + 𝑦 − 2  𝜖 ℞   

 التمرين الأول 

 : تبادلي ∗لنبرهن على أن 

 تبادلً فً الحلقة +من أجل ذلك ٌكفً أن نلاحظ أن القانون 

,℞ الواحدٌة التبادلٌة   +,×    

,𝑥  ∀: إذن  𝑦  𝜖 ℞2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 = 𝑦 + 𝑥 − 2 = 𝑦 ∗ 𝑥 
  .℞ تبادلً فً ∗إذن 

  .℞ تجميعي في ∗لنبرهن على أن القانون 

  ℞ ثلاثة عناصر من 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن 

,𝑥  ∀:إذن  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞2   ;    𝑥 ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧     

  .℞ تجمٌعً فً المجموعة ∗و منه فإن القانون 

  .℞ فً المجموعة ∗ العنصر المحاٌد للقانون 𝜀لٌكن 
;   ℞𝑥𝜖∀ :      إذن    𝑥 ∗ 𝜀 = 𝜀 ∗ 𝑥 = 𝑥 

𝑥:   ننطلق من التعبٌر 𝜀لتحدٌد قٌمة  ∗ 𝜀 = 𝑥   

𝑥:   إذن  + 𝜀 − 2 = 𝑥 و منه     :𝜀 = 2 𝜖 ℞   

  .℞ فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 2إذن 

 ℞  زمرة تبادلٌة ٌكفً أن نبرهن على أن كل عنصر من  ∗, ℞ لكً تكون  

  .∗ بالقانون ℞ٌقبل مماثلا من 
  .∗ مماثله بالنسبة للقانون ′𝑥و  . ℞ عنصرا من 𝑥لٌكن 
𝑥:     إذن  ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 2 

𝑥:  ننطلق من المتساوٌة التالٌة  ∗ 𝑥′ = 2    
𝑥:  إذن  + 𝑥′ − 2 = ′𝑥:     ٌعنً 2 = 4 − 𝑥    

4  و هو ℞ ٌقبل مماثلا فً ℞ من 𝑥كل عنصر : و بالتالً  − 𝑥 .  

 : لقد حصلنا على المعلومات التالٌة  : خلاصة

  ∗ ًداخلً و تبادلً و تجمٌعً ف℞.  

  ∗ 2ٌقبل عنصرا محاٌدا و هو.  

  كل عنصر𝑥 4  ٌمتلك مماثلا و هو ℞ من − 𝑥 .  

 .  زمرة تبادلٌة  ∗, ℞ :  إذن 

  .℞ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 

   . ⊺, ℞   نحو   ×, ℞  تشاكل من  𝑓إذن 

= 𝑓 𝑥المعادلة  : ٌعنً  𝑦 ذات المجهول  𝑥 ًتقبل حلا وحٌدا ف ℞.  

,  ℞𝑦𝜖∀ :إذن    ∃! 𝑥 = 𝑦 − 2 𝜖 ℞   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦    

  .℞ نحو ℞ تقابل من 𝑓و هذا ٌعنً أن التطبٌق 

  . ⊺, ℞  نحو  ×, ℞  تشاكل تقابلً من 𝑓 : خلاصة

,𝑥  ∀:نستنتج أن  𝑦, 𝑧  𝜖 ℞3  ;    𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧    

  .℞ فً ∗ توزٌعً على ⊺القانون : أي 

 : حصلنا من خلال الأجوبة السابقة على المعلومتٌن التالٌتٌن 

    ⊺, ℞   نحو   ×, ℞  تشاكل تقابلً من  𝑓لدٌنا 

  انطلاقا من البنٌة الجبرٌة  ⊺, ℞ إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة  

 .                      𝑓  و ذلك عن طرٌق التطبٌق  ×, ℞ للمجموعة  

ل البنٌة الجبرٌة لمجموعة الأنطلاق : لأنه و كما نعلم  ٌُحوِّ التشاكل التقابلً 

 .إلى مجموعة الوصول

 . كَعُنصر محاٌد1 و ٌقبل  ×, ℞  تبادلً و تجمٌعً فً ×بما أن الضرب 

= 𝑓 1و     .℞ فً ⊺  عنصر محاٌد للقانون 3

   ⊺, ∗, ℞  نستنتج أن   5  و  4  و  3  و  2  و  1 إذن من النتائج 

  .3حلقة تبادلٌة و واحدٌة وحدتها العدد النسبً 

 :  تشاكلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℞2  ;   𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓 𝑥 ⊺ 𝑓 𝑦  

 : تقابلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

 ∀𝑦𝜖℞  ,  ∃! 𝑥 𝜖 ℞   ;   𝑓 𝑥 = 𝑦 
 : المعرف بما ٌلً ∗ مزودة بالقانون ℞المجموعة 

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℞2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 2 

𝑥 :    لدٌنا  ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 + 𝑧 − 2 = 𝑥 + 𝑦 − 2 + 𝑧 − 2 

= 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 − 2 − 2 
= 𝑥 +  𝑦 ∗ 𝑧 − 2 
= 𝑥 ∗  𝑦 ∗ 𝑧  

𝑓 : المعرف بما ٌلً 𝑓نعتبر التطبٌق  ∶   ℞ ,×   ⟼    ℞ ,⊺                                

𝑥  ⟼   𝑓 𝑥 = 𝑥 + 2
 

⊺ 𝑓 𝑥:                         لدٌنا  𝑓 𝑦 =  𝑥 + 2 ⊺  𝑦 + 2  

=  𝑥 + 2  𝑦 + 2 − 2 𝑥 + 2 − 2 𝑦 + 2 + 6 

= 𝑥𝑦 − 2 = 𝑓 𝑥 × 𝑦  

= 𝑓 𝑥 :لدٌنا  . ℞ عنصرا من المجموعة 𝑦لٌكن  𝑦  ⟺   𝑥 + 2 = 𝑦   
  ⟺   𝑥 = 𝑦 − 2  𝜖  ℞ 

 : ثلاثة أعداد نسبٌة ، لدٌنا من جهة أولى 𝑧 و 𝑦 و 𝑥لتكن 

 𝑥 ∗ 𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 𝑧 − 2 𝑥 ∗ 𝑦 − 2𝑧 + 6 

=  𝑥 + 𝑦 − 2 𝑧 − 2 𝑥 + 𝑦 − 2 − 2𝑧 + 6 

= 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 4𝑧 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 10 

 :  و من جهة ثانٌة لدٌنا 

= 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 − 4𝑧 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2𝑧 + 10 

=  𝑥𝑧 − 2𝑥 − 2𝑧 + 6 +  𝑦𝑧 − 2𝑦 − 2𝑧 + 6 − 2 

 𝑥 ⊺ 𝑧 ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ⊺ 𝑧 +  𝑦 ⊺ 𝑧 − 2 

 واحدية  و  تبادلية  حلقة   ⊺, ∗, ℞ :  لنبٌن أن 

   ℞,∗  زمرة تبادلٌة 

  ⊺ًقانون تجمٌع  

  ⊺ توزٌعً على ∗  

  ⊺ ٌقبل عنصرا 

  ℞محاٌدا فً 

  ⊺ ًتبادلً ف ℞  

 :لدٌنا  . ℞ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 

𝑥 ⊺ 𝑦 = 2  ⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = 2 

⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 4 = 0 

⟺   𝑥 𝑦 − 2 − 2 𝑦 − 2 = 0 

⟺   𝑦 − 2  𝑥 − 2 = 0 

⟺   𝑦 − 2 = 𝑥     أو     0 − 2 = 0 
⟺   𝑦 = 𝑥    أو     2 = 2 

 و  ∗ توزٌعً على القانون ⊺القانون    زمرة تبادلٌة  ∗, ℞  

 و  ℞ قانون تجمٌعً فً ⊺  ℞ تبادلً فً ⊺القانون  :فإن 
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 4 − 𝑥  𝜖 ℞ ∶  بما أن  ℞𝑥𝜖  و  ℞4𝜖  فإن  

 𝟑  

 𝟏   𝟐  
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 .  كاملة إذا كانت لا تحتوي على قواسم للصفر  ⊺, ∗, ℞ تكون الحلقة  

  . ⊺, ∗, ℞  قاسما للصفر فً 𝑥لٌكن 

;   𝑦 𝜖 ℞\ 2 ∃:     إذن    𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑦 ⊺ 𝑥 = 2 

𝑥  (  :أ (4و منه حسب نتٌجة السؤال   = 𝑦  أو  2 = 2  

إذن لا وجود لأي قاسم للصفر لأن قواسم الصفر إن وجدت ٌجب أن تخالف 

 .  حلقة كاملة  ⊺, ∗, ℞  و بالتالً  2العنصر المحاٌد 

   2 \℞  جسما إذا كان كل عنصر من   ⊺, ∗, ℞ تكون الحلقة الواحدٌة  

   . ⊺, ℞ فً   (أو مقلوبا  )ٌقبل مماثلا 

  .⊺ بالقانون ℞ من 𝑥و لذلك نحدد أولا الصٌغة العامة لمماثل عنصر 

 : إذن  . ⊺ بالنسبة للقانون 𝑥 مماثل 𝑦لٌكن 

  ⊺ بالنسبة لـ 1  مثلا هو مماثل ℞ 𝜖 1العنصر  
  ⊺ بالنسبة لـ 3  مثلا هو مماثل ℞ 𝜖 3و العنصر  

لكن العنصر  
11

5
 ∉   .⊺ بالنسبة للقانون 7  هو مماثل ℞ 

  .⊺ بالنسبة لـ  ℞ لا تقبل مماثلا فً ℞إذن توجد عناصر من 

 .   لٌست جسما  ⊺, ∗, ℞ و بالتالً فالحلقة  

 التمرين الثاني 

=∆:   أن  2  و  1 نستنتج إذن من  𝑎2 −1 + 𝑖 3 
2

 

=∆:    لدٌنا  𝑎2 −1 + 𝑖 3 
2

 

 : معرفٌن بما ٌلً 𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 المعادلة : إذن 

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

 : الطريقة الأولى 

 و قٌاس إحدى 𝑂 متساوي الساقٌن رأسه 𝑂𝐴𝐵و هذا ٌعنً أن المثلث 

  .°60 ٌساوي  زواٌاه و هً الزاوٌة 

 :الطريقة الثانية 

𝑂𝐴:  لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑎 − 0 =  𝑎  

𝑂𝐴:     نستنتج إذن أن  = 𝑂𝐵 = 𝐴𝐵     و     𝐴 ≠ 𝐵 ≠ 𝐶 

 .  مثلث متساوي الأضلاع        إذن  

𝐴1:  ننطلق من الكتابة  = 𝑟−1 𝐴  إذن    :𝑟 𝐴1 = 𝐴   

 :  نكتب 𝑟و منه حسب التعرٌف العقدي للدوران 

𝑎 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎1 − 𝑧  

𝑎 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑎1 − 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 

𝑒:    ٌعنً 
𝑖𝜋

3 𝑎1 = 𝑎 − 𝑧 + 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 

𝑎1:   ٌعنً  = 𝑒
−𝑖𝜋

3  𝑎 − 𝑧 + 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧   

𝑎1:    ٌعنً  = 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑎 − 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑧 + 𝑧 

 . مثلث متساوي الأضلاع 𝑂𝐴𝐵: إذن 

   .℞  لٌست دائما عنصرا من                 و نلاحظ أن الكمٌة  
2𝑥 − 3

𝑥 − 2
  

   :ٌعنً  :إذن 

𝑂𝐴

𝑂𝐵
= 1                           

 𝑂𝐵       , 𝑂𝐴                
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

    
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵                       

 𝑂𝐵       , 𝑂𝐴                
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

 𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀  = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎𝑓𝑓 𝐴1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀   

𝑥 ⊺ 𝑦 = 3  ⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 6 = 3 

⟺   𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑦 + 3 = 0 

⟺   𝑦 𝑥 − 2 =  2𝑥 − 3  

⟺   𝑦 =  
2𝑥 − 3

𝑥 − 2
  

𝑎2 −1  :و من جهة ثانٌة لدٌنا  + 𝑖 3 
2

= 𝑎2 1 − 3 − 2𝑖 3  

 = −2𝑎2 1 + 𝑖 3  

 = 𝑎2 −2 − 2𝑖 3  

= ∆ :لدٌنا من جهة أولى   𝑎2 3 + 𝑖 3 
2
− 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  𝑎2 6 + 6𝑖 3 − 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  6𝑎2 1 + 𝑖 3 − 8𝑎2 1 + 𝑖 3  

 =  −2𝑎2 1 + 𝑖 3  

 : لدٌنا 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
=

𝑎 − 0

𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 0

= 𝑒
−𝑖𝜋

3  

 :إذن 

 
 
 

 
 

  

 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
 = 1                       

arg  
𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 

𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂 
 ≡

−𝜋

3
  2𝜋 

  

𝑂𝐵:                        و لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂   

=  𝑏 − 0 =  𝑎𝑒
𝑖𝜋
3  =  𝑎  

𝐴𝐵:              و كذلك  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝐴  =  𝑏 − 𝑎  

=  𝑎𝑒
𝑖𝜋
3 − 𝑎 =  𝑎  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  =  𝑎 ∙  𝑒

𝑖𝜋
3 − 1  

=  𝑎 ∙  
1

2
+ 𝑖 

3

2
− 1 =  𝑎 ∙  

−1

2
+ 𝑖 

3

2
 =  𝑎  

 : دوران مُعَرف بما ٌلً 𝑟لدٌنا 
𝑟𝑀  

𝜋

3
 

 𝒫                                 𝒫 
 

𝑒 : من جهة أخرى لدٌنا 
−𝑖𝜋

3 = cos  
−𝜋

3
 + 𝑖 sin  

−𝜋

3
  

=
1

2
− 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 − 𝑖 sin  

𝜋

3
  

𝑧1 =
 3 + 𝑖 3 𝑎 −  −1 + 𝑖 3 𝑎

4
 

=
3𝑎 + 𝑖 3𝑎 + 𝑎 − 𝑖 3𝑎

4
=

4𝑎

𝑎
= 𝑎 

𝑧2 =
 3 + 𝑖 3 𝑎 +  −1 + 𝑖 3 𝑎

4
 

=
3𝑎 + 𝑖 3𝑎 − 𝑎 + 𝑖 3𝑎

4
=

2𝑎 + 2𝑖 3𝑎

4
=

𝑎 1 + 𝑖 3 

2
 

4 
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= 𝑟 𝐵و بنفس الطرٌقة ننطلق من الكتابة   𝐵1.   

 : نكتب 𝑟إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران 

𝑏1 :    ٌعنً  − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑎𝑒
𝑖𝜋

3 − 𝑧  

𝑏1:    ٌعنً  = 𝑎𝑒
2𝑖𝜋

3 − 𝑒
𝑖𝜋

3 𝑧 + 𝑧 

بصفة عامة ، لكً نبرهن على أن رباعٌا ما متوازي أضلاع ، توجد عدة 

القطران لهما نفس المنتصف و صٌغة التوازي و الصٌغة : طرق من بٌنها 

لكن أرى أن أسهل طرٌقة فً هذا السؤال هً . المتجهٌة و صٌغة التقاٌس 

لأن المسافة فً المستوى . أن نبرهن أن كل ضلعٌن متقابلٌن متقاٌسان 

 .العقدي ما هً إلا معٌار لعدد عقدي 

𝑂𝐴1:   لنبرهن أن  = 𝐵1𝑀   و   𝑂𝐵1 = 𝐴1𝑀    

𝑂𝐴1:    لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐴1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑎1  

𝑂𝐴1:   إذن  = 𝐵1𝑀 

𝑂𝐵1: و بنفس الطرٌقة لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝐵1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑂  =  𝑏1    

𝑂𝐵1:إذن  = 𝐴1𝑀     

  𝑂𝐴1𝑀𝐵1 نستنتج أن كل ضلعٌن متقابلٌن فً الرباعً   2  و  1 من 

   متوازي أضلاع 𝑂𝐴1𝑀𝐵1:  إذن . متقاٌسان 

  

 

 .أقترح طرٌقتٌن فً الجواب 

 :الطريقة الأولى 

𝑏:   لدٌنا  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

:      إذن 3
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

3    

 :  و منه 
𝑏

𝑎
 

3
=  𝑒

𝑖𝜋

3  
3

= 𝑒𝑖𝜋 =  :     ٌعنً 1−
𝑏

𝑎
 

3
= −1    

 :   و منه 
𝑏

𝑎
 

2
×  

𝑏

𝑎
 =  :     ٌعنً 1−

𝑏

𝑎
 

2
= − 

𝑎

𝑏
     

 :نوظف بعد ذلك هذه المتساوٌة فٌما سٌأتً 

 : لدٌنا 
𝑟 𝐴1 = 𝐴

𝑟 𝐵 = 𝐵1

 :          إذن      
 𝑎 − 𝑧 = 𝑒

𝑖𝜋

3  𝑎1 − 𝑧 

 𝑏1 − 𝑧 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑏 − 𝑧 

      

 :       ٌعنً 
 𝑧 − 𝑎1 = 𝑒

−𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑎 

 𝑧 − 𝑏1 = 𝑒
𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑏 

  

= 𝑟 𝐴1بإمكاننا أن نجٌب دون استعمال المعطٌٌن   𝐴  و  𝑟 𝐵 = 𝐵1   

 .و هذا ما سوف أعرضه الآن كطرٌقة أخرى للجواب 

 : الطريقة الثانية 

𝑏:  لدٌنا  = 𝑎𝑒
𝑖𝜋

:      إذن 3
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

    و   3
𝑎

𝑏
= 𝑒

−𝑖𝜋

3    

 
 :و من هاتٌن الكتابتٌن نستنتج ما ٌلً 

 𝑎𝑓𝑓 𝐵1 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀  = 𝑒
𝑖𝜋
3  𝑎𝑓𝑓 𝐵 − 𝑎𝑓𝑓 𝑀   

𝑒 : و نضٌف كذلك 
𝑖𝜋
3 = cos  

𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 =

1

2
+ 𝑖

 3

2
 

  :      أي 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =  

𝑒
𝑖𝜋
3

𝑒
−𝑖𝜋

3

  
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 𝑒

−𝑖𝜋
3 + 𝑒

𝑖𝜋
3 =  

1

2
− 𝑖

 3

2
 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 = 1 

  :    ٌعنً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 = 𝑒

2𝑖𝜋
3  

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

  :    ٌعنً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

𝑨𝟏 𝑶 

𝑩𝟏 𝑴 

𝑎1 :إذن  =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 + 𝑧 

=  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 

=  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 

𝑒 :    و لدٌنا 
2𝑖𝜋

3 = cos  
2𝜋

3
 + 𝑖 sin  

2𝜋

3
  

= cos  𝜋 −
𝜋

3
 + 𝑖 sin  𝜋 −

𝜋

3
  

= − cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
 =

−1

2
+ 𝑖

 3

2
 

 :   نَكتب 1إذن بالرجوع إلى آخر تعبٌر لـِ 

𝑏1 = 𝑎𝑒
2𝑖𝜋

3 − 𝑒
𝑖𝜋
3 𝑧 + 𝑧 = 𝑎𝑒

2𝑖𝜋
3 +  1 − 𝑒

𝑖𝜋
3  𝑧 

=  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 

=  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 

𝐵1𝑀              : و لدٌنا  =  𝑎𝑓𝑓 𝑀 − 𝑎𝑓𝑓 𝐵1  =  𝑧 − 𝑏1  

=  𝑧 −  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧 =  𝑎1  

𝐴1𝑀:  و لدٌنا كذلك  =  𝑎𝑓𝑓 𝑀 − 𝑎𝑓𝑓 𝐴1  =  𝑧 − 𝑎1    

=  𝑧 −  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 −  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  1 −

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧  

=   
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧 =  𝑏1  

𝑒:   و منه 
2𝑖𝜋

3 =  𝑒
𝑖𝜋

3  
2

=  
𝑏

𝑎
 

2
= − 

𝑎

𝑏
𝑒: إذن      

2𝑖𝜋

3 = − 
𝑎

𝑏
   

  

 :    إذن 
𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 1 

II 3 

II 2 ب 

 أ

𝑏 

 𝟏  

 𝟐  
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  :  2 فٌما ٌلً سوف نوظف المتساوٌة الثمٌنة  

 .لنبٌن أن التكافؤ التالً صحٌح 

 التمرين الثالث 

3𝑛:   بحٌث 1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر قطعا من 𝑛لٌكن  − 2𝑛 = 0 𝑛  

3𝑛 :    إذن  − 2𝑛  ٌقسم  𝑛 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :    و منه    3𝑛 − 2𝑛 = 𝑚𝑛 

  .𝑛 أصغر قاسم أولً موجب للعدد 𝑝لٌكن 

;   𝑠𝜖ℕ∃ :    إذن    𝑛 = 𝑝𝑠 

3𝑛:    نستنتج أن  2  و  1 من  − 2𝑛 = 𝑚𝑠 
𝜖 ℕ

𝑝  

3𝑛 :  إذن  − 2𝑛   ٌقسم  𝑝      ً3:    ٌعن𝑛 − 2𝑛 ≡ 0 𝑝  

 
𝑝لكً نبرهن على أن   ≥ 𝑝  ٌكفً أن نُفَنِّد العبارتٌن  5 = 𝑝  و  2 = 3   

𝒑نفترض أن    = 𝟐 

3𝑛 :    3 لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝   

3𝑛:    إذن حسب الافتراض  − 2𝑛 ≡ 0  2  

2𝑛:     لدٌنا 𝑛𝜖ℕو نعلم أنه كٌفما كان  ≡ 0 2  

3𝑛:    طرفا بطرف 5  و  4 نجمع المتوافقتٌن  − 2𝑛 + 2𝑛 ≡ 0  2  

3𝑛:  ٌعنً  ≡ 3𝑛:    و منه  2  0 3:     أي 2  ٌقسم   × 3𝑛−1     2  ٌقسم  

2:    بما أن  ∧ 3 = ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ فإن        1   2 ∧ 3𝑛−1 = 1 

 
  2 ٌقسم 3:    أن  𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠  نستنتج إذن حسب  7  و  6 من 

𝒑:   إذن .  واضح تناقضو هذا  ≠ 𝟐  

3𝑛 :     3 لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝  

3𝑛:     إذن حسب الافتراض نكتب  − 2𝑛 ≡ 0  3  

𝑛𝜖ℕ   ; −3𝑛∀ :      و نعلم أن  ≡ 0  3  

3𝑛:   طرفا بطرف 9  و  8 نجمع المتوافقتٌن  − 2𝑛 − 3𝑛 ≡ 0  3  

2𝑛−:  ٌعنً  ≡ 2𝑛:     أي  3  0 ≡ 0  3     

2𝑛:  ٌعنً  2:       و منه 3  ٌقسم   × 2𝑛−1  3  ٌقسم     

2:  بما أن  ∧ 3 = ;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     فإن 1   2𝑛−1 ∧ 3 = 1    

  3 ٌقسم 2:    أن 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 نستنتج حسب  11  و  10 من 

𝒑:    إذن .  واضح تناقضو هذا  ≠ 𝟑 

  :(خلاصة السؤال أ

                                  1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبر قطعا من 𝑛إذا كان 

3𝑛و ٌحقق   − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  و كان  𝑝أصغر قواسمه الأولٌة الموجبة   

3𝑛    :فإن  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝     و    𝑝 ≥ 5   

:  و لدٌنا كذلك 
𝑏

𝑎
= 𝑒

𝑖𝜋

  :   إذن 3
𝑏

𝑎
 

3

=  𝑒
𝑖𝜋
3  

3

= 𝑒𝑖𝜋 = −1 

  :و من هذه النتٌجة نكتب 
𝑏

𝑎
 

2

×  
𝑏

𝑎
 = −1 

  :     ٌعنً 
𝑏

𝑎
 

2

= − 
𝑎

𝑏
  

  :      إذن 
𝑏

𝑎
 

3

= −1 

=
 
−𝑎
𝑏

  −𝑏 + 𝑧 

 𝑧 − 𝑎 
=

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

⟺  
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
=

𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑧
𝑎

−𝑎2

𝑏
+

𝑎𝑧
𝑏

=

 
𝑎
𝑏
  𝑎 +  

𝑏
𝑎 

2

𝑧 

 
𝑎
𝑏
  𝑧 − 𝑎 

=
𝑎 −

𝑎
𝑏

𝑧

𝑧 − 𝑎
 

  : و بالتالً 
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 =

−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  

 𝐴1 و 𝐵1 و 𝑀نقط مستقٌمٌة   𝐴 و 𝐵 و 𝑂 و 𝑀نقط متداورة  ⟺ 

⟺    
𝑧 − 𝑏1

𝑧 − 𝑎1
 𝜖 ℝ 

⟺    
−𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

⟺    
𝑎

𝑏
 
𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

⟺     
0 − 𝑎

0 − 𝑏
 ×  

𝑧 − 𝑏

𝑧 − 𝑎
  𝜖 ℝ 

 𝐴1 و 𝐵1 و 𝑀نقط مستقٌمٌة  

 𝐴 و 𝐵 و 𝑂 و 𝑀نقط متداورة  ⟺ 

 :لدٌنا 

⟺  

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 =

−𝑎2

𝑏
+  

𝑎

𝑏
 𝑧     

𝑧 − 𝑏1 =
𝑎2

𝑏
+  

𝑏

𝑎
 𝑧         

  

⟺    
𝑎1 = 𝑒

−𝑖𝜋
3 𝑎 + 𝑒

𝑖𝜋
3 𝑧     

𝑏1 = −𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑎 + 𝑒
−𝑖𝜋

3 𝑧

  

⟺    
𝑎1 =  

𝑎

𝑏
 𝑎 +  

𝑏

𝑎
 𝑧     

𝑏1 = − 
𝑎

𝑏
 𝑎 +  

𝑎

𝑏
 𝑧 

  

⟺  

 
 

 
 
𝑎1 =

𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑧

𝑎
     

𝑏1 =
−𝑎2

𝑏
+

𝑎𝑧

𝑏
 

  

⟺  

 
 

 
 
𝑧 − 𝑎1 = 𝑧 −

𝑎2

𝑏
−

𝑏𝑧

𝑎
     

𝑧 − 𝑏1 = 𝑧 +
𝑎2

𝑏
−

𝑎𝑧

𝑏
 

  

⟺  

 
 

 

 
𝑧 − 𝑎1 =

−𝑎2

𝑏
+  1 −

𝑏

𝑎
 𝑧     

𝑧 − 𝑏1 =
𝑎2

𝑏
+  1 −

𝑎

𝑏
 𝑧 

  

 :نحن الآن مُسَلحون بمتساوٌتٌن ثمٌنتٌن 

  و
𝑏

𝑎
 

2

= − 
𝑎

𝑏
  

𝑎

𝑏
+

𝑏

𝑎
= 1 

 :  1 و نوظف المتساوٌة ( أ (2ننطلق إذن من نتٌجتً السؤال  

 
 
 

 
 

 

𝑎1 =  
1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑧

𝑏1 =  
−1

2
+ 𝑖

 3

2
 𝑎 +  

1

2
− 𝑖

 3

2
 𝑧

  

 𝟐   𝟏  

II 3 

 أ 1

 ب

 𝟏  ↠ 

 𝟐  ↠ 

 𝟑  ↠ 

 𝟒  ↠ 

 𝟓  ↠ 

 𝟔  

↠
 

↠
 

↠
 

 𝟕  ↠ 

 𝟖  ↠ 

 𝟗  ↠ 

 𝟏𝟎  ↠ 

 𝟏𝟏  ↠ 

𝒑 =  نفترض أن  𝟑
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𝑝:    إذن 2 عدد أولً و ٌخالف العدد الأولً 𝑝نعلم أن  ∧ 2 = 1  

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    : 2𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝  

ٌُخالف العدد الأولً 𝑝و بنفس الطرٌقة  𝑝:    إذن 3 عدد أولً  ∧ 3 = 1   

𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡    : 3𝑝−1و منه حسب  ≡ 1  𝑝  

𝑛:  ٌكفً أن نبرهن على أن  ∧  𝑝 − 1 =   .𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡  ثم نستعمل 1

فً البداٌة وجب التذكٌر بخاصٌة قوٌة و مهمة تربط بٌن مفهوم التفكٌك إلى 

و سوف أذَُكّر بها . جداء عوامل أولٌة و مفهوم القاسم المشترك الأكبر 

 .باستعمال أمثلة فقط دون الخوض فً متاهات الرموز الرٌاضٌة

 :لاحظ الأمثلة التالٌة 

𝑝𝛼1لٌكن   : (بالعودة إلى السؤال ج × 𝑝2
𝛼2 × 𝑝3

𝛼3 × ⋯ × 𝑝𝑖
𝛼𝑖  

𝑝:   إلى جداء عوامل أولٌة بحٌث 𝑛تفكٌك العدد  < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑖      

𝑞𝑟1و لٌكن     × 𝑞2
𝑟2 × 𝑞3

𝑟3 × ⋯ × 𝑞𝑗
𝑟𝑗 تفكٌك العدد   𝑝 − 1  

𝑞:   إلى جداء عوامل أولٌة بحٌث  < 𝑞2 < ⋯ < 𝑞𝑗  

𝑝  و بما أن  𝑛 هو أصغر قاسم أولً للعدد 𝑝بما أن  − 1 < 𝑝   

𝑞:      فإن  < 𝑞1 < 𝑞2 < ⋯ < 𝑞𝑗 < 𝒑 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑖 

 :  إذن ∙𝑝 كلها تخالف الأعداد الأولٌة ∙𝑞نلاحظ أن الأعداد الأولٌة 

 𝑝𝛼1 × 𝑝2
𝛼2 × ⋯ × 𝑝𝑖

𝛼𝑖 ∧  𝑞𝑟1 × 𝑞2
𝑟2 × ⋯ × 𝑞𝑗

𝑟𝑗  = 1 

𝑛:    ٌعنً  ∧  𝑝 − 1 = 1 

,𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡  : ∃  𝑎و منه حسب  𝑢  𝜖 ℞2  ;   𝑎𝑛 + 𝑢 𝑝 − 1 = 1 

𝑏نضع  = −𝑢 إذن   :∃  𝑎, 𝑏  𝜖 ℞2  ;   𝑎𝑛 − 𝑏 𝑝 − 1 = 1 

        1 عددا صحٌحا طبٌعٌا أكبرقطعا من 𝑛إذا كان  : (خلاصة السؤال ج

3𝑛و ٌحقق   − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  و كان  𝑝 أصغر قواسمه الأولٌة الموجبة   

𝑎𝑛:   بحٌث 𝑏 و 𝑎فإنه ٌوجد عددان نسبٌان  − 𝑏 𝑝 − 1 = 1 

𝑝  على 𝑎 على التوالً باقً و خارج القسمة الأقلٌدٌة لـ 𝑞 و 𝑟لٌكن  − 1 .  

  :      ٌعنً 

 𝑞, 𝑟  𝜖 ℞ × ℕ        

𝑎 = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟
0 ≤ 𝑟 < 𝑝 − 1     

  

            لاحظ أنه بإمكاننا (قبل أن نجٌب على السؤال د : (2ملاحظة 

𝑟أن نبٌن أن  >  . و سوف نحتاج هذه النتٌجة فٌما سٌأتً 0

𝑟: لدٌنا  ≥ 𝑟  إذن   0 = 𝑟  أو  0 > 0.   

𝑟  نفترض أن = 𝑎:     إذن    0 = 𝑞 𝑝 − 1  

𝑝   ٌقسم  𝑎:  ٌعنً  − 𝑎:     و منه  1 ∧  𝑝 − 1 =  𝑝 − 1    

𝑝  :    ∗ إذن حسب النتٌجة  − 1 = 1  

𝑝: ٌعنً  = 𝑝و هذا تناقض لأن   . 2 ≥ 5   

0:   إذن  < 𝑟 <  𝑝 − 1     

  .( ، إلى السؤال د𝑟نعود إذن ، بعد هذه الجولة المرحة مع 

𝑎   :و ننطلق من التعبٌر التالً  = 𝑞 𝑝 − 1 + 𝑟 

 :      نحصل على 𝑛نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد 

𝑟𝑛:  ٌعنً  = 𝑎𝑛 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

𝑎𝑛 :     12 و لدٌنا حسب النتٌجة  = 1 + 𝑏 𝑝 − 1  

1 بالتعبٌر  𝑎𝑛نُعَوّض  + 𝑏 𝑝 −  :     نجد  13   فً العلاقة  1

𝑟𝑛:   أي  = 1 +  𝑏 − 𝑞𝑛  𝑝 − 1  

𝑘:  نضع  =  𝑏 − 𝑞𝑛  إذن    :𝑟𝑛 = 1 + 𝑘 𝑝 − 1    

 و لإتمام الجواب ٌكفً أن نُبرهن أن    

,𝑏 :   لدٌنا  𝑞, 𝑛  𝜖 ℞3 إذن     :𝑘 𝜖 ℞   

𝒌:  و نَفْصل هنا بٌن ثلاث حالات و هً  = 𝒌  أو  𝟎 < 𝒌  أو  0 > 0   

𝒌:  نفترض أن  = 𝑏:     إذن 𝟎 = 𝑞𝑛   

𝑎𝑛 :   12  فً النتٌجة𝑞𝑛 بالقٌمة 𝑏نُعوض إذن  − 𝑞𝑛 𝑝 − 1 = 1   

𝑟𝑛 :     13 و منه حسب النتٌجة  = 1 

𝑛:     ٌعنً 𝑛  ٌقسم  1:  أي  = 1    

𝑛:   لأن تناقضو هذا  > 𝑘:     إذن 1 ≠ 0   

𝒌:  نفترض أن  < 𝑏:    إذن 0 < 𝑞𝑛   

–نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد السالب قطعا   𝑝 −  :     نجد  1

                                     :  نجد 𝑎𝑛نُضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة 

𝑎𝑛 − 𝑏 𝑝 − 1 > 𝑎𝑛 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

1:     نجد  13  و  12 إذن باستعمال النتٌجتٌن  > 𝑟𝑛 

𝑟: و لدٌنا  > 𝑛  و  0 > 𝑟𝑛:  إذن   1 > 𝑟   

1:   نستنتج أن  15  و  14 من  > 𝑟𝑛 > 𝑟 ً1:     ٌعن > 𝑟  

 . هو الصفر 1العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الأصغر من 

𝑟:  إذن  = 𝑟 لأن  تناقض  و هذا 0 ≠   .(2الملاحظة   حسب 0

𝑘 𝜖 ℕ∗  ∶ 𝑘   ٌعنً > 0 ∶  إذن

 على التوالً 𝑞 و 𝑟رأٌنا فً هذا السؤال أنه إذا كان  : (خلاصة السؤال د

𝑝  على العدد 𝑎باقً و خارج القسمة الأقلٌدٌة للعدد  −  فإنه ٌوجد عدد  1

𝑟𝑛:   بحٌث 𝑘صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = 1 + 𝑘 𝑝 − 1    

;   ∗𝑘𝜖ℕ∃ :   أو بتعبٌر جمٌل    𝑟𝑛 = 1 + 𝑘 𝑝 − 1   

 أكبر 𝑛باستعمال البرهان بالخلف ، نفترض وجود عدد صحٌح طبٌعً 

3𝑛:   و ٌحقق 1قطعا من  − 2𝑛 ≡ 0  𝑛  .   و لٌكن𝑝 أصغر قاسم 

  .𝑛أولً موجب للعدد 

 :      ننطلق من النتٌجتٌن 
2𝑝−1 ≡ 1  𝑝 

3𝑝−1 ≡ 1  𝑝 
  

 :     فإن  ∗𝑘𝜖ℕ :  بما أن 
2𝑘 𝑝−1 ≡ 1  𝑝 

3𝑘 𝑝−1 ≡ 1  𝑝 
   

 :    و منه 
−2 × 2𝑘 𝑝−1 ≡ −2  𝑝 

3 × 3𝑘 𝑝−1 ≡ 3  𝑝    
  

 :    ٌعنً 
−21+𝑘 𝑝−1 ≡ −2  𝑝 

31+𝑘 𝑝−1 ≡ 3  𝑝 
  

  

 23 × 54 × 76  ∧   21 × 56 × 73 × 112 =  21 × 54 × 73 

 25 × 78  ∧   34 × 116 = 1                                                       

 27 × 34 × 13  ∧   13 × 114 = 13                                         

 135 × 27 × 32 ∧  55 × 7 × 112 = 1                                    

  

𝑟𝑛 = 1 + 𝑏 𝑝 − 1 − 𝑞𝑛 𝑝 − 1  

𝑎𝑛 = 𝑞𝑛 𝑝 − 1 + 𝑟𝑛 

−𝑏 𝑝 − 1 > −𝑞𝑛 𝑝 − 1  

ٌُمكن أن نستخرج باستعمال   : (1ملاحظة  من هذه النتٌجة الأخٌرة 

 : العكسٌة ما ٌلً 𝐵𝑒𝑠𝑜𝑢𝑡مبرهنة 

   

𝑎 ∧ 𝑏 = 1            
𝑎 ∧  𝑝 − 1 = 1
𝑛 ∧ 𝑏 = 1           
𝑛 ∧  𝑝 − 1 = 1

  

1 

1 

1 
2 

 د

 ج

 ب

 𝟏𝟐  ↠ 

 ∗  ↠ 

 𝟏𝟑  ↠ 

 ⋆  ↠ 

 𝟏𝟒  ↠ 

 𝟏𝟓  ↠ 

 𝟏𝟔  ↠ 
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 :     نكتب  16 و منه باستعمال النتٌجة 
−2𝑟𝑛 ≡ −2  𝑝 

3𝑟𝑛 ≡ 3  𝑝    
  

3𝑟𝑛:  نجمع هاتٌن المتوافقتٌن طرفا بطرف نجد  − 2𝑟𝑛 ≡ 1  𝑝  

3𝑛 :     3 و لدٌنا حسب النتٌجة  − 2𝑛 ≡ 0  𝑝   

3𝑛:    إذن  ≡ 2𝑛   𝑝  

3𝑟𝑛:    فإن  ∗𝑟𝜖ℕ و بما أن   ≡ 2𝑟𝑛   𝑝    

2𝑟𝑛:    و منه  − 3𝑟𝑛 ≡ 0  𝑝   

 :      طرفا بطرف نجد  18  و  17 نجمع المتوافقتٌن 

0:  ٌعنً  ≡ 1  𝑝   1:     ٌعنً كذلك ≡ 0  𝑝  ٌقسم  1:    أي  𝑝   

𝑝و منه  =  . نفسه 1 هو 1 لأن العدد الصحٌح الطبٌعً الوحٌد الذي ٌقسم 1

𝑝 لأن  تناقضو هذا  ≥ ∗ℕلا وجود له فً   𝑛   إذن  5 ∖  1 .  

 التمرين الرابع 

 الجزء الأول 

= 𝜑 𝑥:    نضع  𝑥 ln 𝑥 

= 𝜑 𝑥:  و لدٌنا  𝑥 ln 𝑥 إذن    :𝜑′ 𝑥 = ln 𝑥 + 1   

𝜑𝑑:  ٌعنً 
′  1 = 𝜑𝑔

′  1 = 𝜑′ 𝑥 = ln 1 + 1 = 1 

 1 دالة متصلة على ٌمٌن 𝑕و هذا ٌعنً أن الدالة 

;0  المعرفة على المجال 𝑣نعتبر الدالة العددٌة   : بما ٌلً  ∞+

;0  على المجال 𝑣لندرس تغٌرات الدالة  +∞ .  

 عبارة عن تشكٌلة منسجمة من الدوال المتصلة و القابلة للإشتقاق 𝑣لدٌنا 

;0 على المجال  ;0  قابلة للإشتقاق على 𝑣: إذن  .  ∞+ +∞ .  

 : كما ٌلً 𝑣نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

  :𝑣نلاحظ من خلال هذا الجدول أن الدالة 

;0  على المجال 𝑣 قٌمة قصوٌة للدالة 2−إذن  +∞ .  

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;   𝑣 𝑥 ≤ −2 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ;   𝑣 𝑥 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ; ln 𝑥 − 𝑥 + 1 < 0 

;𝑥 𝜖  0 ∀ٌعنً     +∞   ; ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

;1 :    و بما أن  +∞  ⊂   0; +∞  

;𝑥 𝜖  1 ∀:      فإن  +∞   ; ln 𝑥 < 𝑥 − 1 

𝑥∀ :     و نعلم أن  > 1   ;    ln 𝑥 − 𝑥 + 1 < 0 

𝑥∀ :    و كذلك  > 1   ;    𝑥 ln 𝑥 2 > 0 

𝑥∀ :    ٌعنً  > 1   ;   𝑕′ 𝑥 < 0 

;1  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑕أي أن الدالة  +∞ .   

  إذا كان  :𝑥 = 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 = 0   

  إذا كان  :𝑥 > 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 < 0   

  إذا كان  :𝑥 < 𝑣:    فإن 1 ′ 𝑥 > 0   

3𝑟𝑛 − 2𝑟𝑛 + 2𝑟𝑛 − 3𝑟𝑛 ≡ 1 + 0  𝑝  

 :لدٌنا 
  
𝑕 𝑥 =

𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
  ;   ∀𝑥 > 1

𝑕 1 = 1                            

  

lim :   و بالتالً 
𝑥→1+

𝑕(𝑥) =
1

𝜑𝑑
′  1 

=
1

1
= 1 = 𝑕(1) 

lim : إذن 
𝑥→1+

𝑕(𝑥) = 𝑕(1) 

𝑣 𝑥 = ln 𝑥 − 𝑥 + 1 

𝑣 :    و لدٌنا  ′ 𝑥 =
1

𝑥
− 1 =

1 − 𝑥

𝑥
 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  = 𝑕 𝑥 :    لدٌنا  .  ∞+
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 

𝑥∀  :   إذن  > 1   ;   
ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 ln 𝑥 2
< 0 

𝒙 1 

−2 

0 

𝑣 

+ 𝑣′(𝑥) 0 − 

+∞ 

−∞ −∞ 

  : خلاصة التمرين بأكمله

∀ 𝑛 𝜖 ℕ∗ ∖  1   ;  3𝑛 − 2𝑛 ≢ 0  𝑛  

lim :إذن 
𝑥→1+

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→1+

 
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 = lim

𝑥→1+

1

 
𝑥 ln 𝑥
𝑥 − 1 

 

= lim
𝑥→1+

1

 
𝑥 ln 𝑥 − 1 ln 1

𝑥 − 1  
= lim

𝑥→1+

1

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 1 

𝑥 − 1  
 

=
1

lim
𝑥→1+

 
𝜑 𝑥 − 𝜑 1 

𝑥 − 1  
=

1

𝜑𝑑
′  1 

 

lim : و لدٌنا كذلك 
𝑥→0+

𝑣 𝑥 = lim
𝑥→0+

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1  

= ln 0+ − 0 + 1 = −∞ − 0 + 1 = −∞ 

= lim
𝑥→+∞

𝑥  
ln 𝑥

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

lim : و لدٌنا 
𝑥→+∞

𝑣 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 ln 𝑥 − 𝑥 + 1  

=  +∞  0 − 1 + 0 = −∞ 

  0 متصلة على المجال; +∞ .  

  0 تزاٌدٌة على المجال; 1 .  

   1 تناقصٌة على المجال; +∞    

𝑣 1 = −2   

 

 

 

 

 

 

 

 

D

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= 𝑕′ 𝑥 :     إذن 
𝑥 ln 𝑥 −  𝑥 − 1  ln 𝑥 + 1 

 𝑥 ln 𝑥 2
 

=
𝑥 ln 𝑥 −  𝑥 ln 𝑥 + 𝑥 − ln 𝑥 − 1 

 𝑥 ln 𝑥 2
 

=
ln 𝑥 − 𝑥 + 1

 𝑥 ln 𝑥 2
 

1 

 ب 1

 أ
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 : فً الجدول التالً 𝑕نُلخص النتائج المتعلقة بالدالة 

 متصلة و تناقصٌة قطعا 𝑕 أن الدالة 𝑕نلاحظ حسب جدول تغٌرات الدالة 

;1 على المجال   :     بحٌث  ∞+

;1  تقابل من المجال 𝑕: إذن  ;0  نحو المجال  ∞+ 1 .  

;𝑥 𝜖  1 ∀:   أي  +∞   ;  ∃! 𝑦 𝜖  0; 1  ∶   𝑦 = 𝑕(𝑥) 

;𝑥 𝜖  1 ∀:   أو بتعبٌر آخر  +∞   ;  ∃! 𝑕 𝑥  𝜖  0; 1  

𝑥∀ :     ٌعنً  ≥ 1   ;   0 < 𝑕(𝑥) ≤ 1 

 الجزء الثاني 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

𝑡 :    لاحظ فً البداٌة أن  ln 𝑡 ′ = 1 + ln 𝑡 

 .نستغل إذن هذه الملاحظة أثناء الحساب 

𝑡 :  باستعمال تقنٌة تغٌٌر المتغٌر نضع  = 𝑢   

:     إذن 
𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

1

2 𝑡
𝑑𝑡:        ٌعنً  = 2𝑢 𝑑𝑢    

𝑥لٌكن   > ;𝑡 𝜖   𝑥  و لٌكن  1 𝑥 .   

;1  تناقصٌة على المجال  𝑓لدٌنا الدالة  +∞ .   

;𝑥  إذن فهً تناقصٌة على المجال   𝑥   لأن  𝑥 > 1.   

𝑥 :  بما أن  ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 فإن    :𝑕(𝑥) ≤ 𝑕(𝑡) ≤ 𝑕  𝑥     

𝑥∀   (و بالتالً حسب نتٌجة السؤال ج >  :    نكتب  1

𝑞𝑢’𝑜𝑛 𝑝𝑒𝑢𝑡 𝑠𝑐𝑕é𝑚𝑎𝑡𝑖𝑠𝑒𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑒𝑠𝑝𝑎𝑐𝑒𝑠   
𝑅𝑒𝑚𝑎𝑟𝑞𝑢𝑒 : 𝑢 𝑒𝑡 𝑡 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑎𝑚è𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑑’𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

 𝑚é𝑚𝑜𝑖𝑟𝑒𝑠 𝑡𝑒𝑚𝑝𝑜𝑟𝑒𝑙𝑠  

𝑕   1; +∞   =   lim
𝑥→+∞

𝑕(𝑥)  ;   𝑕(1) =  0; 1  

 

 
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =   
1 + ln 𝑡 − ln 𝑡

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
1 + ln 𝑡

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −   
1

𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=  
 𝑡 ln 𝑡 ′

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −  
1

𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=  ln 𝑡 ln 𝑡  𝑥
𝑥2

−  ln 𝑡 𝑥
𝑥2

 

=  ln 𝑥2 ln 𝑥2  − ln 𝑥 ln 𝑥  −  ln 𝑥2 − ln 𝑥  

= ln  
𝑥2 ln 𝑥2 

𝑥 ln 𝑥
 − ln  

𝑥2

𝑥
 = ln  

2𝑥2 ln 𝑥 

𝑥 ln 𝑥
 − ln 𝑥  

 = ln 2𝑥 − ln 𝑥 = ln  
2𝑥

𝑥
 = ln 2 

𝑥∀  :   إذن  > 1   ;   𝑔 𝑥 − ln 2 =     
1

𝑢 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

𝑑𝑢 

𝑕(𝑥) :     ٌعنً  ≤  
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 ≤ 𝑕  𝑥  

𝑕(𝑥)  :     إذن 
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑕( 𝑥)
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

𝑕(𝑥) :ٌعنً   1
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑕( 𝑥)  1
𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 

 𝑕 𝑥   𝑡 :ٌعنً 
 𝑥
𝑥 ≤   

𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑕  𝑥   𝑡 
 𝑥
𝑥  

𝑕 𝑥  𝑥 :ٌعنً  −  𝑥 ≤   
𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

 𝑥

𝑑𝑡 ≤ 𝑕  𝑥  𝑥 −  𝑥  

𝒙 1 

𝑕 

𝑕′(𝑥) − 

+∞ 

1 

0 

lim
𝑥→+∞

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

𝑥

𝑥 ln 𝑥
 −  

1

𝑥 ln 𝑥
  

= lim
𝑥→+∞

 
1

ln 𝑥
 −  

1

𝑥 ln 𝑥
 =  

1

+∞
 −  

1

+∞
 = 0 

;1  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

𝑔 𝑥 − ln 2 =  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 −  
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
1

 𝑡 ln 𝑡
−

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

=   
 𝑡

𝑡 ln 𝑡
−

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 

𝑕 𝑥  𝑥 −  𝑥 ≤ 𝑔 𝑥 − ln 2 ≤ 𝑕  𝑥  𝑥 −  𝑥   ∗  

𝑥∀  :و بالتالً  > 1   ;    
1

𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 = ln 2 

=    
𝑢 − 1

2𝑢2 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

 2𝑢 𝑑𝑢  

=    
𝑢 − 1

𝑢 ln 𝑢
  

𝑥

 𝑥

𝑑𝑢 

 : إذن آخر تكامل حصلنا علٌه ٌصبح 

  
 𝑡 − 1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡 =    
𝑢 − 1

𝑢2 ln 𝑢2 
  

𝑥

 𝑥

 2𝑢 𝑑𝑢  

2 1 

1 

2 

1 

 أ 2

 أ

 ب

 ج

 أ
 ب

   إذا كان 

   إذا كان𝑡 = 𝑥2 فإن     :𝑢 = 𝑥   

𝑢 =  𝑥  ∶ 𝑡  فإن   = 𝑥 
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 : نجد 1بعد ذلك نحسب نهاٌتً طرفً هذا التأطٌر على ٌمٌن 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

𝑔𝑑و      1   قابلة للإشتقاق على الٌمٌن ف𝑔ًأي أن الدالة 
′  1 =

1

2
.  

 ( :أ (2لدٌنا حسب التأطٌر الوارد فً السؤال 

𝑥 لنحسب نهاٌة   −  𝑥 𝑕 𝑥 + ln    ∞+  بجوار  2

 :نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 𝑥 −  𝑥 𝑕 𝑥 + ln 2 ≤ 𝑔 𝑥 ≤  𝑥 −  𝑥 𝑕  𝑥 + ln 2 

نضرب طرفً هذا التأطٌر فً العدد الموجب قطعا  
1

𝑥
 :   نجد 

 : نحصل على ∞+ثم نحسب نهاٌتً طرفً هذا التأطٌر بجوار 

 : نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 𝑥

𝑥
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

𝑥
 

  :  نجد  فً العدد الموجب قطعا              ∗ نضرب أطراف التأطٌر 
1

𝑥 − 1
  

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕 𝑥 ≤

𝑔 𝑥 − ln 2

𝑥 − 1
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕  𝑥  

lim :   و بالتالً 
𝑥→1+

 
𝑔 𝑥 − 𝑔(1)

𝑥 − 1
 =

1

2
 

 

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔 𝑥 ≥ 𝑕 𝑥  𝑥 −  𝑥 + ln 2 

lim :إذن حسب خاصٌة الترتٌب و النهاٌات نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

بالنسبة لنهاٌة 
𝑔(𝑥)

𝑥
 ننطلق من التأطٌر الثمٌن المحصل علٌه فً ∞+ بجوار 

كما سوف نستعمل أثناء الحساب النهاٌة المحصل علٌها سابقا ( أ (2السؤال 

lim :لدٌنا :                         . و هً 
𝑥→+∞

𝑕(𝑥) = 0 

 

lim :إذن حسب خاصٌة النهاٌات و الترتٌب نستنتج أن 
𝑥→+∞

𝑔(𝑥)

𝑥
= 0 

 

lim
𝑥→1+

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕 𝑥 = lim

𝑥→1+

 𝑥  𝑥 − 1 

  𝑥 − 1   𝑥 + 1 
𝑕 𝑥  

= lim
𝑥→1+

 
 𝑥

 𝑥 + 1
 𝑕 𝑥 =  

 1

 1 + 1
 𝑕 1 =

1

2
 

lim
𝑥→1+

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕  𝑥 = lim

𝑥→1+
 

 𝑥

 𝑥 + 1
 𝑕  𝑥  

=  
 1

 1 + 1
 𝑕  1 =

1

2
 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 =  1 −
1

 +∞
  0 +

ln 2

+∞
=  1 − 0  0 + 0 = 0 

 

=  1 −
1

+∞
  0 +

ln 2

 +∞ 2
= 0 

 

lim
𝑥→+∞

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

𝑥
 

 = lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

  𝑥 
2 

 = lim
𝑡→+∞
𝑡= 𝑥

 1 −
1

𝑡
 𝑕 𝑡 +

ln 2

𝑡2
 

 

lim
𝑥→+∞

 𝑥 −  𝑥 𝑕 𝑥 + ln 2 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 −  𝑥  𝑥 − 1 

𝑥 ln 𝑥
+ ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 1 −
1

 𝑥
  𝑥 − 1 

𝑥 ln 𝑥
+ ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
𝑥

ln 𝑥
  1 −

1

 𝑥
  

𝑥 − 1

𝑥
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
1

ln 𝑥
𝑥

  1 −
1

 𝑥
  1 −

1

𝑥
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 
1

0+
  1 −

1

 +∞
  1 −

1

+∞
 + ln 2 

= lim
𝑥→+∞

 +∞  1 − 0  1 − 0 + ln 2 

=  +∞  1  1 + ln 2 = +∞ 

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔 𝑥 ≥ 𝑕 𝑥  𝑥 −  𝑥 + ln 2              

+∞ 

𝑥 → +∞ 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕 𝑥 

           
≤

𝑔 𝑥 − ln 2

𝑥 − 1
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥 − 1
 𝑕  𝑥 

           
 

𝟏

𝟐
 

 

𝑥 → 1+ 

 

𝑥 → 1+ 

 

 
𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕 𝑥 +

ln 𝑥

𝑥               
≤

𝑔 𝑥 

𝑥
≤  

𝑥 −  𝑥

𝑥
 𝑕  𝑥 +

ln 2

𝑥               
 

𝟎 

 

𝑥 → +∞ 

 

𝑥 → +∞ 

 
𝟎 

 

2 

 ج 2

 ب
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 𝑎 و كان 𝐼 دالة متصلة على مجال 𝑓إذا كانت :  فً البداٌة بما ٌلً أذُكّر

        𝐼 تقبل عدة دوال أصلٌة على المجال 𝑓فإن  . 𝐼عنصرا من المجال 

 :  و تحقق 𝑎 التً تنعدم فً 𝐹و بالخصوص تقبل دالة أصلٌة 

 .انتهى التذكير 

;1  عنصرا من المجال 𝑎لٌكن  +∞ .  

;1  المعرفة على المجال 𝑢نعتبر الدالة العددٌة   :   بما ٌلً  ∞+

;1  دالة متصلة على  𝑢نلاحظ أن  +∞                           

 .و ذلك حسب المبرهنات العامة للاتصال 

;1  تقبل عدة دوال أصلٌة على 𝑢: إذن   تقبل دالة 𝑢 و بالخصوص  ∞+

 :  و معرفة بما ٌلً 𝑎 التً تنعدم فً  𝑣أصلٌة

 :     نكتب 𝑔و بالتالً بالرجوع إلى تعرٌف الدالة 

= 𝑔 𝑥:  نحصل إذن على العلاقة التالٌة  𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  ;   𝑥 > 1   

𝑥انطلاقا من الدوال  → 𝑥 و 𝑣 و 𝑥 → 𝑥2 نستطٌع القول ، باستعمال 

 قابلة للإشتقاق على 𝑔المبرهنات العامة لاشتقاق مركب دالتٌن ، أن 

;1 المجال  +∞ .  

𝑥:     نلاحظ أن  ≥ 1 ⟹  𝑥 ≥ 1 

𝑥∀ :      إذن  ≥ 1   ;   0 < 𝑕  𝑥 ≤ 1 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 1   ;   0 <
1

2
𝑕  𝑥 ≤

1

2
 

𝑥∀ :     ٌعنً  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
 

;1  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝑔و من هذه الكتابة نستنتج أن  +∞ .   

 : نستدعً النتائج التً حصلنا علٌها من قبل و هً 𝑔و لإنشاء جدول تغٌرات 

 :   كما ٌلً 𝑔نرسم إذن جدول تغٌرات 

 الجزء الثالث 

;1  عنصرا من المجال  𝑥لٌكن  +∞ .   

= 𝑘 𝑥:   لدٌنا  𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1  

;1  قابلة للإشتقاق على المجال 𝑔بما أن  +∞   

;1  قابلة للإشتقاق على 𝑘: فإن  𝑘:   و لدٌنا  ∞+ ′ 𝑥 = 𝑔′ 𝑥 − 1 

 :   من الجزء الثانً ( ب (3لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

𝑢 𝑥 =
1

 𝑥 ln 𝑥
 

 :من الجزء الأول ( ب (2لدٌنا حسب نتٌجة السؤال 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝑕(𝑥) ≤ 1 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
 

𝒙 1 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 

+∞ 

ln 2 

+∞ 

 
𝟏

𝟏𝟏𝟐
  C 

𝓞 𝟏 

𝟏 
𝐥𝐧 𝟐 

  
𝐹 𝑎 = 0       
𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)

    و     

𝐹 ∶ 𝐼  ⟼   ℝ                       

𝑥  ⟼   𝑓(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡  

  
𝑣 𝑎 = 0       
𝑣 ′ 𝑥 = 𝑢(𝑥)

    و     

𝑣 ∶  1; +∞   ⟼   ℝ                                   

𝑥  ⟼   𝑢(𝑡)
𝑥

𝑎

𝑑𝑡
 

𝑔 𝑥 =  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑥

𝑑𝑡  ;   𝑥 > 1 

=  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑎

𝑥

𝑑𝑡 +  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 

=  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥2

𝑎

𝑑𝑡 −  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥

𝑎

𝑑𝑡 

= 𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  

=
2𝑥

 𝑥2 ln 𝑥2 
−

1

 𝑥 ln 𝑥
=

2𝑥

2𝑥 ln 𝑥
−

1

 𝑥 ln 𝑥
 

=
𝑥

𝑥 ln 𝑥
−

 𝑥

𝑥 ln 𝑥
=

𝑥 −  𝑥

𝑥 ln 𝑥
=

 𝑥  𝑥 − 1 

  𝑥 
2

ln   𝑥
2
 

 

=
1

2
 

 𝑥 − 1

 𝑥  ln  𝑥
 =

1

2
𝑕  𝑥  

𝑥∀ :                     و لدٌنا  > 1   ;   𝑔′ 𝑥 =  𝑣 𝑥2 − 𝑣 𝑥  
′

 

= 2𝑥 𝑣 ′ 𝑥2 − 𝑣 ′ 𝑥  

= 2𝑥 𝑢 𝑥2 − 𝑢 𝑥  

 ∀𝑥 > 1   ;   𝑔′ 𝑥 =
1

2
 𝑕  𝑥    ∶  و بالتالً 

𝑔 1  معرفة و متصلة على; +∞  

𝑔 1  تزاٌدٌة قطعا على; +∞   

lim
𝑥→1+

𝑔(𝑥) = 𝑔 1 = ln 2 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = +∞ 

3 3 

3 

I 
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𝑥∀ :    إذن  ≥ 1   ;   0 < 𝑔′ 𝑥 ≤
1

2
< 1 

𝑥∀ :   ٌعنً  ≥ 1   ;   𝑔′ 𝑥 < 1 

𝑥∀ :    و منه  ≥ 1   ;   𝑔′ 𝑥 − 1 < 0 

𝑥∀ :     أي  ≥ 1   ;   𝑘 ′ 𝑥 < 0 

;1  تناقصٌة قطعا على المجال  𝑘و هذا ٌعنً أن الدالة  +∞ .   

;1  تقابل من المجال 𝑘إذن    .𝑘 نحو صورته بالدالة  ∞+

;1  تقابل من المجال  𝑘: و بالتالً  ;∞−   نحو المجال   ∞+ ln 2 .   

ln:  لدٌنا  2 > ;∞−  𝜖 0:    إذن 0 ln 2    

;1  تقابل من 𝑘و بما أن  ;∞−  نحو  ∞+ ln 2   

;1  فً المجال  𝑘فإن الصفر ٌمتلك سابقا واحدا بالدالة  +∞ .   

!∃:     ٌعنً بتعبٌر آخر   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   𝑘 𝛼 = 0  

!∃:    ٌعنً   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   𝑔 𝛼 − 𝛼 + 1 = 0  

!∃:     ٌعنً   𝛼 𝜖  1; +∞   ;   1 + 𝑔 𝛼 = 𝛼 

1المعادلة  : أو بتعبٌر لطٌف  + 𝑔 𝑥 = 𝑥 تقبل حلا وحٌدا  

;1 فً المجال    .𝛼 و هو  ∞+

 :    التالٌة  𝑃𝑛 باستعمال البرهان بالترجع ، نعتبر العبارة 

𝑛من أجل   = 1:    لدٌنا حسب المعطٌات 0 ≤ 𝑢0 < 𝛼   

 . صحٌحة  𝑃0 العبارة : إذن 

1:   و نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   

 : نحصل على 𝑔نُدخل على هذا التأطٌر الدالة التزاٌدٌة قطعا 

+ 𝑔 1:   لكل طرف1ثم نضٌف  1 ≤ 𝑔 𝑢𝑛 + 1 ≤ 𝑔 𝛼 + 1 

1:  ٌعنً  ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼   إذن العبارة 𝑃𝑛+1  صحٌحة . 

 

 𝑃𝑛   𝑒𝑠𝑡 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠  𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒 :   و بالتالً حسب مبدأ الترجع 

𝑛∀ :     أي  ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼  

𝑛∀ :    لدٌنا حسب آخر نتٌجة  ≥ 0   ;  𝑢𝑛 < 𝛼 

 :  على هذه المتفاوتة نجد 𝑘نُدخل الدالة التناقصٌة قطعا 

= 𝑘 𝛼  : و بما أن  𝑛∀ :    فإن    0 ≥ 0   ;   𝑘 𝑢𝑛 > 0   

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   𝑔 𝑢𝑛 − 𝑢𝑛 + 1 > 0 

𝑛∀ :    ٌعنً  ≥ 0   ;   1 + 𝑔 𝑢𝑛 > 𝑢𝑛 

𝑛∀ :    و منه  ≥ 0   ;  𝑢𝑛+1 > 𝑢𝑛 

 .  تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥0 و من هذه الكتابة نستنتج أن المتتالٌة  

 .  متتالٌة تزاٌدٌة قطعا 𝑢𝑛 𝑛≥0 لدٌنا  

𝑛∀ لأن   ) 𝛼و بما أنها مكبورة بالعدد  ≥ 0   ;  𝑢𝑛 < 𝛼 أ (1 حسب) ) 

1:    تحقق ℓفإنها متقاربة و نهاٌتها  + 𝑔 ℓ = ℓ  

;1 و رأٌنا أن هذه المعادلة تقبل حلا وحٌدا فً المجال     .𝛼  و هو  ∞+

;1  المعرفة على المجال 𝜓نعتبر الدالة العددٌة   :  بما ٌلً  ∞+

;1  قابلة للإشتقاق على المجال 𝑔بما أن  +∞ .  

;1  قابلة للإشتقاق على المجال  𝜓فإن  +∞ .   

;1  قابلة للإشتقاق على أي مجال ٌوجد ضمن  𝜓و منه  +∞ .   

𝑛∀ :   و ذلك لأن  ) ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼   ) 

                           𝑇𝐴𝐹 إذن بتطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة 

𝑢𝑛  فً المجال 𝜓على الدالة   ; 𝛼  نجد : 

  :     لدٌنا 
𝜓 𝑢𝑛 = 1 + 𝑔 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛+1

𝜓 𝛼 = 1 + 𝑔 𝛼 = 𝛼          
  

= 𝜓′ 𝑐  : لدٌنا  𝑔′ 𝑐 و      𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ; 𝛼    

1    : إذن  ≤ 𝑢𝑛 < 𝑐 < 𝛼       أي    :𝑐 ≥ 1    

 :  نكتب  ∗∗  و  ∗ إذن باستعمال الكتابتٌن 

;𝑘   1 و لدٌنا +∞   =   lim
𝑥→+∞

𝑘(𝑥)  ;   𝑘 1   

 𝑃𝑛 ∶   ∀𝑛 ≥ 0   ;   1 ≤ 𝑢𝑛 < 𝛼 

𝑔 1 ≤ 𝑔 𝑢𝑛 < 𝑔 𝛼  

1 : باستعمال النتائج السابقة نكتب : إذن  < ln 2 + 1 ≤ 𝑢𝑛+1 < 𝛼 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑘 𝑢𝑛 > 𝑘 𝛼  

ℓ :     إذن  = lim
𝑛∞

 𝑢𝑛 = 𝛼 

∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ; 𝛼   ;   
𝜓 𝑢𝑛 − 𝜓 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜓′ 𝑐  

𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ∃ :إذن  ; 𝛼   ;   
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜓′ 𝑐  

𝑐 𝜖  𝑢𝑛 ∃ :     ٌعنً  ; 𝛼   ;    
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜓′ 𝑐   

0 :   من الجزء الثانً ( ب (3و منه حسب نتٌجة السؤال  < 𝑔′ 𝑐 ≤
1

2
 

≥  𝜓′ 𝑐  :        أي 
1

2
 

𝑛∀  :    ٌعنً  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   
𝑢𝑛+1 − 𝛼

𝑢𝑛 − 𝛼
 ≤

1

2
  

lim
𝑥→+∞

𝑘(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑔 𝑥 − 𝑥 + 1 = lim
𝑥→+∞

 
𝑔 𝑥 

𝑥
− 1 +

1

𝑥
  

=  0 − 1 +
1

+∞
  +∞ =  −1  +∞ = −∞ 

 𝜓′ 𝑐  =  𝑔′ 𝑐  ≤
1

2
 : إذن  

 : حصلنا إذن على الوضعٌة التالٌة 
  
 𝑃0  𝑒𝑠𝑡 𝑣𝑟𝑎𝑖𝑒                                 
 𝑃𝑛  𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒  𝑃𝑛+1   ;   ∀𝑛 ≥ 0

  

I 

II 2 

II 1 

II 1 ب 

 أ

2 

 أ

 II 1 ج

𝜓 𝑥 = 1 + 𝑔 𝑥  

 1; 𝑢𝑛  الذي ٌوجد ضمن   ∞+ ; 𝛼  نختار المجال 

 ∗  

 ∗∗  
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 .و ٌمكن كذلك استعمال البرهان بالترجع 

𝑛∀ : لنبرهن بالترجع على أن  ≥ 0   ;   𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼  

𝑛من أجل   = 𝑢0 :    لدٌنا 0 − 𝛼 ≤  
1

2
 

0
 𝑢0 − 𝛼    

𝑛إذن الخاصٌة صحٌحة من أجل  = 0.  

𝑢𝑛 :     و نفترض أن 𝑛𝜖ℕلٌكن  − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼  

نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً العدد الموجب 
1

2
 : نجد 

𝑛∀ :     بما أن  ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑛∀ :    فإن  ≥ 0   ;   𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛
 𝑢0 − 𝛼   

𝑛 و هذا ٌعنً أن العبارة صحٌحة من أجل  + 1 .  

 :  و بالتالً حسب مبدأ الترجع 

 نلاحظ أن  
1

2
 
𝑛

  .1  متتالٌة هندسٌة أساسها عدد موجب قطعا و أصغر من 

 :  نحصل إذن على الوضعٌة التالٌة 

 : أو بتعبٌر واضح نحصل على الوضعٌة التالٌة 

𝑛∀  :    لدٌنا  ≥ 0   ;    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑛∀  :    إذن  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   
1

2
 𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  

1

2
 
𝑛+1

  𝑢0 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼  

lim :   و منه  :   إذن 
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

= 0 lim
𝑛∞

 
1

2
 
𝑛

  𝑢0 − 𝛼 = 0 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;   −  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
           

≤  𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝑛∞ 𝑛∞ 

𝟎 

lim :   و بالتالً حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim :     أي 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

⋮ ⋮ 

𝑛  إذن بتغٌٌر  + 𝑢𝑛  :  نجد 𝑛 بـ  1 − 𝛼 ≤
1

2
  𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤
1

2
 
1

2
  𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤
1

2
 
1

2
 
1

2
  𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼  

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
1

2
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 
         

 

𝟎 

𝑛∞ 

II 2 

II 2 ج 

 ب
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