
 

  

= 𝑟 𝑀:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑀1  
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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

⟺     𝑧1 =  
1

2
+

 3

2
𝑖 𝑧 +  

 3

2
+

1

2
𝑖  

⟺     𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 +  

 3

2
+ 𝑖 −

1

2
𝑖  

⟺     𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 + 𝑖 −  

− 3

2
+

1

2
𝑖  

⟺     𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 + 𝑒𝑖

𝜋
2 − 𝑒𝑖

5𝜋
6  

⟺     𝑧1 =  𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 − 𝑒𝑖

5𝜋
6  + 𝑒𝑖

𝜋
2  

⟺     𝑧1 =  𝑒𝑖
𝜋
3𝑧 − 𝑒𝑖

𝜋
2𝑒𝑖

𝜋
3 + 𝑒𝑖

𝜋
2  

⟺      𝑧1 − 𝑒𝑖
𝜋
2 = 𝑒𝑖

𝜋
3  𝑧 − 𝑒𝑖

𝜋
2  

⟺      𝑧1 − 𝑖 = 𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖  

⟺     𝑉𝑀1
         = 𝑒𝑖

𝜋
3  𝑉𝑀        

  ٝ صا٣ٝزٚ   𝑉 𝑖 دٝسإ ٓشًضٙ  𝑟: ٝ ثبُزب٢ُ 
𝜋

3
.   

⟺     𝑧2 = −2𝑧 + 3𝑖 

= 𝑕 𝑀:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑀2  

   2−  ٝ ٗغجزٚ   𝑉 𝑖 رؾب٢ً ٓشًضٙ  𝑕ٝ ثبُزب٢ُ 

⟺     𝑧2 = −2𝑧 + 2𝑖 + 𝑖 

⟺     𝑧2 = −2 𝑧 − 𝑖 + 𝑖 

⟺      𝑧2 − 𝑖 = −2 𝑧 − 𝑖  

⟺     𝑉𝑀2
         = −2 𝑉𝑀        

= 𝐹 𝑀:    ُ٘ؾَ أُؼبدُخ  𝑀 

 أ 2 ∎
 : ٗ٘طِن ٖٓ اُشٌَ اُزب٢ُ 

𝑀′ 𝑀1 𝑀 𝑟 𝑕 

𝑧′ 𝑧1 𝑧 

𝐹 = 𝑕𝜊𝑟 

= 𝑟 𝑀:    ُذ٣٘ب  𝑀1  

⟺      𝑧1 − 𝑖 = 𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖  

⟺     𝑧1 = 𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖 + 𝑖  1  

= 𝑕 𝑧1:    ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  𝑧′  

 : ارٕ 

⟺      𝑧′ − 𝑖 = −2 𝑧1 − 𝑖  

      𝑧′ − 𝑖 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑖  

∎ 2 

 أ

 ب

 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

𝑀′ 𝑀 𝐹 

𝑧′ = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧 − 𝑖 + 𝑖 𝑧 

⟺      𝑧  2𝑒
4𝑖𝜋

3 − 1 = 2𝑖𝑒
4𝑖𝜋

3 − 𝑖 

⟺      𝑧  2𝑒
4𝑖𝜋

3 − 1 = 𝑖  2𝑒
4𝑖𝜋

3 − 1  

⟺      𝑧 = 𝑖 

⟺      𝑀 ≡ Ω 

= 𝐹 𝑀 ٢ٛ اُ٘وطخ اُٞؽ٤ذح اُز٢ رؾون  Ω: ٝ ثبُزب٢ُ  𝑀   

 3 أ ∎

= 𝐹 𝐴:    ُذ٣٘ب  𝐵  

⟺     𝑧𝐵 − 𝑖 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑧𝐴 − 𝑖  

⟺     𝑧𝐵 = 2𝑒
4𝑖𝜋

3  𝑎 − 𝑖 + 𝑖 

⟺     𝑧𝐵 = 2  
−1

2
− 𝑖

 3

2
  𝑎 − 𝑖 + 𝑖 

⟺     𝑧𝐵 =  1 + 𝑖 3  𝑖 − 𝑎 + 𝑖 

⟺     𝑧𝐵 = 𝑖 − 𝑎 −  3 − 𝑎 3𝑖 + 𝑖 

⟺     𝑧𝐵 = − 𝑎 +  3 + 𝑖 2 − 𝑎 3  

⟺      𝑧′ − 𝑖 = −2𝑒𝑖
𝜋
3 𝑧 − 𝑖  

 𝟏  

𝑒𝑖− : ٝ ُذ٣٘ب 
𝜋
3 = −𝑐𝑜𝑠  

𝜋

3
 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

𝜋

3
  

= 𝑐𝑜𝑠  𝜋 +
𝜋

3
 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  𝜋 +

𝜋

3
  

= 𝑐𝑜𝑠  
4𝜋

3
 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛  

4𝜋

3
  

= 𝑒
4𝑖𝜋

3  
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= 𝐹 𝐵ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثز٤ٖ   𝐶  ٝ  𝐹 𝐶 = 𝐷  

 : ُ٘ؾظَ ػ٠ِ 

 𝑧𝐶 = 2  3 − 𝑎 + 𝑖 2𝑎 3 + 3    

   ٝ𝑧𝐷 = 8𝑎 − 7𝑖  

 ب 3 ∎

⟺      𝑧Ω − 𝑧𝐴 =
−1

7
 𝑧𝐷 − 𝑧𝐴   

⟺     𝐴Ω      =
−1

7
𝐴𝐷       

 . ٗوؾ ٓغزو٤ٔ٤خ 𝐴 ٝ Ω ٝ 𝐷اُ٘وؾ : ٝ ثبُزب٢ُ 

 :ُذ٣٘ب 
4𝑧𝐵 + 2𝑧𝐶 + 𝑧𝐷

7
=

7𝑖

7
= 𝑧Ω  

  𝐵, 4 ;  𝐶, 2 ;  𝐷, 1   

 : ٢ٛ ٓشعؼ اُ٘ظٔخ أُزضٗخ Ωاُ٘وطخ : ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

 

 ج 3 ∎

 د 3 ∎

𝑎:  ٝ ٗؼغ   .  ٗوطخ ٖٓ أُؾٞس اُؾو٤و𝐷٢ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺     𝑧𝐷𝜖 ℝ  

⟺      8𝑎 − 7𝑖   𝜖 ℝ  

⟺      8𝑥 + 𝑖 8𝑦 − 7   𝜖 ℝ  

⟺    8𝑦 − 7  = 0  

⟺    𝑦 =
7

8
  

 ( ن 4,0 ):   التمرين الثاني 

 1 أ ∎

 ب 1 ∎

ℝ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢   ∗ُ٘ج٤ٖ إٔ  ∖  
1

3
  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ ∖  
1

3
    

⟺      𝑥 ≠
1

3
    ٝ     𝑦 ≠

1

3
  

⟺      1 − 3𝑥 ≠ 0    ٝ      1 − 3𝑦 ≠ 0  

⟺      1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 ≠ 0  

⟺      1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 ≠ 0  

⟺      𝑥 ∗ 𝑦 ≠
1

3
  

⟺      𝑥 ∗ 𝑦  𝜖  ℝ ∖  
1

3
   

ℝ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢    ∗ارٕ  ∖  
1

3
  

ℝ صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧ٌٖ  :انتجمٍؼٍح  ∖  
1

3
  

𝑥:    ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧   

𝑥 :    ٝ ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 ∗ 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 ∗ 𝑧  

ℝ هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ ∗: ٝ ثبُزب٢ُ  ∖  
1

3
  

ℝارٕ  رجبد٢ُ ك٢  ∖  
1

3
  

= 𝑥 +  𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧  

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑧 + 9𝑥𝑦𝑧 

=  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 + 𝑧 − 3𝑧 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3𝑦𝑧 − 3𝑥𝑦 − 3𝑥𝑧 + 9𝑥𝑦𝑧 

⟺   ∀ 𝑥 𝜖 ℝ ∖  
1

3
   ;   𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 

⟺    𝑥 + 𝑒 − 3𝑥𝑒 = 𝑥 

⟺    𝑒 1 − 3𝑥 = 0 

𝑥ثٔب إٔ   ≠
1

3
1   كبٕ     − 3𝑥 ≠ 0   

𝑒:   ارٕ  = 0  

𝑒 𝜖 ℝ:   ٓغ  ∖  
1

3
0:     لإٔ   ≠

1

3
   

𝑧Ω − 𝑧𝐴

𝑧𝐷 − 𝑧𝐴
=

𝑖 − 𝑎

8𝑎 − 7𝑖 − 𝑎
=

−1

7
 𝜖 ℝ  ُذ٣٘ب: 

1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 1 − 3𝑥 − 3𝑦 + 9𝑥𝑦 

=  1 − 3𝑥 − 3𝑦 1 − 3𝑥  

=  1 − 3𝑥  1 − 3𝑦  

𝑥:    ُذ٣٘ب  :انتثادنٍح  ∗ 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦  

= 𝑦 + 𝑥 − 3𝑦𝑥 

= 𝑦 ∗ 𝑥 

 ر٘ز٢ٔ ا٠ُ أُؾٞس 𝐷اُز٢ ٖٓ أعِٜب اُ٘وطخ      𝑎 ارٕ ٓغٔٞػخ اُ٘وؾ  

𝑦:  ٝ ٓؼبدُزٚ . اُؾو٤و٢ رشٌَ ٓغزو٤ٔب ٓٞاص٣ب ُِٔؾٞس اُؾو٤و٢ =
7

8
   

𝐴 

ℝ  ك٢  اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ٤ُ𝑒ٌٖ  :انؼىصش انمحاٌذ  ∖  
1

3
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1:     ٝ ُذ٣٘ب  ≠ 0    ⟹     1 − 3𝑥 ≠ −3𝑥 

𝑥 ٖٓ ℝًَ ػ٘ظش : ٝ ٓ٘ٚ  ∖  
1

3
  ٣وجَ ٓٔبصلا   

−𝑥

1−3𝑥
ℝ  ك٢    ∖  

1

3
   

  .∗ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ 

ℝ     :خلاصح  ∖  
1

3
 .صٓشح رجبد٤ُخ  ∗ ;  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℝ ∖  
1

3
  

𝜑 𝑥:   ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 = 1 − 3 𝑥 ∗ 𝑦   

ℝ  رشبًَ ٖٓ  𝜑ارٕ  ∖  
1

3
    × ; ∗ℝ   ٗؾٞ   ∗; 

 ٌٖ٤ُ𝑦 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ∗ 

ℝ  روبثَ ٖٓ  𝜑ارٕ  ∖  
1

3
    × ; ∗ℝ   ٗؾٞ   ∗; 

 : ٓؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝜑−1ٝ روبثِٚ اُؼٌغ٢ 

𝜑 𝑥 ∗ 𝑦 =  1 − 3𝑥  1 − 3𝑦 = 𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑦  

= φ′ 𝑥:    ُذ٣٘ب  −3 < 0  

  ℝ داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ 𝜑ارٕ 

;∞− :  ُذ٣٘ب 
1

3
ℝ  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ     ∖  

1

3
   

;∞− :    ٣ؼ٢٘ 
1

3
 ⊂ ℝ ∖  

1

3
    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  −∞;
1

3
   

 ; ∞−  ػ٘ظش٣ٖ ٖٓ  𝑥 ٝ 𝑦ٝ ُذ٣٘ب 
1

3
    

𝑥:  ارٕ  <
1

3
  ٝ  𝑦 <

1

3
   

 ٚ٘ٓ ٝ  :3𝑥 < 1  ٝ  3𝑦 < 1   

 :   ك٢ اُؼذد أُٞعت  1 ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ 
1

1−3𝑦
 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  

∎ 
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  ∗ ثبُ٘غجخ ُـ 𝑥 ٓٔبصَ ′٤ُ𝑥ٌٖ  :انتماثم 

 أ 1 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُغئاٍ

 ℝ ∖  
1

3
  ; ∗  

𝜑−1 

1 − 𝑦

3
 𝑦 

 ℝ∗ ; ×  

 ب 2 ∎

 ج 2

= 𝑥 أُؼبدُخ   𝑦       ٍٜٞراد أُغ𝑥 ٞٛ ٝ روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا   :𝑥 =
1−𝑦

3
   𝜑 

3𝑥:  ارٕ  − 3𝑦 < 1 − 3𝑦  ٝ   1 − 3𝑦 > 0   

 1   2  

ℝ  صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح ∖  
1

3
 ; ∞−   :ٝ ثبُزب٢ُ   ∗ ;  

1

3
  ; ∗  

3𝑥 − 3𝑦

1 − 3𝑦
< 1 

⟺     
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
<

1

3
 

⟺     
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
 𝜖  −∞ ; 

1

3
  

⟺      𝑥 ∗ 𝑦′ 𝜖  −∞ ; 
1

3
  

𝑥 :ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦′ = 𝑥 ∗  
−𝑦

1 − 3𝑦
  

= 𝑥 −
𝑦

1 − 3𝑦
+

3𝑥𝑦

1 − 3𝑦
 

=
𝑥 1 − 3𝑦 − 𝑦 + 3𝑥𝑦

1 − 3𝑦
 

=
𝑥 − 𝑦

1 − 3𝑦
 

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝜑−1 ℝ+
∗  = 𝜑−1  0; +∞    

=  lim
𝑦→+∞

𝜑−1 𝑦  ; 𝜑−1 0   

=  lim
𝑦→+∞

 
1

3
−

𝑦

3
  ;  

1

3
  

=  −∞ ; 
1

3
  

⟺     𝑥 ∗ 𝑥′ = 𝑥′ ∗ 𝑥 = 𝑒 

⟺    𝑥′ 1 − 3𝑥 = −𝑥 

⟺     𝑥 + 𝑥′ − 3𝑥𝑥 ′ = 0 

⟺    𝑥′ =
−𝑥

 1 − 3𝑥 
 

⟺    
1

1 − 3𝑥
≠

−1

3𝑥
 

⟺    
−𝑥

1 − 3𝑥
≠

1

3
 

⟺    
−𝑥

1 − 3𝑥
 𝜖 ℝ ∖  

1

3
  

 : ُذ٣٘ب 

 2 أ ∎

 ℝ ∖  
1

3
  ; ∗  

𝜑 

1 − 3𝑥 𝑥 

 ℝ∗ ; ×  
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 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ ∖  
1

3
  ٝ  𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

 3 ∎ أ

 ب 3 ∎

  ℝ هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ ⊺ُذ٣٘ب 

 4 أ ∎

,𝑥∀:     لإٔ  𝑦 𝜖 ℝ    ;     𝑥 + 𝑦 −
1

3
 𝜖 ℝ  

 ⊺ رجبد٢ُ ك٢ ℝ ٕرجبد٢ُ ك٢ + لأ ℝ.  

  ٕهبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢  ⊺ار ℝ   

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ ٝ 𝑥′   ٓٔبصِٚ ثبُ٘غجخ ُـ⊺  

𝑥:   ٗغز٘زظ ارٕ إٔ  ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 =  𝑥 ∗ 𝑦 ⊺  𝑥 ∗ 𝑧    

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ٝ 𝑧 ٖٓ صلاصخ ػ٘بطش ℝ  

 .  عغْ رجبد٢ُ  ∗,⊺,ℝ  ٗغز٘زظ إٔ   2  ٝ  1 ارٕ ٖٓ 

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثالث 

∎ 1 

 ب 4 ∎

𝑥 :     ٝ ُذ٣٘ب  ∗ 𝑦 ⊺  𝑥 ∗ 𝑧 =  𝑥 + 𝑦 − 3𝑥𝑦 ⊺  𝑥 + 𝑧 − 3𝑥𝑧   

= 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 −
1

3
 

𝑥:     ُذ٣٘ب  ∗  𝑦 ⊺ 𝑧 = 𝑥 ∗  𝑦 + 𝑧 −
1

3
   

= 2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 −
1

3
 

=  𝜑 𝑥 𝑛  :    ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ     𝜑 𝑥  
𝑛
 

⟺  1 − 3𝑥 𝑛 =    1 − 3𝑥 𝑛  

⟺ 𝑥 𝑛 =   
1 −  1 − 3𝑥 𝑛

3
 

  1   ⊺ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ اُوبٕٗٞ ∗ارٕ اُوبٕٗٞ 

ℝ,⊺   ٝ   ℝ :  ٝ ُذ٣٘ب  ∖  
1

3
  2  .  صٓشربٕ رجبد٤ُزبٕ ∗ ;  

 𝑝 𝑋 =   .2 ٛٞ اؽزٔبٍ رٞهق اُزغشثخ ك٢ اُغؾجخ سهْ  2

 :ٗغزؼَٔ ٗٔٞرط اُشغشح اُزب٢ُ 

 :ٝ ٓ٘ٚ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ٣غب١ٝ 

 𝑝 𝑋 =   .3 ٛٞ اؽزٔبٍ رٞهق اُزغشثخ ك٢ اُغؾجخ سهْ  3

 :ٗغزؼَٔ ٗٔٞرط اُشغشح اُزب٢ُ 

𝑩 

𝑅 

𝐵 

𝑹 

𝑩 

𝑹 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

اُغؾجخ 

 الأ٠ُٝ

ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

اُغؾجخ 

 اُضب٤ٗخ
رٞهق 

 اُزغشثخ

𝑝 𝑋 = 2 =  
1

4
×

1

4
 +  

3

4
×

3

4
 =

5

8
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝑅 

𝟑

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

𝟏

𝟒
 

𝟑

𝟒
 

=  𝜑 𝑥 𝑛:     ُذ٣٘ب  𝜑  𝑥 ∗ 𝑥 ∗ ⋯∗ 𝑥         
𝑛 ٓشح 

   

⟺  𝜑 𝑥 𝑛  =   𝜑 𝑥 × 𝜑 𝑥 × ⋯ × 𝜑 𝑥  

⟺  𝜑 𝑥 𝑛  =    𝜑 𝑥  
𝑛
 

  ثبُزب٢ُ ٝ  : ℝ ,⊺ صٓشح رجبد٤ُخ  . 

⟺       𝑥 ⊺ 𝑥′ = 𝑥′ ⊺ 𝑥 =
1

3
 

⟺       𝑥 + 𝑥′ −
1

3
=

1

3
 

⟺      𝑥′ =  
2

3
− 𝑥  𝜖 ℝ 

 ٌٖ٤ُ𝑒 ك٢ ⊺ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ ℝ.  ⟺       𝑥 ⊺ 𝑒 = 𝑒 ⊺ 𝑥 = 𝑥 

⟺       𝑥 + 𝑒 −
1

3
= 𝑥 

⟺    𝑒 =
1

3
 𝜖 ℝ 

𝑥:     ٝ ُذ٣٘ب  ⊺  𝑦 ⊺ 𝑧 = 𝑥 ⊺  𝑥 + 𝑦 −
1

3
   

= 𝑥 + 𝑥 + 𝑦 −
1

3
−

1

3
 

=  𝑥 ⊺ 𝑦 ⊺ 𝑧 
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𝑝 𝑋 :ارٕ  = 3 =  
1

4
×

3

4
×

3

4
 +  

3

4
×

1

4
×

1

4
 =

3

16
 

 2 أ ∎

  𝑝 𝑋 = 2𝑘  ٖاؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ك٢ اُغؾجز٤ ٞٛ  

 2𝑘 − 1  ٝ 2𝑘ٖٛ٘ب ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ ٝ رُي ؽغت ُٕٞ اٌُشر٤ ٝ  

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ث٤ؼب٣ٖٝ  :انحانح الأونى 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝑘 أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  + 𝑘  ًشح ث٤ؼبء ٝ  1 −  . ًشح ؽٔشاء 1

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ  :انحانح انثاوٍح 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝑘 أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  + 𝑘  ًشح ؽٔشاء ٝ  1 −  . ًشح ث٤ؼبء 1

ٝ ثبُزب٢ُ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ك٢ 

2𝑘 اُغؾجز٤ٖ  − 1  ٝ  2𝑘  ٞٛ : 

 :ث٘لظ اُطش٣وخ ٗلظَ ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ 

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ث٤ؼب٣ٖٝ  :انحانح الأونى 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝑘  ًشح ؽٔشاء ٝ 𝑘أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  +  . ًشح ث٤ؼبء 1

𝑅𝐵  𝑅𝐵  ⋯⋯𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑹𝑹                    
2𝑘  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . . 𝒌 

𝐵𝑅  𝐵𝑅  ⋯⋯𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝑩𝑩                    
2𝑘  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . . 𝒌 

𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘−1

+  
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘+1

 

⟺    𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘−1

  
1

4
 

2

+  
3

4
 

2

  

⟺    𝑝 𝑋 = 2𝑘 =  
3

16
 
𝑘−1

×  
5

8
  

 ب 2 ∎

𝑅𝐵  𝑅𝐵  ⋯⋯𝑅𝐵  𝑅𝐵  𝑅𝑩  𝑩                    
2𝑘+1  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . 𝒌 

رٞهلذ اُزغشثخ اصش اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ؽٔشا٣ٖٝ  :انحانح انثاوٍح 

 : ٝ ٛزا ٓب ٣غغذٙ اُزغِغَ اُزب٢ُ 

𝐵𝑅  𝐵𝑅  ⋯⋯𝐵𝑅  𝐵𝑅  𝐵𝑹  𝑹                    
2𝑘+1  ًشح 

 

𝟏 𝟐 . . 𝒌 

𝑘 أٗ٘ب ٗؾظَ ػ٠ِ : ٝ ٛزا ٣ؼ٢٘  +  . ًشح ث٤ؼبء𝑘 ًشح ؽٔشاء ٝ  1

ٝ ثبُزب٢ُ اؽزٔبٍ اُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشر٤ٖ ٖٓ ٗلظ إُِٞ ك٢ 

2𝑘 ٝ  2𝑘اُغؾجز٤ٖ  + 1  ٞٛ : 

𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘

+  
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘+1

 

⟺   𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘

 
1

4
+

3

4
  

⟺   𝑝 𝑋 = 2𝑘 + 1 =  
3

16
 
𝑘

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘

×  
3

4
 
𝑘+1

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘−1

×  
3

4
 
𝑘+1

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘

 

  :ارٕ اؽزٔبٍ ٛزٙ اُؾبُخ ٛٞ 
1

4
 
𝑘+1

×  
3

4
 
𝑘−1
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 ( ن 10):   التمرين الرابع 

∎  𝐈  1 

∎  𝐈  2 أ 

𝑕𝑎 𝑎 =  ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑎2 −  ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑎2 = 0 

𝑕𝑎 0 = − ln 1  𝑎2 = 0 

,0  داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑕𝑎ٝ ثٔب إٔ  𝑎 .  

  ٝ𝑕𝑎 0 = 𝑕𝑎 𝑎    

,𝑏 ٖٓ  0كبٗٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ سٍٝ ٣ٞعذ ػ٘ظش  𝑎  ثؾ٤ش   :𝑕𝑎
′  𝑏 = 0   

  ٣ئٍٝ ًزُي ا٠ُ اُظلش 𝑏 ٣ئٍٝ ا٠ُ اُظلش كبٕ 𝑎ارا ًبٕ 

𝑎:   ٝ رُي ثغجت اُزؤؽ٤ش  < 𝑏 < 0    

𝑓 داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ك٢ اُظلش ٝ   𝑓ارٕ  ′ 0 = −2  

⟺     2 ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎 𝑏 = 𝑎2  −2 +
2

1 + 2𝑏
  

⟺    
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 

𝑎:   ثؾ٤ش 𝑎 ٓشرجؾ ثـ 𝑏ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ     ٣ٞعذ  < 𝑏 <  أ   0

∎  𝐈  2 ب 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥⟶0

 
𝑓 𝑥 − 𝑓 0 

𝑥 − 0
 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶0
 

ln 1 + 2𝑥 − 2𝑥

𝑥2   

= 𝑙𝑖𝑚
𝑎⟶0
𝑎=𝑥

 
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2   

 :ٝ ثبُزب٢ُ اُٜ٘ب٣خ رظجؼ 

𝑙𝑖𝑚
𝑎⟶0

 
ln 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2  = lim
𝑏⟶0

 
−2

1 + 2𝑏
 = −2 𝜖 ℝ 

ٝ 
𝑙𝑛 1 + 2𝑎 − 2𝑎

𝑎2
=

−2

1 + 2𝑏
 

∎  𝐈  3 أ 

𝐼 داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  ∖  لأٜٗب ٓغٔٞع دٝاٍ اػز٤بد٣خ  0 

𝐼هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   ∖  0 .  

∎  𝐈  3 ب 

  .𝐼 داُخ ٓؼشكخ ٝ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑔ُذ٣٘ب 

ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 : 

   𝑔′ 𝑥 = 2 −  2 ln 1 + 2𝑥 +
2 1 + 2𝑥 

 1 + 2𝑥 
 

= −2 ln 1 + 2𝑥  

 . داُخ ٓزظِخ ك٢ اُظلش𝑓ارٕ 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

 
ln 1 + 2𝑥 

𝑥
 = lim

𝑢→1
𝑢=1+2𝑥

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
  

= 2lim
𝑢→1

 
ln 𝑢 − ln 1

𝑢 − 1
  

= 2  
1

1
 = 2 = 𝑓(0) 

 ∀𝑥0 > 0     ;      lim
𝑥→𝑥0

 
ln 𝑥 − ln 𝑥0

𝑥 − 𝑥0
 =

1

𝑥0
 :لأٗٚ ُذ٣٘ب  

𝑓 :ٝ ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =  

2𝑥
1 + 2𝑥

− ln 1 + 2𝑥 

𝑥2
  

⟺   𝑓 ′ 𝑥 =  
2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥 

𝑥2 1 + 2𝑥 
  

⟺   𝑓 ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥⟶+∞

𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶+∞

𝑥  2 −  
1

𝑥
+ 2 ln 1 + 2𝑥   

=  +∞  −∞  

= −∞ 

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥⟶

−1
2

+
𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥⟶
−1
2

+
2𝑥 −  1 + 2𝑥 ln 1 + 2𝑥  

= −1 − 𝑙𝑖𝑚
𝑥⟶

−1
2

+
 1 + 2𝑥 𝑙𝑛 1 + 2𝑥  

= −1 − 𝑙𝑖𝑚
𝑢⟶0+

𝑢=1+2𝑥

𝑢 𝑙𝑛 𝑢  

= −1 − 0 

= −1 

𝑥ارا ًبٕ   = = 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   

𝑥ارا ًبٕ   > > 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   

𝑥ارا ًبٕ   < < 𝑔′ 𝑥  كبٕ  0 0   
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C         

 . ًٔب ٢ِ٣ 𝑔ٗغز٘زظ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  ًو٤ٔخ هظ٣ٞخ0 ٝ روجَ 𝐼 ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑔ٗلاؽع ؽغت ٛزا اُغذٍٝ إٔ اُذاُخ 

;   𝑥𝜖𝐼∀ :     ارٕ    𝑔(𝑥) ≤ 0  

𝑥 𝜖 𝐼 ∀:      ٝ ثبُزب٢ُ  ∖  0   ;   𝑔 𝑥 < 0  

𝑔(𝑥) ٝ  1  ٓزؼِوخ ثبشبسر٢  𝑓′ 𝑥ارٕ اشبسح   + 2𝑥   

 :ٝ ٛٞ ٓب ِٗخظٚ ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

∎  𝐈  3 ج 

𝑓    :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 =
𝑔(𝑥)

𝑥2 1 + 2𝑥 
 

∎  𝐈  4 أ 

lim
𝑥→

−1
2

+
𝑓(𝑥) = lim

𝑢→0+

𝑢=2𝑥+1

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
 =

2 −∞ 

 −1 
= +∞ 

  داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ُذ٣٘ب 
−1

2
; +∞   

∎  𝐈  4 ب 

;1  ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓ارٕ  ;1 :   لإٔ  2 2 ⊂  
−1

2
; +∞   

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓  ٖٓ َ1  روبث; ; 𝑓 2   ٗؾٞ طٞسرٚ   2 𝑓(1)    

;1  روبثَ ٖٓ  ٣𝑓ؼ٢٘  ;  0,8   ٗؾٞ   2   1,1    

;  0,8  ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ أُغبٍ  1ٝ ثٔب إٔ اُؼذد    1,1    

;1  ٖٓ أُغبٍ 𝑓كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا ثبُزوبثَ  2   

∎  𝐈  4 ج 

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝛂 −𝟏

𝟐
 −𝟏 

𝟐 

𝑥ارٕ أُغزو٤ْ رٝ أُؼبدُخ   =
−1

2
         C   ٓوبسة ػٔٞد١ ُِٔ٘ؾ٠٘  

         C  .∞+ ثغٞاس        ارٕ ٓؾٞس الأكبط٤َ ٓوبسة أكو٢ ُِٔ٘ؾ٠٘ 

!∃:   أٝ ثزؼج٤ش س٣بػ٤بر٢ ع٤َٔ   𝛼 𝜖  1; 2  ∶     𝑓 𝛼 = 1  

∎  𝐈𝐈  1 أ 

  𝐼 ػجبسح ػٖ ٓشًت داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑اُذاُخ 

  .𝐼 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝜑ارٕ 

𝑥:  ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ  ≥ 1    :  6 ≤ 2 + 4𝑥  

𝑥:     ارٕ 𝑥𝜖𝐼:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  >
−1

2
    

 ٚ٘ٓ ٝ   :1 + 2𝑥 > :       ارٕ 0
2

1+2𝑥
> 0      

= 𝜑′ 𝑥 : ٝ ُذ٣٘ب 
2

1 + 2𝑥
 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 ∀𝑥 ≥ 1    ;    0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
 

0 𝑥 

0 

−1

2
 +∞ 

−∞ −1 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 − 

lim :ُذ٣٘ب ًزُي 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑢→+∞

𝑢=2𝑥+1

 
2 ln 𝑢

𝑢 − 1
  

= lim
𝑢→+∞

2  
ln 𝑢

𝑢
 

   
 

𝑢

𝑢 − 1
 

     
= 0 

0 1 

+∞ +∞ 

⟺    6 ≤ 2 1 + 2𝑥  

⟺   
2

1 + 2𝑥
≤

2

3
 

⟺   𝜑′(𝑥) ≤
2

3
  1  

< 𝜑′ 𝑥:    ٣ؼ٢٘  0   2  

0 𝑥 

2 

+∞ 

0 

1 

𝑓 

− 𝑔(𝑥) 0 − 

 1 + 2𝑥  

𝑓′(𝑥) 

+∞ 

− − 

+ + 

−1

2
 

0 
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∎  𝐈𝐈  1 ب 

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝜑  1; 𝛼  =  𝜑 1  ;  𝜑 𝛼  =  ln 3  ;  𝛼   

 𝐈𝐈  2  ∎ أ

 ثبعزؼٔبٍ اُجشٛبٕ ثبُزشعغ 

𝑛ٖٓ أعَ  : ُذ٣٘ب  = 0  :        𝑢0 = 1 𝜖  1; 𝛼 = 𝐽  

𝑛∀      :  ٗلزشع أٗٚ  ≥ 0   ;  𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

   𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝜑 𝐽:   ارٕ 

⊃ 𝜑 𝐽:   ٝ ثٔب إ  𝐽 ٕكب        :𝜑 𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

ln 1:   ٣ؼ٢٘  + 2𝑢𝑛  𝜖 𝐽 ٚ٘ٓ ٝ         :𝑢𝑛+1 𝜖 𝐽   

∎  𝐈𝐈  2 ب 

  𝐼 هبثِخ ُلإعزوبم ػ٠ِ أُغبٍ 𝜑ُذ٣٘ب اُذاُخ 

  𝐼ٗغزط٤غ ارٕ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٣ٞعذ ػٖٔ 

  .𝑢𝑛 ٝ 𝛼ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ 

= 𝑓 𝛼:   ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ                     1   ∎  𝐈  4 ب 

= 𝐼  𝜑′ 𝑥 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝜑: ارٕ  :ٝ ُذ٣٘ب 
2

1 + 2𝑥
> 0 

ln :      ٝ ُذ٣٘ب  3 ;  𝛼 ≈  1,1  ;   𝛼 ⊂  1; 𝛼   

𝑛∀ :    ٝ ثبُزب٢ُ  ≥ 0   ;  𝑢𝑛  𝜖 𝐽   

 أ 𝐈𝐈  1  ∎ :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;   0 < 𝜑′ 𝑥 ≤
2

3
 

𝑢𝑛:   ٝ ثٔب إٔ  ≥ 𝑢𝑛:  لإٔ  )  1  𝜖 𝐽  ) 

𝑐:   كبٕ  > 𝑢𝑛 ≥ 𝑐:        ٣ؼ٢٘ 1 ≥ 1    

 ٚ٘ٓ ٝ    :0 < 𝜑′ 𝑐 ≤
2

3
    

≥  𝜑′ 𝑐 :   ٣ؼ٢٘ 
2

3
   

𝑢𝑛 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   − 𝛼  ٗؾظَ ػ٠ِ   : 

𝑛 ٝ ٖٓ أعَ   −  :  ٗغذ  1

𝛼:  ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب  > 𝛼−:     ٣ؼ٢٘ 0 < 0  

1:  أ١  − 𝛼 < 1 ٚ٘ٓ ٝ     : 1 − 𝛼 < 1    

𝑢0 :  أ١  − 𝛼 < 1     

 ( 1لأٜٗب ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓٞعت ٝ أطـش ٖٓ  )

⟺    𝜑′ 𝑐   𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼  

⟺    𝑢𝑛+1 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼  

𝑢𝑛  :ارٕ  − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  

 ٚ٘ٓ ٝ  :  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

 :     ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3 ٖٓ 

 ∀𝑛 ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

∎  𝐈𝐈  2 ب 

𝑛∀  :ثٔب إٔ  ≥ 0   ;    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤  
2

3
 
𝑛

 

 ٝ lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛

= 0 

lim :ارٕ 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 𝛼 = 0 

lim : أ١ 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼 

⟺      
ln 1 + 2𝛼 

𝛼
= 1 

⟺      ln 1 + 2𝛼 = 𝛼 

⟺       𝜑 𝛼 = 𝛼 

 :      ثؾ٤ش 𝑢𝑛 ٝ 𝛼 ٓؾظٞس ث٤ٖ ٣𝑐ٞعذ : ارٕ 
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
= 𝜑′ 𝑐  

⊃ 𝜑 𝐽       : ارٕ  𝐽   

⟺    𝑢𝑛 − 𝛼 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼  

≤
2

3

2

3
 𝑢𝑛−2 − 𝛼  

≤
2

3

2

3

2

3
 𝑢𝑛−3 − 𝛼  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼  

⋮ ⋮ ⋮ 

 4  

 3  

⟹     
𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼 

𝑢𝑛 − 𝛼
 =  𝜑′ 𝑐   

⟹     𝜑 𝑢𝑛 − 𝜑 𝛼  =  𝜑′ 𝑐   𝑢𝑛 − 𝛼  
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∎  𝐈𝐈𝐈  1 أ 

  .𝐼 داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓: ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ 

   𝑥 𝜖 𝐼 :   ثؾ٤ش               ٓزظِخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ػ٠ِ شٌَ 𝑓ارٕ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝐹 ثؾ٤ش   :𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥)   

 ٚ٘ٓ ٝ :𝐹 ٍهبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ أُغب 𝐼.  

 𝐈𝐈𝐈  1  ∎ ب

;   𝑥𝜖𝐼∀ :    ٗؼِْ إٔ    𝑓 𝑥 > 0   

;   𝑥𝜖𝐼∀ :    ارٕ    𝐹′ 𝑥 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ𝐹 داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝐼  

∎  𝐈𝐈𝐈  2 أ 

𝑡∀ :      ٝ ُذ٣٘ب  ≥ 1   ;   2𝑡 + 1 ≥ 3 > 1 

𝑡∀ :     ارٕ  ≥ 1   ;  ln 2𝑡 + 1 > 0  

ln 2𝑡 ك٢ اُؼذد أُٞعت   ∗ ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ  +  :    ٗؾظَ ػ٠ِ  1

;0  ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  1   

ln 2𝑡 + 1 

𝑡
>

ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

⟹      
ln 2𝑡 + 1 

𝑡
 

𝑥

1

𝑑𝑡 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹     𝑓(𝑡)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

𝑓(𝑥)   ٣ؼَُجِّشُ ػٖ ه٤بط ُٔغبؽخ ٓٞعجخ :ارٕ اُزٌبَٓ 
𝑥

1

𝑑𝑡 

𝑓(𝑥)   : أ١ 
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥ 0  ٚ٘ٓ ٝ: − 𝑓(𝑥)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤ 0 

 : ٗغز٘زظ إٔ  ⋆⋆  ٝ  ⋆ ٖٓ 

 ∀𝑥 ≥ 1   ;    𝐹 𝑥 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

⟹    𝐹 𝑥 −  𝑓(𝑥)
𝑥

1

𝑑𝑡 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡  ⋆  

𝐹 𝑥 −  𝑓(𝑥)    : ٣ؼ٢٘ 
𝑥

1

𝑑𝑡 ≤ 𝐹(𝑥)  ⋆⋆  

∎  𝐈𝐈𝐈  2 ب 

ln 1   : لاؽع إٔ  + 2𝑡  2 ′ =
4 ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

⟹    
ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑡  2 1

𝑥  

⟹     
ln 1 + 2𝑡 

 1 + 2𝑡 
 

𝑥

1

𝑑𝑡 =
1

4
  ln 1 + 2𝑥  2 −  ln 3 2  

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→+∞

 
1

4
  ln 1 + 2𝑥  2 −  ln 3 2  = +∞ 

 

 𝐈𝐈𝐈  3  ∎ أ

 ٗؼزجش أُغبٍ  
−1

2
 ; 𝑥  ثؾ٤ش    :𝑥 𝜖 𝐼   

  داُخ ٓؼشكخ ٝ ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ   𝐹: ُذ٣٘ب 
−1

2
 ; 𝑥    

 ٓزظِخ ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐼 ٝ 𝐹 ٓزظِخ ػ٠ِ 𝐹: لإٔ 
−1

2
  ؽغت الإكزشاع

 :ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

  𝑐 𝜖:   ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 
−1

2
 ; 𝑥  ٣ؼ٢٘     :𝑥 > 𝑐  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑓 𝑥 < 𝑓 𝑐  ٕلأ   𝑓 ر٘بهظ٤خ . 

𝑥 :   ارٕ  +
1

2
 𝑓 𝑥 <  𝑥 +

1

2
 𝑓 𝑐     

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ⋕ ٝ ٓ٘ٚ ثبعزؼٔبٍ اُ٘ز٤غخ  

:  ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ 𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 
−1

2
   

  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   𝐹ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 
−1

2
 ; 𝑥     ٕلأ :𝐹 هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐼  

⟺       ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;   

𝐹  𝑥 − 𝐹  
−1
2  

𝑥 −  
−1
2

 
= 𝐹 ′ 𝑐  

⟺      ∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;   

𝐹 𝑥 − ℓ

𝑥 +
1
2

= 𝑓 𝑐  

    𝐹 𝑥 − ℓ  ≥ 𝑓(𝑥)  𝑥 +
1

2
   ⋇  

∃ 𝑐 𝜖  
−1

2
 ; 𝑥   ;    𝐹 𝑥 − ℓ = 𝑓 𝑐  𝑥 +

1

2
   ⋕  

 𝐈𝐈𝐈  3 ∎ ب 

     : رظجؼ  ⋇ أُزلبٝرخ 
𝐹 𝑥 − ℓ 

𝑥 +
1
2

 ≥ 𝑓(𝑥) 

lim : ٝ ٗؼِْ إٔ 
𝑥→

−1
2

𝑓(𝑥) = +∞ 

𝑡 ∀  :ُذ٣٘ب  ≥ 1   ;   
1

𝑡
≥

1

2𝑡 + 1
  ∗  

lim :كبٗٚ ثبُؼشٝسح ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 :ٝ رُي ثغجت أُزلبٝرخ اُزب٤ُخ  

 ∀𝑥 ≥ 1   ;    𝐹 𝑥 ≥   
ln 2𝑡 + 1 

2𝑡 + 1
 

𝑥

1

𝑑𝑡 

 0, 𝑥  
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