
 

  

𝑝:      ُذ٣٘ب  ∧ 𝑞 = 1   
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 ∎ أ 1 :ٗؼٞد ا٠ُ اُزٔش٣ٖ لاعزـلاٍ اُخبط٤خ أُجشٖٛ ػ٤ِٜب 

  :𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡ارٕ ؽغت ٓجشٛ٘خ   

 ب ∎ 1

 ٌٖ٤ُ       :𝑥0 = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎𝑞𝑣0  

𝑥0:           ارٕ  = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎 1 − 𝑝𝑢0      

𝑥0:        ٣ؼ٢٘  = 𝑏𝑝𝑢0 + 𝑎 − 𝑎𝑝𝑢0    

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑥0 = 𝑝 𝑏𝑢0 − 𝑎𝑢0 + 𝑎   

𝑥0:          ارٕ  − 𝑎 = 𝑝 𝑏𝑢0 − 𝑎𝑢0    

  . 𝒮  ؽَ ُِ٘ظٔخ 𝑥0  ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ  

 ∃ 𝑢0 , 𝑣0 𝜖 ℞  ∶   𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 = 1 

𝑝𝑢0ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُغئاٍ                 = 1 − 𝑞𝑣0   1 أ 

𝑞𝑣0ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ                = 1 − 𝑝𝑢0  1 أ 

𝑝:    ٣ؼ٢٘  ∕  𝑥0 − 𝑎  ثبُزب٢ُ ٝ      :𝑥0 ≡ 𝑎  𝑝     1  

 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑥0 − 𝑏 = 𝑞 𝑣0𝑎 − 𝑏𝑣0    

𝑞:    ٣ؼ٢٘  ∕  𝑥0 − 𝑏  ثبُزب٢ُ ٝ      :𝑥0 ≡ 𝑏  𝑞     2  

2 ∎ 

 :ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٗؾزبط ا٠ُ خبط٤خ ه٣ٞخ ك٢ اُؾغبث٤بد ٝ ٢ٛ 

 ُ٘جشٖٛ أٝلا ػ٠ِ طؾخ ٛزٙ اُخبط٤خ

𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ∕ 𝑎 ارٕ ؽغت   ∗  𝑛 ∕ 𝑚𝑘     :  

𝑚ٝ ثٔب إٔ   ∧ 𝑛 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 :  𝑛    كبٗٚ ؽغت  1 ∕ 𝑘     

𝑎:     ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ  = 𝑚𝑛𝑘′  

 
𝑚 𝑎           
𝑛 𝑎            
𝑚 ∧ 𝑛 = 1

    ⟹      𝑚𝑛 ∕ 𝑎 

𝑚:  ُذ٣٘ب  ∕ 𝑎 ٕار      : ∃𝑘𝜖℞  ; 𝑎 = 𝑚𝑘  
 ∗  

;  ℞𝑘′𝜖∃ :     ٣ؼ٢٘  𝑘 = 𝑛𝑘′  

 ∗∗  

𝑝𝑞:       ٖٓ ٛزٙ الأش٤بء ٗغز٘زظ ؽغت اُخبط٤خ إٔ  ∕  𝑥 − 𝑥0 .  

 ٌٖ٤ُ𝑥 ؽلا ُِ٘ظٔخ  𝒮 .  

𝑝𝑞:     ٗ٘طِن ٖٓ  ∕  𝑥 − 𝑥0   

𝑝𝑞ٗش٣ذ إٔ ٗج٤ٖ إٔ      ∕  𝑥 − 𝑥0 .  

   . 𝒮   ؽ٤ِٖ ُِ٘ظٔخ  𝑥0  ٝ  𝑥:  ُذ٣٘ب 

 :ارٕ 

 
 

 
𝑥 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞 

𝑥0 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥0 ≡ 𝑏 𝑞 

  

 ٚ٘ٓ ٝ:   ∃ 𝑘1 , 𝑘2 , 𝑘3 , 𝑘4  𝜖   ℞   ;   

 
 

 
 𝑥 − 𝑎 = 𝑘1𝑝
 𝑥 − 𝑏 = 𝑘2𝑞
 𝑥0 − 𝑎 = 𝑘3𝑝
 𝑥0 − 𝑏 = 𝑘4𝑞

  

𝑝 :ارٕ  ∕  𝑥 − 𝑥0   1  

𝑞 :ارٕ  ∕  𝑥 − 𝑥0   2  

  :ؽظِ٘ب ُؾذ ا٥ٕ ػ٠ِ 

𝑝 ∕  𝑥 − 𝑥0 

𝑞 ∕  𝑥 − 𝑥0 
𝑝 ∧ 𝑞 = 1

  

∎ 3 

𝑝𝑞:     ٝ ُذ٣٘ب ؽغت الإٗطلاهخ  ∕  𝑥 − 𝑥0   

𝑥:      ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  1 ٖٓ  −  𝑘1𝑝 + 𝑎 = 𝑘3𝑝𝑞  

𝑥:   ٣ؼ٢٘  − 𝑎 = 𝑝(𝑘3𝑞 + 𝑘1)أ١         :𝑝 ∕  𝑥 − 𝑎    

  :ٝ ٗش٣ذ إٔ ٗج٤ٖ إٔ 
𝑥 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞 
  

  : ٣ؼ٢٘  𝒮   ؽَ ُِ٘ظٔخ 𝑥0ُذ٣٘ب  
𝑥0 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥0 ≡ 𝑏 𝑞 
  

 ٚ٘ٓ ٝ:  ∃ 𝑘1 , 𝑘2 𝜖 ℞   ;    
𝑥0 = 𝑘1𝑝 + 𝑎     1 

𝑥0 = 𝑘2𝑞 + 𝑏     2 
  

𝑥:    ٝ ثبُزب٢ُ   4  ≡ 𝑎 𝑝   

;   ℞𝑘3𝜖∃ :     ارٕ     𝑥 − 𝑥0 = 𝑘3𝑝𝑞   

 3  

𝑥0:                 ارٕ = 𝑏 1 − 𝑞𝑣0 + 𝑣0𝑎  

= 𝑏 − 𝑏𝑞𝑣0 + 𝑞𝑣0𝑎 

= 𝑞 𝑣0𝑎 − 𝑏𝑣0 + 𝑏 

𝑥  :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  − 𝑥0 =  𝑥 − 𝑏 −  𝑥0 − 𝑏  

= 𝑘2𝑞 − 𝑘4𝑞 

=  𝑘2 − 𝑘4 𝑞 

𝑥  :ُذ٣٘ب  − 𝑥0 =  𝑥 − 𝑎 −  𝑥0 − 𝑎  

= 𝑘1𝑝 − 𝑘3𝑝 

=  𝑘1 − 𝑘3 𝑝 

𝑚𝑛:   ارٕ  ∕ 𝑎   
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 ( ن 2,0 ):   التمرين الثاني 
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𝑥:     ٗغز٘زظ إٔ  3  ٝ  2 ٖٓ  −  𝑘2𝑞 + 𝑏 = 𝑘3𝑝𝑞   

𝑥 :       ارٕ  − 𝑏 = 𝑞 𝑘3𝑝 + 𝑘2    

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑞 ∕  𝑥 − 𝑏  ٣ؼ٢٘        :𝑥 ≡ 𝑏 𝑞     

  . 𝒮  ؽَ ُِ٘ظٔخ 𝑥 ٗغز٘زظ إٔ  5  ٝ  4 ٖٓ 

∎ 4 

 :       ٗغز٘زظ اُزٌبكئ اُزب٢ُ  3  ٝ  2 اُغئا٤ُٖ ٖٓ 

      𝑥0:   ٢ٛ  𝒮 ارٕ ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ 

℞:    ػ٘ظش ٖٓ اُلؼبء أُزغ٢ٜ    𝑥0ٗش٤ش ا٠ُ إٔ    𝑝𝑞 ℞     

 ٢ٛ ع٤ٔغ الأػذاد اُ٘غج٤خ اُز٢  𝒮 ٓغٔٞػخ ؽٍِٞ اُ٘ظٔخ  : ثزؼج٤ش آخش

   .𝑥0  ٓغب٣ٝب ُـ  ٣𝑝𝑞ٌٕٞ ثبه٢ هغٔزٜب ػ٠ِ  

∎ 5 

 ٝ اُغئاٍ اُخبٓظ ػجبسح ػٖ رطج٤ن ػذد١ ُ٘زبئظ رِي اُذساعخ

  ٌٖ٤ُ𝑥  ؽلا ُِ٘ظٔخ   𝒮0 .   

𝑝:    ٗؼغ    .𝑥0ُ٘ؾغت ا٥ٕ   = 8     ٝ     𝑞 = 13 

 𝒮  حل للنظمة 𝑥    ⟺      𝑝𝑞 ∕  𝑥 − 𝑥0  

⟺    𝑥 حل للنظمة  𝒮  :ارٕ       𝑥 ≡ 𝑥0 𝑝𝑞  

: 𝒮0  : اُزب٤ُخ  𝒮0   اُ٘ظٔخ ℞ٗش٣ذ إٔ ٗؾَ ك٢    
𝑥 ≡ 1 8 

𝑥 ≡ 3 13 
  

  :الأعئِخ اُغبثوخ رؼزجش دساعخ ٗظش٣خ ُؾٍِٞ اُ٘ظٔخ 
𝑥 ≡ 𝑎 𝑝 

𝑥 ≡ 𝑏 𝑞 
  

𝑝 :ٓغ  ∧ 𝑞 = 1 

𝑥:       ٛزا ٣ؼ٢٘  ≡ 𝑥0 8 × 13  

  :ُذ٣٘ب
13 8 

5 

1 

3 2 

1 

1 

8 5 

3 

1 

5 3 

2 

1 

 1  5 = 13 − 8 

3 = 8 − 5 

2 = 5 − 3 

1 = 3 − 2 

⟼ 

⟼ 

⟼ 

⟼  4  

 3  

 2  

u0:  ٖٓ ٛزٙ اٌُزبثخ الأخ٤شح ٗغز٘زظ إٔ  = 5  ٝ   𝑣0 = −3    

∎ 1 

1:     ٛزا اُزٔش٣ٖ، ٗشزـَ ثـِ ٓشاؽَ ك٢ عَ  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  

 5  

 :ٗؾٍٞ اُزغشثخ اُٞاسدح ك٢ اُزٔش٣ٖ ا٠ُ شغشح الاؽزٔبلاد اُزب٤ُخ 

𝐸1 

𝐵 

𝑁 

𝐸2 

𝐵 

𝑁 

𝐸𝑛  

𝐵 

𝑁 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

1

𝑛
 

𝑛−1

𝑛
 

2

𝑛
 

1 

𝑛−2

𝑛
 

0 

ٗخزبس ط٘ذٝهب 

 ٖٓ اُظ٘بد٣ن

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑥0 = 3𝑝𝑢0 + 𝑞𝑣0 

=  3 × 8 × 5 −  13 × 3  

= 81 

 :ارٕ  ٗغز٘زظ اُزٌبكئ اُزب٢ُ 

𝑥 ≡ 81 104    ⟺     𝒮0  حل النظمة 𝑥 

𝑥 :ٝ ثبُزب٢ُ  = 104𝑘 + 81    ;      𝑘𝜖℞ 

 :ٗؼغ 

 = 𝐸𝑖 "  ْاخز٤بس اُظ٘ذٝم سه𝑖"  

 = 𝐵 "   عؾت ًشح ث٤ؼبء" 

 = 𝑁 "   عؾت ًشح عٞداء" 

   . 4 ٗ٘طِن ٖٓ اُ٘ز٤غخ   

 :٣ؼ٢٘ 

 4  1 = 3 − 2 

 ؽغت
 3  
⟹ 1 = 3 −  5 − 3  

1 = 2 × 3 − 5 

 :٣ؼ٢٘ 

 ؽغت
 2  
⟹ 1 = 2 8 − 5 − 5 

1 = 2 × 8 − 3 × 5 

 :٣ؼ٢٘ 

 ؽغت
 1  
⟹ 1 = 2 × 8 − 3 13 − 8  

1 = 5 × 8 − 3 × 13 
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 :اٗطلاهب ٖٓ ٛزٙ اُشغشح ٗغز٘زظ إٔ 

∎ 2 

ك٢ ٛزا اُغئاٍ لا ٣ٜٔ٘ب ُٕٞ اٌُشح ٝ ٣ٌٖٔ اػبدح ط٤بؿخ اُغئاٍ 

 :ثبُطش٣وخ اُزب٤ُخ 

 " ط٘ذٝم 𝑛ٓب ٛٞ اؽزٔبٍ اخز٤بس ط٘ذٝم كشد١ ٖٓ ث٤ٖ  " 

 : ٝ ٛزٙ اُزغشثخ ٣ٌٖٔ ٗٔزعزٜب ثبُشغشح اُزب٤ُخ 

  ػذد كشد𝑛١ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 

;1 ارٕ ك٢ أُغٔٞػخ    2; 3 ⋯ ; 𝑛   ٣ٞعذ  
 𝑛+1 

2
 .  ػذد كشد١

 :ثبُؼٞدح ا٠ُ شغشح الإؽزٔبلاد اُغبثوخ ٌٗزت 

 ط٘ذٝم كشد١

 B ط٘ذٝم صٝع٢

N 

B 

N 

∎ 3 

 = 𝐵𝐼 "  ٖٓ ْاُؾظٍٞ ػ٠ِ ًشح ث٤ؼبء ػِٔب إٔ اُغؾت ر

 "ط٘ذٝم سهٔٚ ػذد كشد١ 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

 ∎ أ 1

∶ 𝐻  :ُذ٣٘ب    𝑀 𝑧 𝑧2 +  𝑧 2 −  𝑧 2 = 1  

𝑧 :ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 

 ج ∎ 1

𝓞 𝟏 

𝟏 

𝒚 =
−𝟏

 𝟑
𝒙 

−𝟏 

𝒚 =
𝟏

 𝟑
𝒙 

 𝑯  
 𝑯  

𝐀′ 𝐀 

  𝒪 0,0 :        ٛزٍُٞ ٓشًضٙ  𝐻 ارٕ 

  𝐴 1,0  𝐴′ −1,0 ٝ  :اٙٝ سأط

=
(𝑛 + 1)

2𝑛
 

𝑃 𝐵 =  𝑃 𝐵⋂𝐸𝑖 

𝑛

𝑖=1

 

=  
1

𝑛
×

𝑖

𝑛

𝑛

𝑖=1

 

=  
𝑖

𝑛2

𝑛

𝑖=1

 

=
1

𝑛2
 𝑖

𝑛

𝑖=1

 

=
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛2
 

𝑃 𝐵𝐼 =  𝑃 𝐵 ∩ 𝐸𝑖 

𝑛

𝑖=1

𝑖 فردي

=  
𝑖

𝑛2

𝑛

𝑖=1

𝑖 فردي

    =     
1

𝑛2
 𝑖

𝑛

𝑖=1
𝑖=2𝑘+1

 

 

=  
1

𝑛2
  2𝑘 + 1 

𝑛−1
2

𝑘=0

=  
1

𝑛2

 

 
 

2

 

  𝑘

𝑛−1
2

𝑘=0
 

 +   
𝑛 − 1

2
 

 

 
 

 

=  
1

𝑛2  
2  

𝑛 − 1
2    

𝑛 + 1
2  

2
+  

𝑛 − 1

2
   

=   
𝑛2 − 1

4𝑛2
+

𝑛 − 1

2𝑛2
 =   

𝑛2 − 1

4𝑛2
+

2 𝑛 − 1 

4𝑛2
 

=   
𝑛2 + 2𝑛 − 3

4𝑛2
 

=   
 𝑛 − 1  𝑛 + 3 

4𝑛2
 

𝑦  :اٙٝ ٓوبسة =
1

 3
𝑥 𝑦 =

−1

 3
𝑥 ٝ 

𝑀 𝑧 𝜖  𝐻    ⟺    𝑥 + 𝑖𝑦 2 +  𝑥 − 𝑖𝑦 2 −  𝑥2 + 𝑦2 = 1 

⟺   𝑥2−3𝑦2 = 1 

⟺   
𝑥2

12
−

𝑦2

 
1

 3
 

2 = 1 

 𝑝(ط٘ذٝم كشد١)=  :ارٕ 
 ػذد اُظ٘بد٣ن اُلشد٣خ

 ػذد اُظ٘بد٣ن 

=

(𝑛 + 1)
2
𝑛

=
(𝑛 + 1)

2𝑛
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 أ ∎ 2
    𝐻   ٗوطز٤ٖ ٖٓ  𝑀 𝑎   ٝ  𝑀(𝑏)ُزٌٖ  

,𝜑 𝑎:      ٗؼغ  𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏     

,𝜑 𝑎:   ٖٓ أعَ اخزظبس اٌُزبثخ ٗؼغ ٓئهزب  𝑏 = 𝜑  

   . 𝐻   ٗوطزبٕ ٖٓ    𝑀 𝑎   ٝ  𝑀 𝑏:  ُذ٣٘ب 

 :ٗؼشة أُزغب٣ٝز٤ٖ ؽشكب ثطشف ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2  𝑏2 + 𝑏 2 −  𝑏 2 = 1 

  𝑎𝑏   :٣ؼ٢٘ 
2

+  𝑎 𝑏 2 −  𝑎2 𝑏 2 + 𝑏2 𝑎 2 

+  𝑎 2 𝑏 2 + 𝑏 2 𝑎 2 

= 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 −  𝑎𝑏 2 

 ∗  𝜑𝜑  = 2 𝑎𝑏 2 + 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 :ارٕ   

𝜑 − 𝜑  = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏     ∗∗   ٕار: 

𝜑2 + 𝜑 2 −  𝜑 2 = 𝜑𝜑 +   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2  

 ٚ٘ٓ ٝ: 

𝜑2 + 𝜑 2 −  𝜑 2 = 2 𝑎𝑏 2 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 + 1

+  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 = 1 

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ  

𝜑2 + 𝜑 2 −  𝜑 2 = ؽظِ٘ب ارٕ ػ٠ِ اُؼلاهخ اُزب٤ُخ  1

: 

,𝑀 𝜑 𝑎:  ٝ ثبُزب٢ُ  𝑏     ٖٓ ٗوطخ    𝐻 .   

 ب ∎ 2

𝜑 𝑧, 1 = 𝑧 + 𝑧 − 𝑧 = 𝑧 

∎ 3 

  رغ٤ٔؼ٢ ٝ رجبد٢ُ ٝ ٣وجَ ػ٘ظشا ٓؾب٣ذا ∗ٗش٣ذ إٔ ٗج٤ٖ إٔ  

  .∗  ثبُوبٕٗٞ  𝐻 ٝ ًَ ػ٘ظش ٣ٔزِي ٓٔبصلا ك٢  

 .ٗؾزبط ك٢ اُجذا٣خ إٔ ٗج٤ٖ اُخبط٤ز٤ٖ اُزب٤ُز٤ٖ ٝ أُزؼِوز٤ٖ ثٜزا اُزٔش٣ٖ كوؾ

   . 𝐻   صلاصخ ػ٘بطش ٖٓ  𝑀 𝑎   ٝ  𝑀 𝑏   ٝ  𝑀(𝑐)ًٖ  دا٥ٕ ٍ

𝜑 𝑎, 𝑏          = 𝜑 𝑎 , 𝑏   ٝ 𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏  = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

 1   2  

 
𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2 = 1

𝑏2 + 𝑏 2 −  𝑏 2 = 1
 :ارٕ   

𝜑2 + 𝜑 2 − 2𝜑𝜑 =  𝜑2 + 𝜑 2 − 𝜑𝜑  − 𝜑𝜑  

=  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 

 :٣ؼ٢٘ 

 =  𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
− 2 𝑎𝑏 2 

 𝜑 − 𝜑  2  = 𝜑2 + 𝜑 2 − 2𝜑𝜑   ٚ٘ٓ ٝ: 

 :ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 

𝜑 − 𝜑  =  𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    −  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

= 𝜑𝜑 :ٝ ُذ٣٘ب   𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏     𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

= 3 𝑎𝑏 2 +   𝑎𝑏  
2

+  𝑎 𝑏 2 −  𝑎2 𝑏 2 + 𝑏2 𝑎 2 

+  𝑎 2 𝑏 2 + 𝑏 2 𝑎 2  

= 3 𝑎𝑏 2 + 1 −   𝑎𝑏 2 +  𝑎𝑏    
2
 −  𝑎𝑏 2 

 𝜑 𝑎, 𝑏  
2

+  𝜑 𝑎, 𝑏              2
−   𝜑 𝑎, 𝑏   

2
= 1 

 أٝ ثبعزؼٔبٍ اُزش٤ٓض الأط٢ِ 

𝜑 𝑧, 𝑧  = 𝑧𝑧 + 𝑧 𝑧 − 𝑧𝑧     

= 𝑧2 + 𝑧 2 − 𝑧 𝑧 

= 𝑧2 + 𝑧 2 −  𝑧 2 

= 1 

,𝜑 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑏          =  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏                         

= 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏 

= 𝜑 𝑎 , 𝑏   

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏  =  𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    −  𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏  

 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏    

∗ 𝑀 𝑎  : ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐  

= 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐  

= 𝑀 𝜑 𝜑 𝑎, 𝑏 , 𝑐   
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 𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝑏  ∗ 𝑀 𝑐 = 𝑀 𝑎 ∗  𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐   

 :  ٗغز٘زظ إٔ  4   ٝ   3 ٖٓ  

   . 𝐻   هبٕٗٞ رغ٤ٔؼ٢ ك٢  ∗:  ٝ ثبُزب٢ُ 

 :انتثادنٍح 

,𝜑 𝑎:      ارٕ  𝑏 = 𝜑 𝑏, 𝑎   5  

  ٌٖ٤ُ𝑎  ٝ  𝑏 ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤  . 

   H   هبٕٗٞ رجبد٢ُ ك٢   ∗:  ٝ ثبُزب٢ُ 

 :انؼىصش انمحاٌذ 

𝑀(𝑎):      ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  ∗ 𝑀 𝑒 = 𝑀(𝑎).  

,𝑀 𝜑 𝑎:       ٣ؼ٢٘  𝑒  = 𝑀 𝜑 𝑎, 1    

,𝜑 𝑎:      ٣ؼ٢٘  𝑒 = 𝜑 𝑎, 1    

 ٚ٘ٓٝ      :𝑒 = 1  

∗ 𝑀 𝑎:      ٣ؼ٢٘  𝑀 1 = 𝑀 𝑎   

12:      لإٔ  𝑀(1)𝜖 𝐻:  ٝ ٗش٤ش ٛ٘ب ا٠ُ إٔ  + 1 2 −  1 2 = 1  

 :   رجبد٢ُ كبٕ ∗ٝ ثٔب إٔ اُوبٕٗٞ  

   . 𝐻   ك٢  ∗  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُِوبٕٗٞ  𝑀(1)ارٕ  

 :انتماثم 

𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝑒 = 𝑀 𝑒 ∗ 𝑀 𝑎 = 𝑀(𝑎) 

∗ 𝑀 𝑎:   ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  𝑀 𝑥 = 𝑀 1         

,𝑀 𝜑 𝑎:     ٣ؼ٢٘  𝑥  = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑎      

,𝜑 𝑎:      ٣ؼ٢٘  𝑥 = 𝜑 𝑎, 𝑎    

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑥 = 𝑎    

                                         كبٕ                      ثٔب إٔ     

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2                   = 𝑎 2:        ٣ؼ٢٘ 1 + 𝑎2 −  𝑎 2 = 1. 

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝑀 𝑎   𝜖   𝐻     

  ٖٓ    𝑀 𝑎  ٣وجَ  ٓٔبصلا    𝑀(𝑎)  ٖٓ   𝐻ًَ ػ٘ظش  :   ٝ ثبُزب٢ُ 

 𝐻  ٕٞٗثبُوب   ∗.  

 ٌٖ٤ُ     :𝑀 𝑎 , 𝑀 𝑥  𝜖  𝐻   

 ( ن 3,0 ):   التمرين الرابع 

 ∎ أ 1

    (ℝ) M2    ُذ٣٘بℱ عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ أُغٔٞػخ  : 

 :ٝ ُذ٣٘ب 

= ℳ 0,0 :لإٔ   
0 0
0 0

   𝜖  ℱ 

,ℱ :   ارٕ  , ℝ        )        صٓشح عضئ٤خ ٖٓ  + +) M2   

= 𝑐𝜑 𝑎, 𝑏          + 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏           

= 𝑐𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐 𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝑐 𝜑 𝑎 , 𝑏   

= 𝑐𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐  𝜑 𝑎, 𝑏 − 𝜑 𝑎 , 𝑏    

= 𝑐𝜑 𝑎 , 𝑏  + 𝑐  𝑎𝑏 − 𝑎𝑏     

= 𝑐 𝑎 𝑏 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑐 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐      

= 𝑎 𝑏𝑐 + 𝑐𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑐 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏𝑐       3  

 :تىفس انطشٌقح نذٌىا 

𝑀 𝑎 ∗  𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑐  = 𝑀 𝑎 ∗ 𝑀 𝜑 𝑏, 𝑐   

= 𝑀  𝜑 𝑎, 𝜑 𝑏, 𝑐    

= 𝑎 𝜑 𝑏, 𝑐 + 𝑎𝜑 𝑏 , 𝑐  − 𝑎 𝜑 𝑏 , 𝑐   

= 𝑎𝜑 𝑏 , 𝑐  + 𝑎  𝜑 𝑏, 𝑐 − 𝜑 𝑏 , 𝑐    

= 𝑎𝜑 𝑏 , 𝑐  + 𝑎  𝑏𝑐 − 𝑏𝑐     

= 𝑎 𝑏 𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑎 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐      

= 𝑏 𝑐𝑎 + 𝑎𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐 + 𝑎 𝑏𝑐 − 𝑎𝑏𝑐       4  

,𝜑 𝑎 :ك٢ اُجذا٣خ ُذ٣٘ب 𝑏 = 𝑎𝑏 + 𝑎 𝑏 − 𝑎𝑏    

= 𝑏𝑎 + 𝑏 𝑎 − 𝑏𝑎    

= 𝜑 𝑏, 𝑎  

∗ 𝑀 𝑎 :ُذ٣٘ب  𝑀 𝑏 = 𝑀 𝜑 𝑎, 𝑏   

= 𝑀 𝜑 𝑏, 𝑎   

= 𝑀 𝑏 ∗ 𝑀 𝑎  

ℳ 𝑎, 𝑏 − ℳ 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 −  

𝑐 + 𝑑 −𝑑
5𝑑 𝑐 − 3𝑑

  

 
=  

 𝑎 − 𝑐 −  𝑏 + 𝑑 −𝑏 − 𝑑
5 𝑏 − 𝑑  𝑎 − 𝑐 − 3 𝑏 + 𝑑 

  

 = ℳ  𝑎 − 𝑐 ,  𝑏 − 𝑑    𝜖  ℱ 

 .    صٓشح رجبد٤ُخ  ∗, 𝐻   :    خلاطخ

𝑀 𝑎  𝜖  𝐻  𝑎2 + 𝑎 2 −  𝑎 2 = 1 
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 ٌٖ٤ُ  :𝜆 𝜖 ℝ  ٝ  ℳ 𝑎, 𝑏  𝜖 ℱ.   

 . ∙   عضء ٓغزوش ثبُ٘غجخ ُِوبٕٗٞ اُخبسع٢ ℱارٕ  

    (ℝ) M2      (        ℝ , +,∙) M2       ٕكؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ ٝ      ٝ ٗؼِْ أ               ℱ ٖٓ عضء   

 ٚ٘ٓ ٝ         : 

 ب ∎ 1

,𝐼 ٣ٌل٢ إٔ رٌٕٞ الأعشح   𝐽   ُٓٞذح ُِلؼبء   ℱ,  .  ٝ إٔ رٌٕٞ أعشح ؽشح ∙,+

  ℱ.      (ℝ) M2     رجو٠ طبُؾخ ُِٔغٔٞػخ        ارٕ اُخبط٤بد اُزب٤ُخ اُخبطخ ثبُٔغٔٞػخ    

 ∀ 𝑀, 𝑀′𝜖 ℱ ,  ∀ 𝛼, 𝛽𝜖 ℝ  ;  

𝛼 𝑀 + 𝑀′ = 𝛼𝑀 + 𝛼𝑀′
 𝛼 + 𝛽 𝑀 = 𝛼𝑀 + 𝛽𝑀

 𝛼𝛽 𝑀 = 𝛼 𝛽. 𝑀 
𝐼. 𝑀 = 𝑀

  

,𝐼 الأعشح  : ٝ ٓ٘ٚ  𝐽   ُٓٞذح ُِلؼبء  ℱ   

 ٌٖ٤ُ𝛼 ٝ 𝛽 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ثؾ٤ش    :𝛼𝐼 + 𝛽𝐽 = 0.   

  :٣ؼ٢٘ 
𝛼 + 𝛽 −𝛽

5𝛽 𝛼 − 3𝛽
 =  

0 0
0 0

  

 

 ٚ٘ٓ ٝ      :𝛼 = 𝛽 =   :٣ؼ٢٘  0

𝛼 + 𝛽 = 0  
−𝛽 = 0       
5𝛽 = 0        
𝛼 − 3𝛽 = 0

  

,𝐼 ارٕ الأعشح    𝐽  ؽشح  . 

,𝐼 ٝ ثبُزب٢ُ   𝐽  أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ اُؾو٤و٢  ℱ 2 ٝ ثؼُذُُٙ ٣غب١ٝ 

∎ 2 

𝑧:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝛼𝑦 ثؾ٤ش     :𝑥𝜖ℝ  ٝ  𝑦𝜖ℝ.   

 :  أُؼشف ثٔب ٢ِ٣ 𝜓ٗؼزجش اُزطج٤ن  

 أ ∎ 3

𝛼:   ُذ٣٘ب  = 0 + 𝛼1 ٕار        :𝜓 𝛼 = 𝑀 0,1 = 𝐽.    

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝐽2 + 2 I + J = Θ ٣ؼ٢٘        :𝐽2 = −2 𝐼 + 𝐽     

 ب ∎ 3

 ٌٖ٤ُ𝑧 ٝ 𝑧′ ػذد٣ٖ ػوذ٤٣ٖ ثؾ٤ش   :𝑧 = 𝑥 + 𝛼𝑦  ٝ   𝑧′ = 𝑐 + 𝛼𝑑   

. 
  ٌٕٞ٢ٌُ ٣𝜓 رشبًلا ٣ٌل٢ إٔ ٣ؾون     :𝜓 𝑧𝑧′ = 𝜓 𝑧 × 𝜓 𝑧′    

. 
𝜓  𝑥:  ٣ؼ٢٘  + 𝛼𝑦 ×  𝑐 + 𝛼𝑑  = 𝜓 𝑥 + 𝛼𝑦 × 𝜓 𝑐 + 𝛼𝑑   

 ٌٖ٤ُ𝛼 ػذدا ػوذ٣ب لا ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ ℝ  

𝛼∃ :       ارٕ 
1
𝜖ℝ  ,  ∃𝛼

2
𝜖ℝ∗    ;    𝛼 = 𝛼

1
+ 𝑖𝛼

2
  

   ٌٖ٤ُ𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ػذدا ػوذ٣ب   . 

𝑧:      ٗؼغ  = 𝑚1 + 𝑚2𝛼  

𝑧:   ثٔب إٔ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٕكب     :          
𝑥 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼1

𝑦 = 𝑚2𝛼2
           

   

 ٚ٘ٓ ٝ        : 
𝑚1 =  𝑥 −

𝛼1

𝛼2

𝑦  𝜖 ℝ

𝑚2 =  
𝑦

𝛼2

  𝜖 ℝ           

   

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2 𝛼1
+ 𝑖𝛼

2  

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼1
+ 𝑖𝑚2𝛼2

 

, 𝑧𝜖ℂ∀ :         ٣ؼ٢٘   ∃ 𝑚1 , 𝑚2 𝜖ℝ
2    ;    𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝛼  

;1 ارٕ    𝛼  أعشح ُٓٞذح ُـ   ℂ.  

𝑥ُزٌٖ   + 𝛼𝑦 ِ1  رؤ٤ُلخ خط٤خ ٓ٘ؼذٓخ ُـ ٝ 𝛼  ٣ؼ٢٘      :𝑥 + 𝛼𝑦 = 0  

;1 ارٕ   𝛼 أعشح ؽشح   

;1  ٗغز٘زظ إٔ   9  ٝ  8 ٖٓ  𝛼   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   ℂ, +,∙ .   

⟺     𝑥 + 𝑦 𝛼1
+ 𝑖𝛼

2 = 0 

⟺     
𝑥 + 𝑦𝛼

1
= 0

𝛼
2
𝑦 = 0        

          ⟺        
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

 8  

 9  

𝜆ℳ 𝑎, 𝑏 = 𝜆  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
 =  

𝜆𝑎 + 𝜆𝑏 −𝜆𝑏
5𝜆𝑏 𝜆𝑎 − 3𝜆𝑏

  

 =  ℳ 𝜆𝑎, 𝜆𝑏  𝜖 ℱ  

 

,ℱ :   ارٕ   .  كؼبء ٓزغ٢ٜ ؽو٤و٢ ∙,+

,ℳ 𝑎∀  :ُذ٣٘ب  𝑏 𝜖 ℱ  ∶   ℳ 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

5𝑏 𝑎 − 3𝑏
  

  ⟺     ℳ 𝑎, 𝑏 =  
𝑎 0
0 𝑎

 +  
𝑏 −𝑏

5𝑏 −3𝑏
  

  ⟺       ℳ 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐽 

 

𝜓 𝑥 :ُذ٣٘ب  + 𝛼𝑦 × 𝜓 𝑐 + 𝛼𝑑 = ℳ 𝑥, 𝑦 × ℳ 𝑐, 𝑑  

 =  𝑥𝐼 + 𝑦𝐽 ×  𝑐𝐼 + 𝑑𝐽  

 = 𝑥𝑐𝐼 + 𝑥𝑑𝐽 + 𝑦𝑐𝐽 + 𝑦𝑑𝐽2 

 = 𝑥𝑐𝐼 + 𝑥𝑑𝐽 + 𝑦𝑐𝐽 + 𝑦𝑑 −2 𝐼 + 𝐽   

 =  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 𝐼 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝐽 

 = ℳ  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 ;  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑   

 = 𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 

𝐽2 :ٝ ُذ٣٘ب  + 2 𝐼 + 𝐽 =  
1 −1
5 −3

  
1 −1
5 −3

 + 2  
1 0
0 1

 

+ 2  
1 −1
5 −3

  

=  
−4 2
−10 4

 +  
4 −2

10 −4
  

=  
0 0
0 0

  

𝜓  ∶    ℂ  ⟶   𝐹 

   𝑧  ⟶   𝑀 𝑎, 𝑏  
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  ٌٕٞ٢ٌُ ٣𝜓 رشبًلا روبث٤ِب ٣ٌل٢ إٔ ٣ؾون  : 

𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 = 𝜓 𝑥𝑐 + 𝛼𝑥𝑑 + 𝛼𝑦𝑐 + 𝛼2𝑦𝑑  

 
𝑥𝑐  :٣ؼ٢٘  − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼 

= 𝑥𝑐 + 𝛼𝑥𝑑 + 𝛼𝑦𝑐 + 𝛼2𝑦𝑑 

 :ٗشرت ع٤ذا ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ٗؾظَ ػ٠ِ  

 𝑦𝑑 𝛼2 +  2𝑦𝑑 𝛼 +  2𝑦𝑑 = 0 

𝛼2 + 2𝛼 + 2 =  :٣ؼ٢٘  0

 :ٗؾَ ٛزٙ أُؼبدُخ ثبُطش٣وخ اُزو٤ِذ٣خ ٗغذ 

𝛼 = −1 − 𝑖 𝛼 = −1 + 𝑖 ٝأ 

,ℳ 𝑥ٝ ٗش٤ش ًزُي ا٠ُ إٔ ٌَُ ػ٘ظش   𝑦   ٣ٞعذ ػذد ػوذ١ ٝؽ٤ذ  

𝑧 = 𝑥 + 𝑦𝛼 ثؾ٤ش       :𝜑 𝑧 = ℳ 𝑥, 𝑦  

,1 ٝ رُي لإٔ   𝛼    أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ اُؼوذ١  ℂ  

 ٣ٌزت ثطش٣وخ 𝑧 ٖٓ ℂًَ ػ٘ظش : ثزؼج٤ش آخش أٝ 

  .𝛼 ٝ 1ٝؽ٤ذح ػ٠ِ شٌَ رؤ٤ُلخ خط٤خ ُِؼذد٣ٖ 

𝛼ٖٓ أعَ   : خلاطخ = 𝑖 − 𝛼  أٝ  1 = −1 − 𝑖   

    . ×,ℱ   ٗؾٞ   ×, ℂ   رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜓ُذ٣٘ب  

∎ 4 

α:     ٗؤخز  = −1 + 𝑖  

𝛼 :ُذ٣٘ب  =  2  
− 2

2
+

 2

2
𝑖  

=  2  − cos  
𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

=  2  cos  
−𝜋

4
 + 𝑖 sin  

𝜋

4
   

=  2  cos  
3𝜋

4
 + 𝑖 sin  

3𝜋

4
   

=  2𝑒
3𝜋
4

𝑖 =   2 ,
3𝜋

4
  

  : 𝑀𝑜𝑖𝑣𝑟𝑒 ؽغت    : ٝٓ٘ٚ 

 𝒮 ∶   
 2

2007
cos  

5𝜋

4
 = 𝑥 +  2𝑦 cos  

3𝜋

4
 

 2
2007

𝑠𝑖𝑛  
5𝜋

4
 =  2𝑦 𝑠𝑖𝑛  

3𝜋

4
 

  

 : ٝ ثٔب إٔ 
6021𝜋

4
= 2 × 752 × 𝜋 +

5𝜋

4
 

 :كبٕ 
6021𝜋

4
≡

5𝜋

4
 2𝜋  

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝛼2007 =   2
2007

 ,
5𝜋

4
  

,1   ك٢ الأعبط   𝛼2007ٌُ٘زت ا٥ٕ   𝛼 .   

   ٝ       ٛذك٘ب ٛٞ رؾذ٣ذ  

  2
2007

 ,
5𝜋

4
 =  𝑥, 0 +   2𝑦,

3𝜋

4
  

 𝒮 ∶  

 
 
 

 
  2

2007
 
− 2

2
 = 𝑥 +  2𝑦  

− 2

2
 

 2
2007

 
− 2

2
 =  2𝑦  

 2

2
 

  

𝑦:       ٖٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ ٗغز٘زظ إٔ  = −21003 

 :ٝ ُذ٣٘ب ؽغت أُؼبدُخ الأ٠ُٝ 

𝑥 = −21003 −  21003 × 20 = −21004  

 :  ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ارٕ ثبلإعزؼبٗخ ثبُٔزغب٣ٝخ  

ٝ اُغضءإ . اُغضءإ اُؾو٤و٤بٕ ُطشك٢ ٛزٙ أُزغب٣ٝخ ٓزغب٣ٝبٕ: ٝ ٓ٘ٚ 

 : اُزب٤ُخ  𝒮 ٝ ٖٓ صْ ٗؾظَ ػ٠ِ اُ٘ظٔخ . اُزخ٤ِ٤بٕ ٓزغب٣ٝبٕ ًزُي

cos  
5𝜋

4
 = − cos  

𝜋

4
 =

− 2

2
 : ُذ٣٘ب  

sin  
5𝜋

4
 = − sin  

𝜋

4
 =

− 2

2
 : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 :  رظجؼ  𝒮 ارٕ اُ٘ظٔخ  

𝛼2007 :ٝ ثبُزب٢ُ  =  −21003 +  −21004 𝛼 

  ٌٖ٤ُ𝑥  ٝ  𝑦 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ثؾ٤ش      :𝛼2007 = 𝑥 ∙ 1 + 𝑦 ∙ 𝛼     ∗  

= 𝜓  𝑥𝑐 − 2𝑦𝑑 +  𝑥𝑑 + 𝑦𝑐 − 2𝑦𝑑 𝛼  

 

𝛼2007 =   2
2007

 ,
2007 × 3𝜋

4
  

=   2
2007

 ,
6021𝜋

4
  

𝑥 + 𝛼𝑦 =  𝑥, 0 +   2,
3𝜋

4
 ×  𝑦,  : ُذ٣٘ب   0

=  𝑥, 0 +   2𝑦,
3𝜋

4
  

𝑥 𝑦 
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 ( ن 9,0 ):   التمرين الخامس 

  𝐈  أ 1 ∎

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

= 𝑔′ 𝑥:     ُذ٣٘ب  1 + 𝑒−𝑥 > 0  

  .ℝ  داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔:  ارٕ 

∎ 1  𝐈  ب 

lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→−∞

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = −∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = +∞ 

∎ 1  𝐈  ج 

  . 𝑔 ℝ ٗؾٞ ℝ ارٕ ك٢ٜ روبثَ ٖٓ ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔ُذ٣٘ب 

= 𝑔 𝑥0:   ثؾ٤ش 𝑥0 ٖٓ ℝ  ارٕ ٣ٞعذ ػذد ٝؽ٤ذ 0𝜖ℝ:  ُذ٣٘ب  0   

= 𝑔    : 𝑔 0ٝ ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ  0  

= 𝑔 𝑥  ٛٞ اُؾَ اُٞؽ٤ذ ُِٔؼبدُخ   0:  ارٕ  0.  

  .𝑔عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

0 𝑥 −∞ +∞ 

0 
−∞ 

𝑔 

+ 𝑔′(𝑥) 0 + 

+∞ 

∎  𝐈  2 أ 

∎  𝐈  2 ب 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٖٓ ػ٘ظشا ℝ.  

𝑓 ′ 𝑥 =  
1

𝑔(𝑥)
 
′

=
−𝑔′(𝑥)

 𝑔(𝑥) 2
=

− 1 + 𝑒−𝑥 2

 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 2
 

∎  𝐈  2 ج 

;   ∗𝑥ϵℝ∀ :       ُذ٣٘ب    𝑓 ′ 𝑥 < 0  

   .∗ℝ داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  𝑓: ارٕ 

  .𝑓عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

0 𝑥 −∞ +∞ 

0 

0 
𝑓 

− 𝑓′(𝑥) 

−∞ 

− 

+∞ 

∎  𝐈  2 د 

C         

𝓞 

𝟏 

𝟏 

= 𝑔 ℝ :ٝ ُذ٣٘ب  𝑔  −∞, +∞  =  lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥) ;  lim
𝑥→−∞

𝑔(𝑥)  

=  −∞ ; +∞ = ℝ 

lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

1

𝑔(𝑥)
=

1

−∞
= 0 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑔(𝑥)
=

1

+∞
= 0 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

1

𝑔(𝑥)
=

1

0+
= +∞ 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

1

𝑔(𝑥)
=

1

0−
= −∞ 

𝐽2007 =  −21003 𝐼 +   −21004 𝐽 

= 𝜓 𝛼 × 𝜓 𝛼 × 𝜓 𝛼 × ⋯ × 𝜓 𝛼  

= 𝜓 𝛼 × 𝛼 × 𝛼 × ⋯ × 𝛼  

= 𝜓 𝛼2007  

= 𝜓  −21003 +  −21004 𝛼  

= ℳ  −21003  ;  −21004   

=  −21003 𝐼 +  −21004 𝐽 

𝐽2007 :ُذ٣٘ب  = 𝐽 × 𝐽 × 𝐽 × ⋯ × 𝐽 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 
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 𝐈  3  أ ∎
= 𝑕 𝑥:   ٗؼغ  𝑓 𝑥 − 𝑛  

+ℝ داُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ  𝑕ٝ ُذ٣٘ب 
= 𝑕′ 𝑥:     لإٔ ∗ 𝑓 ′ 𝑥 < 0  

+ℝ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  𝑓ٝ ثٔب إٔ 
∗.  

+ℝ  ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  𝑕:  كبٕ 
∗.  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑕  ٖٓ َ0  روبث, ,𝑛−   ٗؾٞ   ∞+ +∞    

!∃ :    ٝ ثبُزب٢ُ  𝑥𝑛𝜖ℝ+
∗    ;   𝑕 𝑥𝑛 = 0   

!∃ :        أ١  𝑥𝑛𝜖ℝ+
∗    ;   𝑓 𝑥𝑛 = 𝑛  

lim : ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→0+

 𝑓 𝑥 − 𝑛 = +∞ 

ٝ lim
𝑥→+∞

𝑕(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑓 𝑥 − 𝑛 = −𝑛 

∎  𝐈  3 ب 
 ٌٖ٤ُ𝑛ّػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب ؿ٤ش ٓ٘ؼذ  

n : ُذ٣٘ب  + 1 > 𝑛 ؽغت ٚ٘ٓ ٝ  ∗     : 𝑓 𝑥𝑛+1 > 𝑓 𝑥𝑛    

 ∗  

𝑥𝑛+1:      داُخ ر٘بهظ٤خ كبٕ 𝑓ٝ ثٔب إٔ  < 𝑥𝑛  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥𝑛ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ   

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑥𝑛∀ :     ٣ؼ٢٘ 0ٝ ثٔب أٜٗب ٓظـٞسح ثبُؼذد  > 0  

 .كبٜٗب ٓزوبسثخ 

∎  𝐈  3 ج 

ℓ:  ع٘جشٖٛ ا٥ٕ ثبُخِق ػ٠ِ إٔ  ≠ 0   

ℓ:   ٗلزشع ارٕ إٔ  > 0.   

𝑒−ℓ:    ارٕ  < 1   ٝ   1 + ℓ > 0    

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∞+  ٣ئٍٝ ا٠ُ 𝑛ٗغؼَ 

1 :   ثٔب إٔ  + ℓ = 𝑒−ℓ ٕ0:      كب <  1 + ℓ < 1.     

1−:      ٣ؼ٢٘  < ℓ < 0 

ℓٝ ٛزا ٣ز٘بهغ ٓغ ًٕٞ   > 0   

  𝐈𝐈  أ 1 ∎

𝑓(𝑥𝑛):             ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  = 𝑛 3 أ 

 :٣ؼ٢٘ 
1

1 + 𝑥𝑛 − 𝑒−𝑥𝑛
= 𝑛 

 1 + 𝑥𝑛 − 𝑒−𝑥𝑛  =
1

𝑛
 :٣ؼ٢٘  

lim
𝑛→+∞

 1 + 𝑥𝑛 − 𝑒−𝑥𝑛  = lim
𝑛→+∞

 
1

𝑛
  

1 :٣ؼ٢٘  :٣ؼ٢٘  + ℓ − 𝑒−ℓ = 0  1 + ℓ = 𝑒−ℓ 

ℓ :ٝ ثبُزب٢ُ  = lim
𝑥→+∞

 𝑥𝑛 = 0 

= 𝑓 𝑥:         ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  1   

= 𝜑 𝑥:     ٗؼغ  𝑒−𝑥 − 𝑥   

  .ℝ لأٜٗب كشم داُز٤ٖ ٓزظِز٤ٖ ػ٠ِ ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝜑ُذ٣٘ب 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜑   ٍٓزظِخ ػ٠ِ أُغب  
1

𝑒
, 1 .   

 𝜑ُ٘ؾذد ا٥ٕ اشبسح ًَ ٖٓ  
1

𝑒
   ٝ  𝜑 1    

1−:  ُذ٣٘ب  < 𝑒−1  ارٕ  0 < 𝑒−1:     ٣ؼ٢٘ 1 − 1 < 0    

𝑒ٝ ُذ٣٘ب     >     ارٕ    1
1

𝑒
< 1    

𝜑 :ٝ ُذ٣٘ب   
1

𝑒
 = 𝑒

 
−1
𝑒

 
−

1

𝑒
=

1

𝑒
 

1
𝑒
 
−

1

𝑒
 

𝜑 1 = 𝑒−1 − 1 ٝ 

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝜑 1 < 0    1  

𝑒:  ٣ؼ٢٘ 
 

1

𝑒
 

< 𝑒 ٚ٘ٓ ٝ           : 
1

𝑒
 

1
𝑒
 

>
1

𝑒
 

𝜑 :ارٕ   2   
1

𝑒
 > 0 

× 𝜑 1 :  ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ   𝜑  
1

𝑒
 < 0 

∎ 1  𝐈𝐈  ب 
⟺    𝑒−𝑥 = 𝑥 

⟺   
1

1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥
= 1 

⟺     1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 = 1 

𝛼𝜖∃  :ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ   
1

𝑒
 ,1   ∶   𝜑 𝛼 = 0 

𝛼𝜖∃  :أٝ ثزؼج٤ش آخش   
1

𝑒
 ,1   ∶   𝑒−𝛼 = 𝛼 
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;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     ُ٘جشٖٛ ػ٠ِ إٔ    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1.   
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𝑛ٖٓ أعَ   =    ُذ٣٘ب    1
1

𝑒
≤ 𝑦1 = 1 ≤ 1.    

 .ٗؼِْ إٔ اُؼذد أُٞعت ٣ٌٕٞ دائٔب أًجش ٖٓ اُؼذد اُغبُت 

;   ∗𝑛𝜖ℕ∀ :     ٗلزشع إٔ    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1  

1−:   ارٕ  ≤ −𝑦𝑛 ≤ −
1

𝑒
 ٚ٘ٓ ٝ         :𝑒−1 ≤ 𝑒−𝑦𝑛 ≤ 𝑒

− 
1

𝑒
 

   

ٝ ُذ٣٘ب    
1

𝑒
> 𝑒    ارٕ     0

 
1

𝑒
 

> 1     

  3  :      ارٕ 

1

𝑒
≤ 𝑦𝑛+1 ≤

1

𝑒
 

1
𝑒
 
 

 ٚ٘ٓ ٝ      :  4  
1

𝑒
 

1
𝑒
 

< 1 

 :       ٗغز٘زظ إٔ  4   ٝ   3 ٖٓ  
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛+1 ≤ 1 

∶  ∗𝑛𝜖ℕ∀  :      ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ    
1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1 

∎  𝐈𝐈  2 أ 

∎  𝐈𝐈  2 ب 

= 𝜑 𝑥:   ٗؼغ  𝑒−𝑥.   

   ℝ داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝜑: ُذ٣٘ب 

, 𝛼  ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ   𝜑: ارٕ  𝑦𝑛                   

, 𝛼 :   لإٔ  𝑦𝑛                ⊂ ℝ   

 :ٝ ٓ٘ٚ ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ 

𝑒−:      ٗغز٘زظ إٔ  6   ٝ   5 ٖٓ  
− 

1

𝑒
 
≤ −𝑒−𝑐 ≤ 𝑒

− 
1

𝑒
 

.   

 𝜑′(𝑐) < 𝑒
− 

1
𝑒
 
 :٣ؼ٢٘  

𝑦𝑛 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   − 𝛼  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 ∃! 𝑐𝜖 𝛼, 𝑦𝑛                 ∶   
 𝜑 𝑦𝑛 − 𝜑 𝛼  

 𝑦𝑛 − 𝛼 
=  𝜑′ 𝑐   

, 𝛼 ُوذ أدخِذ اُشٓض   𝑦𝑛   𝑦𝑛 أّ 𝛼  لأٗ٘ب لا ٗؼِْ ٖٓ الأًجش َٛ                

, 𝑐 𝜖  𝛼:  ثٔب إٔ  𝑦𝑛    كبٕ                    
1

𝑒
≤ 𝑐 ≤ 1 

 ٚ٘ٓ ٝ     :−𝑒
− 

1

𝑒
 
≤ −𝑒−𝑐 ≤ −𝑒−1   5  

𝑒−1−:     ارٕ   6  < 𝑒
− 

1

𝑒
 

  

 𝑦𝑛 − 𝛼  𝜑′(𝑐) < 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛 − 𝛼  

   : ⋆ ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُ٘ز٤غخ  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ∶    𝑦𝑛+1 − 𝛼 ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛 − 𝛼   ⋇⋇  

 𝐈𝐈  2  ∎ ج

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ⋇⋇ اٗطلاهب ٖٓ اُ٘ز٤غخ  

𝑛  ثـ  𝑛ٝ رُي ثزؼ٣ٞغ  − 1    

ٗؼِْ إٔ    
1

𝑒
> :       ارٕ 0

−1

𝑒
< 0 ٚ٘ٓ ٝ        :𝑒

 
−1

𝑒
 

< 1   

𝑒 ارٕ   
 
−1

𝑒
 
 
𝑛−1

   1−  ٝ  1   ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓؾظٞس ث٤ٖ  

 ∀𝑛𝜖ℕ∗  ∶    𝑦𝑛 − 𝛼 ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛−1 − 𝛼  

𝑦𝑛    :ارٕ  − 𝛼 ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 𝑦1 − 𝛼  

𝑦𝑛    :٣ؼ٢٘  − 𝛼 ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼  

𝑒     :ُ٘ؾغت ا٥ٕ ٜٗب٣خ أُززب٤ُخ 
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼   

lim :ارٕ 
𝑛∞

 𝑒
 
−1
𝑒

 
 
𝑛−1

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 𝑒
 
−1
𝑒

 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼 = 0 

 ⋆   ٚ٘ٓ ٝ:  ∃! 𝑐𝜖 𝛼, 𝑦𝑛                 ∶    𝑦𝑛+1 − 𝛼 =  𝜑′ 𝑐   𝑦𝑛 − 𝛼  

 

1

𝑒
≤ 𝛼 ≤ 1

1

𝑒
≤ 𝑦𝑛 ≤ 1

 أ 2 ب 1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُغئا٤ُٖ            ٝ             

𝑦𝑛    :ارٕ  − 𝛼 ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
  𝑦𝑛−1 − 𝛼  

  ≤ 𝑒
− 

1
𝑒
 
𝑒

− 
1
𝑒
  𝑦𝑛−2 − 𝛼  

  ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 

3

 𝑦𝑛−3 − 𝛼  

  ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 

4

 𝑦𝑛−4 − 𝛼  

  ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 𝑦𝑛− 𝑛−1 − 𝛼  

⋮ ⋮ 
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   .𝛼   ٓززب٤ُخ ٓزوبسثخ ٝ ٜٗب٣زٜب ٢ٛ  𝑦𝑛 𝑛≥1 :   ٝ ثبُزب٢ُ 

  𝐈𝐈𝐈  أ 1 ∎

  ٌٖ٤ُ𝑡 > 𝑒−𝑡:      ارٕ 0 < 1   

𝑒−𝑡−:    ٣ؼ٢٘  > −1   

𝑒−𝑡−:      ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  < 0      

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ  

1  𝐈𝐈𝐈  

 ∀𝑡 > 0  ∶
1

𝑡 + 1
<   𝑓 𝑡  <  

1

𝑡
 

 ب

 ٌٖ٤ُ  :𝑥 > 0   

𝑡∀  أ ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ  > 0  ∶
1

𝑡 + 1
<   𝑓 𝑡  <  

1

𝑡
 

 :ٗذخَ اُزٌبَٓ ػ٠ِ ٛزا اُزؤؽ٤ش ٗؾظَ ػ٠ِ 

  
1

𝑡 + 1
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 <  𝑓 𝑡 
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡   <    
1

𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟹   ln 1 + 𝑡  𝑥
2𝑥 < 𝐹 𝑥  <   𝑙𝑛 𝑡  𝑥

2𝑥  

⟹ ln 1 + 2𝑥 − ln 1 + 𝑥 < 𝐹 𝑥  <  𝑙𝑛 2𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥  

⟹   ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
 < 𝐹 𝑥  <  𝑙𝑛 2  

lim
𝑥→+∞

ln  
1 + 2𝑥

1 + 𝑥
   = lim

𝑥→+∞
𝑙𝑛  

1
𝑥 + 2

1
𝑥 + 1

 = ln 2  

 :ٝ ثٔب إٔ 

lim :كبٕ 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥   = ln 2  

  𝐈𝐈𝐈  أ ∎ 2

 ٌٖ٤ُ𝑡 ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب . 

,𝑡𝜖 0∀ :          كبٕ  +∞   ∶   𝑕(𝑡) ≤ 𝜑 𝑡  

 :ٗؼغ 

 
 

 
𝜑 𝑡 = 1 − 𝑡          

𝜓 𝑡 = 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
𝑕 𝑡 = 𝑒−𝑡             

  

  :ارٕ 

𝜑′ 𝑡 = −1               

𝜓′ 𝑡 = 𝑡 − 1           

𝑕′ 𝑡 = −𝑒−𝑡             

  

𝑡ُذ٣٘ب   ≥ 𝑡−  ارٕ   0 ≤ 0   

 ٚ٘ٓ ٝ   :−𝑒−𝑡 ≤ ≥ 𝑕′ 𝑡:        ٣ؼ٢٘ 1− 𝜑′(𝑡)    

= 𝑕 0ٝ ثٔب إٔ      𝜑 0 = 1      

𝑒−𝑡−:       ٗغزخِض  1 ٖٓ اُ٘ز٤غخ   ≥ 𝑡 − 1   

𝑕′(𝑡):     ارٕ  ≥ 𝜓′(𝑡)   

= 𝑕 0:   ٝ ثٔب إٔ  𝜓 0 = 𝑕(𝑡):         كبٕ 1 ≥ 𝜓(𝑡)    

,𝑡𝜖 0∀ :     ٣ؼ٢٘  +∞   ∶   𝑒−𝑡 ≥ 1 − 𝑡 +
𝑡2

2
  

 :   ٗغز٘زظ إٔ  2   ٝ   1 ٖٓ  

𝑡∀           :ارٕ  ≥ 0  ∶    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 ≥  1 − 𝑡  

 :     ُذ٣٘ب 

∎ 2  𝐈𝐈𝐈  ب 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 − 𝑡 ≤ 𝑒−𝑡  

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   𝑡 − 1 ≥ −𝑒−𝑡  

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;    𝑡 + 1 +  𝑡 − 1 ≥  𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡  

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   2𝑡 ≥ 𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡  

⟹     𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 >  𝑡 + 1 − 1 

⟹     𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 > 𝑡 

⟹    
1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
<

1

𝑡
 

⟹     𝑓 𝑡 <
1

𝑡
  1  

⟹     𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡 <  𝑡 + 1  

⟹    
1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
>

1

𝑡 + 1
 

⟹     𝑓(𝑡) >
1

𝑡 + 1
  2  

lim :كبٕ 
𝑛∞

 𝑦𝑛 − 𝛼 = 0 lim
𝑛∞

𝑦𝑛 = 𝛼  ٣ؼ٢٘: 

𝑦𝑛    :ٝ ثٔب إٔ  − 𝛼 ≤  𝑒
− 

1
𝑒
 
 
𝑛−1

 1 − 𝛼 
             

𝑡𝑒𝑛𝑑  𝑣𝑒𝑟𝑠  0

 

,𝑡𝜖 0∀ :          ارٕ  +∞   ∶   𝑒−𝑡 ≤ 1 − 𝑡  1  

 2  
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< 𝑔 2𝑥:   ثٔب إٔ  0   ٝ   ∀𝑥𝜖ℝ+
∗   ∶   𝑔 𝑥 > 0   
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𝑡∀ :    ٝ ُذ٣٘ب ًزُي  ≥ 0  ∶    1 − 𝑡 +
𝑡2

2
 ≥ 𝑒−𝑡 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;  −𝑒−𝑡 ≥ −1 + 𝑡 −
𝑡2

2
 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥  1 + 𝑡 − 1 + 𝑡 −
𝑡2

2
 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;  1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥ 2𝑡 −
𝑡2

2
 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡 ≥
4𝑡 − 𝑡2

2
 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;  
1

1 + 𝑡 − 𝑒−𝑡
≤

2

4𝑡 − 𝑡2
 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;  𝑓(𝑡) ≤
2

4𝑡 − 𝑡2
 

 :ٝ ُذ٣٘ب 
1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 =

2

4𝑡 − 𝑡2
 

    ∀𝑡 ≥ 0   ;  𝑓(𝑡) ≤
1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 :ارٕ   ∗∗   

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗   ٝ   ∗ ٖٓ  

    ∀𝑡 ≥ 0   ;    
1

2𝑡
≤  𝑓(𝑡) ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
  

2 ∎  𝐈𝐈𝐈  ج 

 ⟹       
1

2𝑡

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤
1

2
  

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 

2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 ⟹      
1

2
 ln 𝑡 𝑥

2𝑥 ≤ 𝐹 𝑥 ≤
1

2
 ln 𝑡 𝑥

2𝑥 +
1

2
 ln 4 − 𝑡  𝑥

2𝑥  

 ⟹      
ln 2

2
≤ 𝐹 𝑥 ≤

ln 2

2
+

1

2
ln  

4 − 2𝑥

4 − 𝑥
  

lim :ٝ ثٔب إٔ 
𝑥→0+

ln  
4 − 2𝑥

4 − 𝑥
 = 0 

lim :كبٕ 
𝑥→0+

𝐹(𝑥) =
ln 2

2
 

 .  ٓزظِخ ػ٠ِ ٤ٔ٣ٖ اُظلش𝐹ٝ ثبُزب٢ُ  

 ب :ٗ٘طِن ٖٓ ٗز٤غخ اُغئاٍ        

     
1

2𝑡
≤  𝑓(𝑡) ≤

1

2
 

1

𝑡
+

1

4 − 𝑡
 :ُذ٣٘ب   

 𝒯 ارٕ ك٢ٜ روجَ داُخ أط٤ِخ ٗشٓض ُٜب ثـ  ∗ℝ داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب 

𝒯:  ثؾ٤ش  ′ 𝑥 = 𝑓(𝑥).   

= 𝐹 𝑥 :ُذ٣٘ب   𝑓(𝑡)
2𝑥

𝑥

𝑑𝑡 =  𝒯(𝑡) 𝑥
2𝑥 = 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥  

3 ∎  𝐈𝐈𝐈  ب 

+𝑥𝜖ℝ∀  :     ثٔب إٔٝ
∗    ;  𝑒2𝑥 > 0   ٝ    𝑒𝑥 − 1 2 ≥ 0    

≤ 𝐹′ 𝑥:     كبٕ  0   

 𝐈𝐈𝐈  3  أ ∎
⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   

1

2𝑡
≤

1

𝑡 + 1 − 𝑒−𝑡
 

⟹    ∀𝑡 ≥ 0   ;   
1

2𝑡
≤ 𝑓(𝑡)  ∗  

+ℝ  رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝐹:  ٝ ثبُزب٢ُ 
∗   

𝑥:  ثٔب إٔ  → 2𝑥  ٝ  𝑥 → 𝒯 𝑥   داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  

ℝ+
𝑥:    كبٕ ∗ → 𝒯 2𝑥 − 𝒯 𝑥   هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  ℝ+

∗ .  

= 𝐹′ 𝑥:  ٝ ُذ٣٘ب  2𝒯 ′ 𝑥 − 𝒯 ′ (𝑥).   

= 2𝑓 2𝑥 − 𝑓 𝑥  

=
2

𝑔 2𝑥 
−

1

𝑔 𝑥 
 

=
2𝑔 𝑥 − 𝑔 2𝑥 

𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
2 1 + 𝑥 − 𝑒−𝑥 −  1 + 2𝑥 − 𝑒−2𝑥 

𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 1 − 2𝑒−𝑥+𝑒−2𝑥 

𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 𝑒2𝑥 − 2𝑒𝑥 + 1 

𝑒2𝑥𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

=
 𝑒𝑥 − 1 2

𝑒2𝑥𝑔 2𝑥 𝑔 𝑥 
 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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