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 ( ن 3,5 ):   التمرين الأول 

1  𝐈  ∎ 

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎,𝑏   ٝ  𝑀 𝑐,𝑑   ٖٓ ٖػ٘ظش٣  𝐺  

𝑑ارٕ   ≠ 0  ٝ  𝑏 ≠ 0   

𝑏ثٔب إٔ   ≠ 0  ٝ  𝑑 ≠ 𝑏𝑑  كبٕ  0 ≠ 0    

 ٚ٘ٓ ٝ     : 𝑎 + 𝑏𝑐 ; 𝑏𝑑  𝜖 ℝ × ℝ∗   

𝑀 𝑎+𝑏𝑐 :٣ؼ٢٘   ,𝑏𝑑   𝜖 𝐺    

  M2 (×, ℝ        )       عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐺ٝ ثبُزب٢ُ  

M2  𝐺 (ℝ)     :ك٢ اُجذا٣خ ٗلاؽع إٔ  ⊂ 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑀 𝑎,𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 =  
1 0
𝑎 𝑏

  
1 0
𝑐 𝑑

 =  
1 0

𝑎 + 𝑏𝑐 𝑏𝑑
  

 𝐈  ∎ 2 

    ×, 𝐺   رغ٤ٔؼ٢ ك٢  ×ُذ٣٘ب  

𝐺 ( 𝐼 ك٢ × ٛٞ ٗلغٚ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐼  كبٕ        ٝ ثٔب إٔ   = 𝑀 0,1  ) 

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎,𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا  𝐺.  

 𝑀 𝑎,𝑏  ك٢  (أٝ ٓوِٞثب )   روجَ ٓٔبصلا𝐺 ثبُ٘غجخ ُـ ×  

≠  𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎,𝑏:    ارا ٝكوؾ ارا ًبٕ  0  

𝑏:       كبٕ 𝑀 𝑎,𝑏  𝜖 𝐺:   ٝ ثٔب إٔ  ≠ 0     

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎,𝑏  ≠ 0  

𝑀 −𝑎 روجَ ٓٔبصلا  𝑀 𝑎,𝑏  ٖٓ  𝐺ًَ ٓظلٞكخ  : ارٕ 
𝑏

;1
𝑏  ك٢  𝐺 نـ ثبُ٘غجخ ×  

 𝐺 ٤ُظ رجبد٤ُب ك٢ × ٢ٌُ ٗج٤ٖ إٔ M 1,1  ٝ 𝑀 2,2  ٖٓ 𝐺ٗخزبس أُظلٞكز٤ٖ 

. 

× 𝑀 1,1:    ٗلاؽع إٔ  M 2,2 ≠ M 2,2 × M 1,1   

  .𝐺 ٤ُظ رجبد٤ُب ك٢ ×ارٕ 

 .  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ×,𝐺 :  خلاطخ 

  M2 (×, ℝ        )     لإٔ    عضء ٓغزوش ٖٓ اُضٓشح 
𝐼  ك٢×ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي =  

1 0
0 1

      (ℝ) M2  

=  𝑑𝑒𝑡 𝑀 𝑎,𝑏 :ُذ٣٘ب   
1 0
𝑎 𝑏

 = 𝑏 − 0 = 𝑏 

  M2 (ℝ)       روجَ ٓوِٞثب ك٢  𝑀 𝑎,𝑏:  ارٕ 
شُ ثبُؼلاهخ أُٜٔخ اُزب٤ُخ  ًِّ  :ٝ ٗزَُ

𝐴−1 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝐴
 

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

  

𝑏:  ٝ ثٔب إٔ  ≠  :        كبٕ 0
1

𝑏
≠ 0 

𝑀      :ٝٓ٘ٚ  :     أ١ 
 
−𝑎
𝑏

 ,
1
𝑏
 
 𝜖 𝐺 𝑀 𝑎,𝑏 

−1  𝜖 𝐺 

𝑀 1,1 × 𝑀 2,2 =  
1 0
1 1

 ×  
1 0
2 2

 =  
1 0
3 2

 :ُذ٣٘ب   

𝑀 2,2 × 𝑀 1,1 =  
1 0
2 2

 ×  
1 0
1 1

 =  
1 0
4 2

  ٝ 

 𝐈  ∎ 3 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏 ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ . 

ℋ:    ُذ٣٘ب  =  𝑀 𝑎,𝑏  𝜖 𝐺    ∕      𝑏 > 0  

𝐼ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن     = 𝑀 0,1  𝜖 𝐺   

1ٝ ثٔب إٔ  >   𝑀 0,1  𝜖 ℋ كبٕ   0

 ٚ٘ٓ ٝ :ℋ ٖٓ عضء ؿ٤ش كبسؽ 𝐺  

  ٌٖ٤ُ𝑀 𝑎,𝑏   ٝ  𝑀 𝑐,𝑑  ٖٓ ٖػ٘ظش٣  ℋ  

 :ُذ٣٘ب ؽغت ٓب عجن 

 ٚ٘ٓ ٝ: 

  . ×, 𝐺   صٓشح عضئ٤خ ُِضٓشح   ×, ℋ ٝ ثبُزب٢ُ ٗغز٘زظ إٔ  

𝑀 𝑎,𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 
−1 = 𝑀 𝑎,𝑏 × 𝑀

 
−𝑐
𝑑

,
1
 𝑑

 
=  

1 0
𝑎 𝑏

  
1 0
−𝑐

𝑑

1

𝑑

 

=  
1 0

 𝑎−
𝑏𝑐

𝑑
 

𝑏

𝑑

  

𝑑ثٔب إٔ   > 0  ٝ  𝑏 >  :      كبٕ 0
𝑏

𝑑
> 0 

𝑀 𝑎,𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑 
−1 =  

1 0

 𝑎−
𝑏𝑐

𝑑
 

𝑏

𝑑

 = 𝑀
  𝑎−

𝑏𝑐
𝑑

  ;
𝑏
𝑑

  
 𝜖 ℋ 

 𝑀 𝑎,𝑏 :ارٕ 
−1 =  

1 0
𝑎 𝑏

 
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝑀 𝑎,𝑏 
 

𝑏 0
−𝑎 1

  

=
1

𝑏
 

𝑏 0
−𝑎 1

 =  
1 0
−𝑎

𝑏

1

𝑏

 = 𝑀
 
−𝑎
𝑏

 ,
1
𝑏
 
 

𝐼𝜖𝐺 
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 𝐈  ∎ 4 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏ٖػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ . 

 : ٗؾظَ ػ٠ِ  ∗ ارٕ ثبعزؼٔبٍ اُؼلاهخ 

  𝑛𝜖ℕ   ;   𝑀 𝑎,1∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑛

= 𝑀 𝑛𝑎 ,1   

 :ٝ إ ُْ رٌٖ ٛزٙ اُطش٣وخ ٓو٘ؼخ ثٔب ك٤ٚ اٌُلب٣خ كؼ٤ِي ثبُزشعغ 

× 𝑀 𝑎,1:    ُذ٣٘ب   ∗  𝑀 𝑏,1 = 𝑀 𝑎+𝑏 ;1   

𝑀 𝑎1 ,1 × 𝑀 𝑎2 ,1 × ⋯ × 𝑀 𝑎𝑛 ,1 = 𝑀   𝑎𝑖
𝑛
1  ,1  

 

 

 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑀 𝑎,1 × 𝑀 𝑎,1 × ⋯ × 𝑀 𝑎,1 = 𝑀 𝑛𝑎 ,1  

 

 

𝐴𝑛 :٣ؼ٢٘   =  
1 0
𝑛𝑎 1

  

  .𝐺  ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ  𝑀 a,b   ٝ  𝑀 𝑐,𝑑ُزٌٖ  

× 𝑀 𝑎,𝑏:      ُذ٣٘ب  𝑀 𝑐,𝑑 = 𝑀 𝑎+𝑏𝑐  ,𝑏𝑑    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝜑 𝑀 𝑎,𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎+𝑏𝑐 ,𝑏𝑑   =  𝑎 + 𝑏𝑐 , 𝑏𝑑   

 :ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 :ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ𝜑  ٖٓ ًَرشب  𝐺,×   ٞٗؾ   ℝ × ℝ∗,⊺ .  

  ٌٖ٤ُ 𝑐, 𝑑  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ × ℝ∗.  

=  𝜑 𝑀 𝑥,𝑦:     ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   𝑐, 𝑑    

,𝑥 :     اُز٢ رٌُبكئ  𝑦 =  𝑐, 𝑑    

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥 = 𝑐  ٝ  𝑦 = 𝑑    

=  𝜑 𝑀 𝑥,𝑦:  ارٕ أُؼبدُخ   𝑐, 𝑑  ك٢ ٝؽ٤ذا  روجَ ؽلا 

𝐺  أُظلٞكخ ٞٛ ٝ 𝑀 𝑐,𝑑 .   

 ٚ٘ٓ ٝ :𝐺  ٖٓ َروبث  𝐺,×   ٞٗؾ   ℝ × ℝ∗,⊺     

ℝ   ٗؾٞ   ×,𝐺 رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ   :    خلاطخ × ℝ∗,⊺ .   

𝜑 𝑀 𝑎,𝑏  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑐,𝑑  =  𝑎, 𝑏 ⊺  𝑐, 𝑑 =  𝑎 + 𝑏𝑐 ; 𝑏𝑑  

𝜑 𝑀 𝑎,𝑏 × 𝑀 𝑐,𝑑  = 𝜑 𝑀 𝑎,𝑏  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑐,𝑑   

ℝ   ٗؾٞ   ×,𝐺   رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜑سأ٣٘ب إٔ   × ℝ∗,⊺    

 .ٝ ٗؼِْ إٔ اُزشبًَ اُزوبث٢ِ ٣ؾبكع ػ٠ِ ث٤٘خ اُضٓشح 

ℝ ارٕ ٗغز٘زظ ث٤٘خ   × ℝ∗,⊺  اٗطلاهب ٖٓ ث٤٘خ   𝐺,×  ػٖ ؽش٣ن اُزطج٤ن 𝜑 

. 

 ٛٞ ×  صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوبٕٗٞ  ×,𝐺   تما أن

 روجَ ٓٔبصِخ  𝑀 𝑎,𝑏  ٖٓ   𝐺  ٝ إٔ ًَ ٓظلٞكخ   𝑀 0,1أُظلٞكخ  

𝑀
 
−𝑎

𝑏
 ,

1

𝑏
 

  .× ثبُوبٕٗٞ 𝐺   ك٢ 

ℝ   :فئن  × ℝ∗,⊺  ٕٞٗصٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ ثبُوب   ⊺ 

  ٞٛ𝜑 𝑀 0,1   إٔ ًَ صٝط ٝ   𝑐, 𝑑   ٖٓ ℝ × ℝ∗  ٣وجَ ٓٔبصلا  

 
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
  .⊺ ثبُوبٕٗٞ 𝐺   ك٢  

ℝ :  ارٕ  × ℝ∗,⊺  0,1    صٓشح ؿ٤ش رجبد٤ُخ ػ٘ظشٛب أُؾب٣ذ .  ٝ

,𝑐 ًَ ػ٘ظش  𝑑   ٞٛ ٝ ٣وجَ ٓٔبصلا  
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
 .  

,𝑎 :    ٗجشٖٛ ثٌَ ثغبؽخ ػ٠ِ إٔ  1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1 =  −n𝑎, 1   

 :ثبعزؼٔبٍ الأدٝاد اُزب٤ُخ 

  φ ًَرشب . 

  رؼش٣ق اُزطج٤نφ  

  𝑀 a,1  
n

= M na ,1  

   
−𝑐

𝑑
 ,

1

𝑑
,𝑐  ٛٞ ٓٔبصَ   𝑑  ثبُ٘غجخ ُـ ⊺  

=  𝜑 𝑀 𝑎,1  ⊺ 𝜑 𝑀 𝑎,1  ⊺ ⋯⊺ 𝜑 𝑀 𝑎,1   
′
 

=  𝜑 𝑀 𝑎,1 × 𝑀 𝑎,1 × ⋯ × 𝑀 𝑎,1   
′
 

=  𝜑  𝑀 𝑎,1  
𝑛
  

′
 

=  𝜑 𝑀 𝑛𝑎 ,1   
′
 

=  
−𝑛𝑎

1
;
1

1
  

=  −𝑛𝑎; 1  

  𝑎, 1 ⊺  𝑎, 1 ⊺ ⋯ ⊺  𝑎, 1  ′  :ُذ٣٘ب  

 𝐈𝐈  ∎ 2 

1  𝐈𝐈  ∎ 

 𝐈𝐈  ∎ 3 
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,𝑥 : ُذ٣٘ب  𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ  𝐸   

 ( ن 2,5 ):   التمرين الثاني 

 ∎ 1 أ

𝑥2 𝑥:    ٣ؼ٢٘  + 𝑦 = 𝑦2 𝑥 − 𝑦 2  

𝑎𝑑 2 𝑎𝑑 :    ٣ؼ٢٘  + 𝑏𝑑 =  𝑏𝑑 2 𝑎𝑑 − 𝑏𝑑 2  

𝑎2𝑑3 𝑎:    ٣ؼ٢٘  + 𝑏 = 𝑏2𝑑3 𝑎 − 𝑏 2𝑑  

𝑑3 لإٔ  𝑑3رضٍ ثبُؼذد ؿٕ ≠ 0   

𝑎2 𝑎:    ٗؾظَ ػ٠ِ  + 𝑏 = 𝑑𝑏2 𝑎 − 𝑏 2  

 ب ∎ 1

 :ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٗؾزبط ا٠ُ أسثغ أدٝاد 

    𝑩𝒆𝒛𝒐𝒖𝒕 :  الأداج انثانثح 

 :    الأداج انشاتؼح 

   𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ         ٗ٘طِن ٖٓ ًٕٞ 

𝑑:   ُذ٣٘ب  = 𝑥 ∧ 𝑦  

,𝑢 ∃:    أُجبششح  𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 ارٕ ؽغت   𝑣 𝜖℞2  ;  𝑥𝑢 + 𝑦𝑣 = 𝑑  

 ٚ٘ٓ ٝ    :𝑎𝑑𝑢 + 𝑏𝑑𝑣 = 𝑑  

𝑎𝑢:    ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑑ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  + 𝑏𝑣 = 1  

𝑎:    اُؼٌغ٤خ  𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت   ∧ 𝑏 = 1  

 

𝑎 :    ارٕ  + 𝑏 𝑎2 = 𝑘𝑏 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑏 ∕  𝑎 + 𝑏 𝑎2  

𝑎2:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 𝑏 =  كبٗٚ  ⋆    ؽغت اُ٘ز٤غخ 1

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠 : 𝑏 ؽغت  ∕  𝑎 + 𝑏   

𝑎 :الأداج الأونى  ∧ 𝑏 = 1   ⟹  𝑎𝑚 ∧ 𝑏𝑛 = 1  ;   ∀ 𝑚, 𝑛 𝜖ℕ2 

 𝑎 + 1 𝑎2 = 𝑑 𝑎 − 1 2 

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑑   ⟺  ∃ 𝑚, 𝑛 𝜖℞2  ;    𝑚𝑎 + 𝑛𝑏 = 𝑑    

 
𝑎 ∕ 𝑏
𝑎 ∕ 𝑐

   ⟹   ∀ 𝑚, 𝑛 𝜖℞   ;  𝑎  𝑚𝑏 + 𝑛𝑐   

𝑎2:   ارٕ ؽغت الأداح الأ٠ُٝ  ∧ 𝑏 = 1   ⋆  

 أ  كبٗٚ ؽغت اُغئاٍ 𝐸  ؽَ ُِٔؼبدُخ          ثٔب إٔ اُضٝط 

𝑑𝑏2 𝑎 − 𝑏 2 =  𝑎 + 𝑏 𝑎2 

𝑏ٝ ٗؼِْ إٔ   ∕  −𝑏  ارٕ ؽغت الأداح اُشاثؼخ    : 

𝑏 ∕  𝑎 + 𝑏 − 𝑏  ٣ؼ٢٘ :𝑏 ∕ 𝑎    1  

𝑎:  ٝ ٗؼِْ ؽغت ٓب عجن إٔ  ∧ 𝑏 = 1    2  

𝑏 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  = 1   

𝑎:   ٗلزشع إٔ  = 1   
 ج ∎ 1

𝑏:  ُذ٣٘ب  = 𝑥:    ارٕ 1 = 𝑑  ٝ  𝑦 = 𝑑.   

,𝑥 ثٔب إٔ   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸  ٕكب   :𝑑2 𝑑 + 𝑑 = 𝑑2 𝑑 − 𝑑 2   

𝑑:  ٣ؼ٢٘  = 𝑑  ٝ ٛزا ر٘بهغ لإٔ   0 = 𝑥 ∧ 𝑦 ≠ 0    

𝑎:  ٝ ثبُزب٢ُ  ≠ 1.   

1:   ارٕ  ≡ −1 𝑎 − 2:      ٣ؼ٢٘  1 ≡ 0 𝑎 − 1     

 ٚ٘ٓ ٝ   : 𝑎 − 1 ∕ 2  

 2 ٝ 1:  ٢ٛ 2اُوٞاعْ اُظؾ٤ؾخ اُطج٤ؼ٤خ ُـ 

𝑎:  ارٕ  − 1 = 𝑎   أٝ    1 − 1 = 2   

𝑎:   ٣ؼ٢٘  = 𝑎  أٝ   2 = 3    

 :ٝ ٗجشٖٛ ثٌَ ثغبؽخ ػ٠ِ أٗٚ 

𝑎:  ارا ًبٕ  = ,𝑥 :   كبٕ 2 𝑦  ٣ؾون أُؼبدُخ  𝐸 .  

𝑎:   ُذ٣٘ب  −  𝑎 − 1 = 1  

,𝑢 ∃ :   ارٕ  𝑣 𝜖℞   ;   𝑎𝑢 +  𝑎 − 1 𝑣 = 1   

𝑢:  ٝ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ ُذ٣٘ب  = 1  ٝ  𝑣 = −1   

𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡    : 𝑎 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت  ∧  𝑎 − 1 = 1  

𝑏ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ  =  أ  ارٕ ؽغت اُغئا1ٍ

𝑘:  ٗؼغ  = 𝑑 𝑎 −    ℞𝑘𝜖:    ثؾ٤ش  1

𝑎 :   ارٕ  + 1 𝑎2 = 𝑘 𝑎 − 1  ٚ٘ٓ ٝ     : 𝑎 − 1 ∕  𝑎 + 1 𝑎2    

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    :  𝑎   ٗغز٘زظ ؽغت   ⋆⋆ ٖٓ اُؼلاهخ  − 1 ∕  𝑎 + 1    

𝑎2:    ارٕ ؽغت الأداح الأ٠ُٝ ٗغز٘زظ إٔ  ∧  𝑎 − 1 = 1   ⋆⋆  

𝑎 :  ُذ٣٘ب      − 1 ∕  𝑎 + 𝑎:     ٣ؼ٢٘  1 ≡ −1 𝑎 − 1    

𝑎:  ٝ ٗؼِْ إٔ  ≡ 1 𝑎 − 𝑎 لإٔ   )   1 − 1 ∕  𝑎 − 1   ) 

𝑎:  ٝ ارا ًبٕ  = ,𝑥 :   كبٕ 3 𝑦  ٣ؾون ًزُي أُؼبدُخ  𝐸 .  

     𝑮𝒂𝒖𝒔𝒔 :  الأداج انثاوٍح 
𝑎 𝑏𝑐        
𝑎 ∧ 𝑐 = 1

   ⟹    𝑎 ∕ 𝑏  

 د ∎ 1
 𝑥, 𝑦  

 𝑥, 𝑦  

𝑘 𝜖 ℞ ∶ 𝑘  حٌث   = 𝑏𝑑 𝑎 − 𝑏 2  ∶  نضع  
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∎ 2 

   𝐸 ُ٘ؾَ أُؼبدُخ 

,𝑎 :    ارا ًبٕ  : انحانح الأونى 𝑏 =  2,1   

,𝑥 :    ارٕ  𝑦 =  2𝑑, 𝑑     

 ٚ٘ٓ ٝ     : 𝐸  ∶    2𝑑 2 2𝑑 + 𝑑 = 𝑑2𝑑2   

= 4𝑑2  3𝑑 :  ٣ؼ٢٘  𝑑4 أ١     :𝑑 = 12   

,𝑥 :    ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 =  24,12   

,𝑎 :   ارا ًبٕ  : انحانح انثاوٍح 𝑏 =  3,1    

,𝑥 :    ارٕ  𝑦 =  3𝑑, 𝑑     

; 𝐵 1 ٝ سأعبٙ ٛٔب  𝐶 1,0 ٛزٍُٞ ٓشًضٙ اُ٘وطخ  ℋ : ارٕ  3 + 2 2  ٝ 

𝐵  1 ; 3 −  : أُؼشك٤ٖ ثٔب ٢ِ٣  ′∆  ٝ  ∆  ٝ ٓوبسثبٙ ٛٔب أُغزو٤ٔبٕ  2 2

  ∆ ∶ 𝑦 − 3 = 𝑥 − 1        ٝ        ∆′ ∶ 𝑦 − 3 = 1 − 𝑥  

∶ ∆ :   ٣ؼ٢٘  𝑦 = 𝑥 + 2   ٝ     ∆′ ∶ 𝑦 = 4 − 𝑥   

36𝑑3:  ٣ؼ٢٘  = 4𝑑4 أ١    :𝑑 = 9    

,𝑥 :   ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 =  27,9    

 ٚ٘ٓ ٝ     : 𝐸  ∶    3𝑑 2 3𝑑 + 𝑑 = 𝑑2 2𝑑 2   

  . 𝐸  ٛٔب ؽلا أُؼبدُخ  27,9  ٝ  24,12 اُضٝعبٕ  : خلاصح

 ( ن 5,0 ):   التمرين الثالث 

1  𝐈  ∎ 

𝑧:   ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٝ   𝑀  ٢ٛ طٞسح اُؼذد اُؼوذ١ 𝑧   

 . ػذد٣ٖ ؽو٤و𝑥 ٝ 𝑦ٖ٤٤: ثؾ٤ش 

= 𝑃 𝑧 :ُذ٣٘ب  𝑧2 −  2 + 6𝑖 𝑧 

⟺     𝑃 𝑧 =  𝑥 + 𝑖𝑦 2 −  2 + 6𝑖  𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺     𝑃 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 −  2𝑥 + 2𝑖𝑦 + 6𝑖𝑥 − 6𝑦  

⟺     𝑃 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2 + 2𝑖𝑥𝑦 − 2𝑥 − 2𝑖𝑦 − 6𝑖𝑥 + 6𝑦 

⟺     𝑃 𝑧 =  𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 + 𝑖 2𝑥𝑦 − 2𝑦 − 6𝑥  

 . ػذد رخ٢ِ٤ طشف 𝑃 𝑧ٝ ُذ٣٘ب 

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 =   ٢ٛ ٓؼبدُخ د٣ٌبسر٤خ ٤ٔٓضح 0

 . ػذدا رخ٤ِ٤ب𝑃(𝑧) اُز٢ ٣ٌٕٞ ٖٓ أعِٜب  𝑀 𝑧ُِ٘وؾ 

=  ℜ𝑒 𝑃 𝑧   :ارٕ  0 

2  𝐈  ∎ 

,𝒪 ك٢ أُؼِْ  𝑒1    , 𝑒2      أُغٔٞػخ  ℋ  رز٤ٔض ثبُٔؼبدُخ : 

⟺     𝑥 − 1 2 −  𝑦 − 3 2 = −8 

⟺   
 𝑥 − 1 2

 2 2 
2 −

 𝑦 − 3 2

 2 2 
2 = −1 

 𝐈  ∎ 3 

  . ℋ  ٣ؾون ٓؼبدُخ أُغٔٞػخ  0,0 اُضٝط 

02:  لإٔ  − 02 − 2 × 0 + 6 × 0 =    𝒪𝜖 ℋ:    ارٕ 0

 : رٌزت ػ٠ِ اُشٌَ 𝒪 ك٢ اُ٘وطخ  ℋ  ُِٜزٍُٞ  𝑇𝒪 ٗؼِْ إٔ ٓؼبدُخ أُٔبط 

𝑥0:  ؽ٤ش  = 0  ٝ  𝑦0 = 0   

 𝑇𝒪 ∶    𝑥𝑥0 − 𝑦𝑦0 =  𝑥 + 𝑥0 − 3 𝑦 + 𝑦0  

 ∆  

 ∆′  

𝐁 

 𝓗  

𝐂 

𝓞 

𝐁  
𝐞𝟐      

𝐞𝟏      

 𝓗  

 𝐈  ∎ 4 

 ٚ٘ٓ ٝ :  𝑇𝒪  ∶   𝑥 − 3𝑦 = 0     

 𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 = 0 

⟺     𝑥2 − 2𝑥 −  𝑦2 − 6𝑦 = 0 

⟺     𝑥2 − 2𝑥 + 1 −  𝑦2 − 6𝑦 + 9 = −8 

𝑥2 − 𝑦2 − 2𝑥 + 6𝑦 = 0   ∶  ٌعنً   
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1  𝐈𝐈  ∎ 

⟺    𝑧2 −  2 + 6𝑖 𝑧 +  6𝑖 − 4 = 0 

𝑧1  =
 2 + 6𝑖 + 4𝑖

2
= 1 + 5𝑖 

𝑧2  =
 2 + 6𝑖 − 4𝑖

2
= 1 + 𝑖 

 :ارٕ 

ٝ 

𝑢ُذ٣٘ب   = 1 + 5  ٝ  𝑣 = 1 + 𝑖  ٝ  𝜔 = 239 − 𝑖:   

 :ارٕ 

 𝑃𝑎𝑠𝑐𝑎𝑙 :  1 ُذ٣٘ب ؽغت ٓضِش 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

4 

1 

3 

6 

1 

𝑎 : ٓؼبٓلاد اُؾذٝد٣خ  1 4 + 𝑏 4  

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 

𝛼 :ُذ٣٘ب  = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

5
  

⟺   𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
1

5
 ⟺   5 =

𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
 

⟺   5𝑖 =
𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
𝑖 ⟺   1 + 5𝑖 =

𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
𝑖 + 1 

⟺          𝑢 =
𝑠𝑖𝑛 𝛼 + 𝑖𝑐𝑜𝑠 𝛼 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
 

⟺          𝑢 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
  𝑐𝑜𝑠  

𝜋

2
− 𝛼 + 𝑖𝑠𝑖𝑛  

𝜋

2
− 𝛼   

⟺          𝑢 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛼 
 𝑒

𝑖 
𝜋
2
−𝛼 

 

𝑠𝑖𝑛 𝛼 ≈ 0,19 ≠  :ُذ٣٘ب  0

𝑎𝑟𝑔 𝑢 ≡  
𝜋

2
− 𝛼  2𝜋   ٕار: 

𝛽       :ث٘لظ اُطش٣وخ ُذ٣٘ب  = 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  
1

239
  

     ⟺      239 =
𝑐𝑜𝑠 𝛽 

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
 

     ⟺      239 − 𝑖 =
𝑐𝑜𝑠 𝛽 

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
− 𝑖 

     ⟺      𝜔 =
𝑐𝑜𝑠 𝛽 − 𝑖𝑠𝑖𝑛 𝛽 

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
 

     ⟺      𝜔 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
  𝑐𝑜𝑠 −𝛽 + 𝑖𝑠𝑖𝑛 −𝛽   

     ⟺      𝜔 =  
1

𝑠𝑖𝑛 𝛽 
 𝑒−𝛽𝑖  

     ⟺      𝑎𝑟𝑔 𝜔 = −𝛽 2𝜋  

 𝐈𝐈  ∎ 2 ج 

1  أش٤ش ك٢ اُجذا٣خ ا٠ُ إٔ  + 𝑖 =  2  
 2

2
+ 𝑖

 2

2
 =  2𝑒𝑖𝜋

4  

∆ =  2 + 6𝑖 2 − 4 6𝑖 − 4  

 =  4𝑖 2 

 :ُذ٣٘ب 

𝑢4 =  1 + 5𝑖 4 = 14 + 4 5𝑖 + 6 5𝑖 2 + 4 5𝑖 3 +  5𝑖 4 

⟺     𝑢4 = 1 + 20𝑖 − 150 − 500𝑖 + 625 

⟺     𝑢4 = 476 − 480𝑖 

⟺     𝑢4 × 𝑣 =  476 − 480𝑖  1 + 𝑖  

⟺     𝑢4 × 𝑣 = 476 + 476𝑖 − 480𝑖 + 480 

⟺     𝑢4 × 𝑣 = 956 − 4𝑖 

⟺     𝑢4 × 𝑣 = 4 239 − 𝑖  

⟺     𝑢4 × 𝑣 = 4𝜔         ٍُذ٣٘ب ؽغت اُغئا ٝ 𝑢4 × 𝑣 = 𝜔 أ 

⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑣 = 𝑎𝑟𝑔 1 + 𝑖 ≡
𝜋

4
 2𝜋  

⟹     𝑎𝑟𝑔 𝑢4 × 𝑣 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝜔  2𝜋  

⟹     4𝑎𝑟𝑔 𝑢 + 𝑎𝑟𝑔 𝑣 ≡ 𝑎𝑟𝑔 𝜔  2𝜋  

⟹     4  
𝜋

2
− 𝛼 +

𝜋

4
≡ −𝛽 2𝜋  

⟹     4𝛼 − 𝛽 ≡
𝜋

4
 2𝜋  
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⟺    ∃𝑘𝜖℞   ;    4𝛼 − 𝛽 =
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 

 .ٗغزؼ٤ٖ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ٝ ٗؼجؾ ٝؽذح ه٤بط اُضٝا٣ب ػ٠ِ اُشاد٣بٕ 

𝛼:  ُذ٣٘ب  ≈ 0,2 𝑟𝑎𝑑  ٝ  𝛽 ≈ 0,004 𝑟𝑎𝑑   

0:  ٝ ٗلاؽع إٔ  < 𝛼 < 1  ٝ  0 < 𝛽 < 1    

1−:ٝ ٖٓ ٛز٣ٖ اُزؤؽ٤ش٣ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ  < 4𝛼 − 𝛽 < 4     

1−:    أ١  <
𝜋

4
+ 2𝑘𝜋 < 4   

 ٚ٘ٓ ٝ    :−0,3 < 𝑘 < 0,5   

𝑘 :ارٕ  = 0    

4𝛼:  ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝛽 =
𝜋

4
  

4𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 :      أ١   
1

5
 − 𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛  

1

239
 =

𝜋

4
 

 ( ن 9,0 ):   التمرين الرابع 

∎ 1 

 ∀𝑥𝜖ℝ+
∗    ;  𝑔𝑛 𝑥 = 𝑛𝑥 + 2𝑙𝑛𝑥  ُذ٣٘ب: 

 𝑔n داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ℝ+
 لأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ∗

+ℝُلإشزوبم ػ٠ِ 
𝑥 ٝ ٛٔب ∗ → 𝑛𝑥 ٝ 𝑥 → 2𝑙𝑛𝑥.  

𝑔𝑛 :ٝ ُذ٣٘ب 
′  𝑥 = 𝑛 +

2

𝑥
=

𝑛𝑥 + 2

𝑥
> 0 

+ℝ داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ 𝑔𝑛ارٕ 
∗.  

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥  = +∞ lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥  = −∞ ٝ 

𝑥 0 +∞ 

𝑔𝑛  

+ 𝑔𝑛
′ (𝑥) 

−∞ 

+∞ 

∎ 2 

+𝑥𝜖ℝ∀ :      ٗؼغ 
∗    ;   𝑕 𝑥 =  𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 

𝑕′ 𝑥 =  𝑥
1
2 − 𝑙𝑛𝑥 

′
 

+𝑥𝜖ℝ∀  :ٝ ُذ٣٘ب 
∗      ;   

1

2𝑥  𝑥 + 2 
> 0 

𝑥   ٓزؼِوخ ثبشبسح  𝑕′(𝑥)ارٕ اشبسح   − 4 .   

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑕 𝑥  = +∞ 

lim
𝑥→+∞

𝑕 𝑥  = +∞  ٝ: 

4 𝑥 

2 − 𝑙𝑛4 

0 +∞ 

+∞ 
𝑕 

− 𝑕′(𝑥) 0 + 

+∞ 

2 اٗطلاهب ٖٓ ٛزا اُغذٍٝ ٗلاؽع إٔ  − 𝑙𝑛4  ه٤ٔخ د٣ٞٗخ ُِذاُخ 𝑕 ػ٠ِ ℝ+
∗  

𝑥∀ :    ٣ؼ٢٘ إٔ  > 0   ;   𝑕 𝑥 > 2 − 𝑙𝑛4 

2:     ُذ٣٘ب  − 𝑙𝑛4 ≈ 0,6 > 0 

𝑥∀:    ارٕ  > 0  ;   𝑕 𝑥 > 0 

 ٚ٘ٓ ٝ     :∀𝑥 > 0  ;    𝑥 > 𝑙𝑛𝑥 

 3 أ ∎

,0  روبثَ ٖٓ 𝑔𝑛ارٕ  ,𝑔𝑛  0 ٗؾٞ  ∞+ +∞    

,𝑔𝑛  0 :ٝ ُذ٣٘ب  +∞  =  lim
𝑥→0+

𝑔𝑛 𝑥 ; 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥   

=  −∞; +∞ = ℝ 

⟺     𝑕′ 𝑥 =
1

2
𝑥

−1
2 −

1

2
 

⟺     𝑕′ 𝑥 =
1

2 𝑥
−

1

𝑥
 

⟺     𝑕′ 𝑥 =
 𝑥

2𝑥
−

2

2𝑥
 

⟺     𝑕′ 𝑥 =
 𝑥 − 2

2𝑥
 

⟺     𝑕′ 𝑥 =
𝑥 − 4

2𝑥  𝑥 + 2 
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𝑔𝑛 1:     ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

𝑛
 = 1 − 2𝑙𝑛 𝑛   

𝑛ػِٔب إٔ   ≥ 1:      ٗغز٘زظ إٔ 3 − 2𝑙𝑛 𝑛 ≤ 1 − 2𝑙𝑛3   

1ُذ٣٘ب    − 2𝑙𝑛3 ≈ 1:      ارٕ 1,2− − 2𝑙𝑛 𝑛 < 0   

 : ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

 .ٗزٞكش ا٥ٕ ػ٠ِ ع٤ٔغ اُششٝؽ اُلاصٓخ ُزطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُو٤ْ اُٞع٤ط٤خ

= 𝑔𝑛 𝑥أُؼبدُخ  : ٝ ٓ٘ٚ  +ℝ ك٢ 𝛼𝑛  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 0
∗.  

   ;   𝑛𝜖ℕ∀  : ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 
1

𝑛
;

1

 𝑛
 ⊂ ℝ+

∗  

 ٚ٘ٓ ٝ      :  1  𝑔𝑛  
1

𝑛
 < 0 

𝑔𝑛  
1

 𝑛
 = 𝑛  

1

 𝑛
 + 2𝑙𝑛  

1

 𝑛
 =  𝑛 + 𝑙𝑛  

1

𝑛
  

=  𝑛 − 𝑙𝑛 𝑛  

𝑛ثٔب إٔ   > 𝑛  2   كبٗٚ ؽغت اُغئا0ٍ > 𝑙𝑛 𝑛  

𝑛 ٣ؼ٢٘    − 𝑙𝑛 𝑛 > 0 ٚ٘ٓ ٝ    : 𝑔𝑛  
1

 𝑛
 > 0  2  

𝑔𝑛 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ   
1

 𝑛
 × 𝑔𝑛  

1

𝑛
 < 0 

> 0 

!∃ :ارٕ  𝛼𝑛𝜖  
1

𝑛
;

1

 𝑛
     ∕     𝑔𝑛 𝛼𝑛 = 0 

 3 ∎ ب

 
 

 
1

𝑛
< 𝛼𝑛 <

1

 𝑛
                          

lim
𝑛→+∞

 
1

𝑛
 = lim

𝑛→+∞
 

1

 𝑛
 = 0

   ∶  لدٌنا  

lim
𝑛→+∞

 𝛼𝑛 = 0    ∶   إذن  

 الجزء الثاني

 𝐈  ∎ 1 

lim
𝑥→0+

𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0+
 
 𝑥
3

𝑒−𝑥

𝑥
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

 
1

𝑥
2
3𝑒𝑥

 =
1

0+
= +∞ 

 :ُذ٣٘ب 

C         ٗغز٘زظ إٔ            ٣وجَ ٓٔبعب سأع٢ ٓٞعٜب ٗؾٞ الأػ٠ِ ك٢ اُظلش. 

 . ؿ٤ش هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ ا٤ٔ٤ُٖ ك٢ اُظلش𝑓ارٕ 

lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑥
1
3𝑒−𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞
 
𝑥

1
3

𝑒𝑥
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

 
1

 
𝑒𝑥

𝑥  
 ×  

1

𝑥
2
3

 

=  
1

+∞
 ×  

1

+∞
 = 0 

 𝐈  ∎ 2 

 ∎  𝐈  أ 3

         C . ٝ ٛٞ ٓؾٞس الأكبط٤َ∞+٣وجَ ٓوبسثب أكو٤ب ثغٞاس :        ارٕ 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ+
∗.   

= 𝑓 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

3  𝐈  ∎ ب 

    𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥)  ُذ٣٘ب: 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :      ثٔب إٔ    𝑒−𝑥 > 0   

     ٝ ∀𝑥 > 0   ;   𝑥
1
3 = 𝑒

1
3
𝑙𝑛𝑥 > 0   ٝ   3𝑥 > 0   

𝑓كبٕ اشبسح   ′(𝑥)  1   ٓزؼِوخ ثـ − 3𝑥    

𝑥ارا ًبٕ   = 1

3
𝑓:      كبٕ  ′ 𝑥 = 0   

𝑥ارا ًبٕ   > 1

3
𝑓:     كبٕ  ′ 𝑥 < 0    

𝑥ارا ًبٕ   < 1

3
𝑓:     كبٕ  ′ 𝑥 > 0    

lim :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑥→0+

𝑓 𝑥 = 0 lim
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0  ٝ 

1

3
 𝑥 

𝑓  
1

3
  

0 +∞ 

0 0 
𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

𝑓 :ارٕ  ′ 𝑥 =
1

3
𝑥

−2
3 𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥𝑥

1
3 

⟺      𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

1

3
𝑥−1 − 1  

⟺      𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

1

3𝑥
− 1  

⟺      𝑓 ′ 𝑥 =  𝑥
1
3𝑒−𝑥  

1 − 3𝑥

3𝑥
  

⟺      𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥) 
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 𝐈  ∎ 4 

𝓞 

𝟏 

𝟏

𝟑
 

C         

𝟏 

 𝐈𝐈  ∎ 1 أ 

 ٌٖ٤ُ    :𝑦 𝜖 𝑓(𝐼)   

;   𝑥𝜖𝐼∃ :      ٛزا ٣ؼ٢٘ إٔ    𝑓 𝑥 = 𝑦   

⊃ 𝑓 𝐼:     ٝ ثبُزب٢ُ  𝐼   

𝑓 :ارٕ   
1

3
 ≥ 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 1  

0,5 :أ١  ≥ 𝑦 ≥ 0,36 

1 :ارٕ  ≥ 𝑦 ≥
1

3
 

 ٚ٘ٓ ٝ: 𝑦 𝜖 𝐼 

⟹   𝑦 𝜖 𝑓 𝐼 :ؽظِ٘ب ارٕ ػ٠ِ الإعزِضاّ اُزب٢ُ    𝑦 𝜖 𝐼 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓 𝑥 ≤ 𝑓  
1

3
  ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓  لإٔ   

1

3
; +∞   

≥ 𝑓 𝑥:   ٣ؼ٢٘  0,5 < 1  

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑓 𝑥 < 1   

 ∀𝑥 > 0   ∶    𝑓 ′ 𝑥 =  
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥)  ُذ٣٘ب: 

>  𝑓 𝑥 :   ارٕ  1    1  

𝑥 𝜖  
1

3
; 𝑥 :ُذ٣٘ب   1 ≥

1

3
 :أ١  

𝑥 :ٝ ٓ٘ٚ  :٣ؼ٢٘  >
1

5
 5𝑥 > 1 

3𝑥 :٣ؼ٢٘  + 2𝑥 > 1 

2 :٣ؼ٢٘  >
1 − 3𝑥

𝑥
  ∗  

 :٣ؼ٢٘ 
1 − 3𝑥

𝑥
≥ −2  ∗∗  

𝑥 𝜖  
1

3
; 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   1 ≤  :أ١  1

 ٚ٘ٓ ٝ: 1 − 𝑥 ≥ 1 :٣ؼ٢٘  0 − 3𝑥 + 2𝑥 ≥ 0 

1 :٣ؼ٢٘  − 3𝑥 ≥ −2𝑥 

= 𝑓′ 𝑥 :ُذ٣٘ب   
1 − 3𝑥

3𝑥
 𝑓(𝑥) 

⟺    𝑓′ 𝑥 =
1

3
 

1 − 3𝑥

𝑥
 𝑓(𝑥) 

⟹    𝑓′ 𝑥  =
1

3
 
1 − 3𝑥

𝑥
  𝑓(𝑥)  

 𝑓(𝑥) < 1  
1 − 3𝑥

𝑥
 ≤  ٝ : ٗغذ  2  ٝ  1 ٖٓ  2

2− : ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ  ≤
1 − 3𝑥

𝑥
< 2 

  :أ١ 
1 − 3𝑥

𝑥
 ≤ 2  2  

 ٚ٘ٓ ٝ:  𝑓′(𝑥) ≤
2

3
 

 𝐈𝐈  ∎ 1 ج 

 ٌٖ٤ُ𝑥ػذدا ؽو٤و٤ب ٓٞعجب هطؼب  

= 𝑓 𝑥:  ُذ٣٘ب  𝑥 ٣ؼ٢٘      : 𝑥
3

𝑒−𝑥 = 𝑥   

𝑥𝑒−3𝑥:  ارٕ  = 𝑥3    

𝑒−3𝑥: ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑥ٗخزضٍ ثبُؼذد اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  = 𝑥2   

3𝑥− : ػ٠ِ ٛبر٤ٖ ا٤ٌُٔز٤ٖ أُٞعجز٤ٖ ٗؾظَ ػ٠ِ 𝑙𝑛ٗذخَ اُذاُخ  = 2𝑙𝑛𝑥 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا 𝐼 =  
1

3
; 𝑥:  ارٕ     1 ≥

1

3
    

2𝑥 :٣ؼ٢٘  > 1 − 3𝑥 

 

 ٝ𝑓 داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ 𝐼   ُذ٣٘ب:   
1

3
≤ 𝑥 ≤ 1 

𝐼 :ُذ٣٘ب  =  
1

3
; 1  

 ٚ٘ٓ ٝ: 1 > 0,5 ≥ 𝑦 > 0,36 ≥
1

3
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3𝑥:   ٣ؼ٢٘  + 2𝑙𝑛𝑥 = 0 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑔3 𝑥 = 0     

𝑥:    ارٕ  = 𝛼3 ثؾ٤ش         :
1

3
< 𝛼3 <

1

 3
      

                   ٝ ٗؼِْ ؽغت اُغئاٍ             ٖٓ اُغضء الأٍٝ إٔ أُؼبدُخ 

+ℝ ك٢ 𝛼𝑛روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا 
:  ثؾ٤ش ∗

1

𝑛
< 𝛼𝑛 <

1

 𝑛
   

 أ 3

 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

 𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :  ٗجشٖٛ ثبُزشعغ ػ٠ِ إٔ   𝜖 𝐼  

𝑛ٖٓ أعَ   = 𝑢0:   ُذ٣٘ب 0 =
1

3
 𝜖  

1

3
; 1 = 𝐼  

  𝑢0 𝜖 𝐼:   ارٕ 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    ٗلزشع إٔ   𝜖 𝐼   

  .𝐼 ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓ثٔب إٔ 

𝑢𝑛:   كبٕ   𝜖 𝐼    ⟹     𝑓 𝑢𝑛  𝜖 𝑓 𝐼   

⊃ 𝑓 𝑢𝑛  𝜖 𝑓 𝐼:   ارٕ  𝐼   

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑢𝑛+1 𝜖 𝐼  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ   𝜖 𝐼   

⊃ 𝑓 𝐼:  ٝ ٗؼِْ إٔ  𝐼ٍأ 1   ٝ رُي ؽغت اُغئا 

 𝐈𝐈  ∎ 2 ب 
 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

𝑢𝑛 :    ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ  ; 𝛼3 ⊂ 𝐼   

  .𝐼 داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓ٝ ثٔب إٔ 

𝑢𝑛 :   داُخ ٓزظِخ ٝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑓كبٕ  ; 𝛼3 ًزُي    

 :ؽغت ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ : ٝ ٓ٘ٚ 

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3  ≤  𝑓′ 𝑐  ×  𝑢𝑛 − 𝛼3   

 ُذ٣٘ب ؽغت اُغئاٍ ب

:   ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       
1

3
< 𝛼3 <

1

 3
 ج  

∃ 𝑐 𝜖  𝑢𝑛 , 𝛼3   ;   
𝑓 𝑢𝑛 − 𝑓 𝛼3 

𝑢𝑛 − 𝛼3
= 𝑓′ 𝑐  

 ∀ 𝑥 𝜖 𝐼   ;    𝑓′ 𝑥  ≤
2

3
 ب ؽغت اُغئاٍ :ٝ ثٔب إٔ  

𝜖𝑛ℕ  ;   𝑓′ 𝑐   𝑢𝑛∀: كبٕ  − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

− 𝑓 𝑢𝑛 : : ٣ؼ٢٘  𝑓 𝛼3  ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

;    𝑛𝜖ℕ∀ : ارٕ      𝑢𝑛+1 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛 − 𝛼3   

 𝐈𝐈  ∎ 2 ج 

 ٌٖ٤ُ𝑛ػذدا طؾ٤ؾب ؽج٤ؼ٤ب . 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝑢𝑛∀ :    ُذ٣٘ب   𝜖 𝐼 

 1  

  𝛼3 𝜖 𝐼    2:   ارٕ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3   ⋇   ٕار: 

𝛼3 𝜖 𝐼 
1

3
≤ 𝛼3 ≤  :٣ؼ٢٘  :ُذ٣٘ب  1 

−2

3
≤

1

3
− 𝛼3 ≤  

2

3
  

1

3
− 𝛼3  ≤  

2

3
 :أ١  :ٝ ٓ٘ٚ  

 𝑢0 − 𝛼3  ≤  
2

3
 :٣ؼ٢٘  

 
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3  ≤   
2

3
 
𝑛+1

 

𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛∀  ٝ ٗؼِْ إٔ  − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢0 − 𝛼3  

   ⋇ : ٝ رُي ؽغت 

𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛∀  :ٝ ثبُزب٢ُ  − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

 

  :ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت       ٗؾظَ ػ٠ِ 
2

3
 
𝑛

 

 𝑢𝑛 − 𝛼3 ≤
2

3
 𝑢𝑛−1 − 𝛼3  

≤  
2

3
  

2

3
  𝑢𝑛−2 − 𝛼3  

≤  
2

3
  

2

3
  

2

3
  𝑢𝑛−3 − 𝛼3  

≤  
2

3
 
𝑛

 𝑢𝑛−𝑛 − 𝛼3  

⋮ ⋮ 

𝑔𝑛 𝑥 = 0 
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 𝐈𝐈  ∎ 2 د 

𝑛𝜖ℕ   ;   𝑢𝑛∀  :ُذ٣٘ب  − 𝛼3 ≤  
2

3
 
𝑛+1

 

− ;   𝑛𝜖ℕ∀  :ارٕ   
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 ≤ 𝑢𝑛 ≤  
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 

  : كبٕ 1− ٝ 1ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب ٓؾظٞس ث٤ٖ  :ثٔب إٔ 
2

3
 
𝑛+1

 

lim
𝑛∞

 
2

3
 
𝑛+1

= 0 

 ٚ٘ٓ ٝ: lim
𝑛∞

 − 
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 = 𝛼3 

ٝ lim
𝑛∞

  
2

3
 
𝑛+1

+ 𝛼3 = 𝛼3 

lim :ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓظبد٣ن روبسة أُززب٤ُبد 
𝑛∞

𝑢𝑛 = 𝛼3 

,0  داُخ ٓزظِخ ػ٠ِ 𝑓ُذ٣٘ب  +∞   

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1  أ

,0  ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑓: ارٕ  𝑥  ٕ٤ًلٔب ًب 𝑥 ٖٓ ℝ+
∗.  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓 روجَ داُخ أط٤ِخ 𝑕 ٍ0  ػ٠ِ أُغب, 𝑥 .  

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑕: ٣ؼ٢٘  𝑥  ثؾ٤ش   :𝑕′ 𝑥 = 𝑓 𝑥    

𝑥:  ُذ٣٘ب  > 8𝑥:     ٣ؼ٢٘ 0 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ  :𝑥 → 𝑕(8𝑥) 0 :     هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ, +∞   

,0 : لأٜٗب ٓشًت داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ  +∞    

,0  هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ    لأٜٗب ٓغٔٞع  ∞+

,0 داُز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ   +∞    

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ ػ٘ظشا ℝ+
∗  

= 𝐹 𝑥:   ُذ٣٘ب  𝑕 8𝑥 − 𝑕(𝑥)   

𝐹′ 𝑥 = 8𝑕′ 8𝑥 − 𝑕′(𝑥)  ٕار : 

⟺     𝐹′ 𝑥 = 8 8𝑥
3

  𝑒−8𝑥 −  𝑥
3

  𝑒−𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 = 8  8
1
3  𝑥

1
3  𝑒−𝑥  𝑒−7𝑥 −  𝑥

1
3 𝑒−𝑥  

⟺     𝐹′ 𝑥 =  16𝑒−7𝑥 − 1 𝑓(𝑥) 

,𝑥 𝜖  0 ∀ ٝ ثٔب إٔ      +∞  ;   𝑓 𝑥 ≥ 0   

16𝑒−7𝑥   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح  𝐹′(𝑥)كبٕ اشبسح   − 1    

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  =
𝑙𝑛16

7
 𝐹′ 𝑥 = 0 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  >
𝑙𝑛16

7
 𝐹′ 𝑥 < 0 

𝑥 :كبٕ  :ارا ًبٕ  <
𝑙𝑛16

7
 𝐹′ 𝑥 > 0 

,0   داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ                   ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ                                           𝐹: ٝ ثبُزب٢ُ 
𝑙𝑛16

7
   

𝑙𝑛16

7
, +∞  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2 أ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑡 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ٓٞعج٤ٖ ثؾ٤ش    :𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 8𝑥  

,0 :   داُخ ٓٞعجخ ػ٠ِ 𝑓ثٔب إٔ  +∞    

  .𝑓 داُخ ٓٞعجخ ًزُي لأٜٗب رٌبَٓ ُذاُخ ٓٞعجخ 𝐹كبٕ 

𝑡ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ   ≤ 8𝑥 ٕار     :𝑡
1

3 ≤  8𝑥 
1

3   

ٗؼشة ؽشك٢ أُزلبٝرخ الأخ٤شح ك٢ اُؼذد أُٞعت ٝ اُـ٤ش أُ٘ؼذّ  

𝑒−𝑡:   ٗؾظَ ػ٠ِ   𝑡
1

3 ≤ 𝑒−𝑡 8𝑥 
1

3   

 :ثبدخبٍ اُزٌبَٓ ػ٠ِ ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑒−𝑡𝑡
1
3

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 ≤  𝑒−𝑡 8𝑥 
1
3

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝐹(𝑥) ≥ 0    1  = 𝑕 8𝑥 − 𝑕 𝑥 ) 

= 𝐹 𝑥 :ٝ ُذ٣٘ب   𝑓(𝑡)
8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

=  𝑓(𝑡)
0

𝑥

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
8𝑥

0

𝑑𝑡 

=  𝑓(𝑡)
8𝑥

0

𝑑𝑡 −  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

= 𝑕 8𝑥 − 𝑕 0 − 𝑕 𝑥 + 𝑕(0) 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 1 ب 

𝑒−𝑡  
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 : ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 
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 ∀𝑥 ≥ 0   ;   0 ≤  𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥  

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ب

0 :ٗ٘طِن ٖٓ اُزؤؽ٤ش  ≤  𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥  

lim
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) =  :أ١  0

 : ك٢ اُغذٍٝ اُزب٢ُ Fِٗخض اُ٘زبئظ اُز٢ رْ اُزٞطَ ا٤ُٜب ثخظٞص اُذاُخ 

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

0 = 0  𝐸𝑣𝑖𝑑𝑒𝑛𝑡𝑒  

𝑓  limٝ ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد 
𝑥→+∞

𝑓 𝑥 = 0 

lim :ارٕ 
𝑥→+∞

2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥 = 2 × 0 ×  1 − 0 = 0 

≥ 0 :ٝ ثبُزب٢ُ   𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥             

+∞ 

0 0 0 

+∞ +∞ 

 𝐈𝐈𝐈  ∎ 2  ج

𝑙𝑛16

7
 𝑥 

𝐹  
𝑙𝑛16

7
  

0 +∞ 

0 0 

𝐹 

+ 𝐹′(𝑥) 0 − 

⟺     𝐹(𝑥) ≤  8𝑥 
1
3  𝑒−𝑡

8𝑥

𝑥

𝑑𝑡 

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑥
1
3 −𝑒−𝑡 𝑥

8𝑥  

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑥
1
3 −𝑒−8𝑥 + 𝑒−𝑥  

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑥
1
3𝑒−𝑥 1 − 𝑒−7𝑥  

⟺     𝐹(𝑥) ≤ 2𝑓(𝑥) 1 − 𝑒−7𝑥   2  

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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