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C         

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 

∎ 1 

∎ 2 

∎ 4 

 اعزؼٔبٍ رو٤٘خ اُؾذس أُئًذ : انطشٌقح الأونى

 (اعزؼٔبٍ اُشغشح  ) : انطشٌقح انثاوٍح

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝑅 

𝐵 

𝟏

𝟐
 

𝟏

𝟐
 

𝟑

𝟕
 

𝟒

𝟕
 

𝟏

𝟑
 

𝟐

𝟑
 

ُْ ٗلؼَ 

 ش٤ئب ثؼذ

ٗغؾت 

  𝑈ًشح ٖٓ 
ٗغؾت 

  𝑉ًشح ٖٓ 

= 𝑃 𝑅1 :ُذ٣٘ب ؽغت اُشغشح  𝑃 𝐵1 =
4

8
=

1

2
 

𝑃𝐵1
 𝐵2 =

𝑃 𝐵1 ∩ 𝐵2 

𝑃 𝐵1 
=

1
3
1
2

=
2

3
 

 :ُذ٣٘ب 

3 ∎ 

𝑃𝑅1
 𝐵2 =

𝑃 𝑅1 ∩ 𝐵2 

𝑃 𝑅1 
=

2
7
1
2

=
4

7
 

𝑃 𝐵2 + 𝑃 𝑅2 = 1 

⟺       𝑃 𝑅2 = 1 − 𝑃 𝐵2  

⟺       𝑃 𝑅2 = 1 −
13

21
=

8

21
 

𝑃 𝑅2 = 𝑃 𝑅1 ∩ 𝑅2 + 𝑃 𝐵1 ∩ 𝑅2  

⟺     𝑃 𝑅2 = 𝑃 𝑅1 × 𝑃𝑅1
 𝑅2 + 𝑃 𝐵1 × 𝑃𝐵1

 𝑅2  

⟺     𝑃 𝑅2 =  
1

2
×

3

7
 +  

1

2
×

1

3
 =

8

21
 

 :           ُذ٣٘ب 

 ( ن 4,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1 ∎

 ب 1 ∎

=′∆:        ُذ٣٘ب  𝑝2 − 16 =  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2  

  .ℂ روجَ ؽ٤ِٖ ك٢  𝐸 ارٕ أُؼبدُخ 

= 𝑎𝑓𝑓 𝑀1:       ٗؼغ  2𝑒−𝑖𝜃 = 𝑥 + 𝑖𝑦  

 ٌٖ٤ُ𝜃  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; 2𝜋 .   

 2 أ ∎

𝑀1:   ارٕ   
𝑥
𝑦      اُز٢ ٓشًضٛب       ر٘ز٢ٔ ا٠ُ اُذائشح 𝒪 2  ٝ شؼبػٜب.  

    𝑀1𝑀2  ٢ٛ ٓ٘زظق اُوطؼخ   𝑃ُذ٣٘ب 

 ب 2 ∎

𝑝2 −  3 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2

=  5𝑐𝑜𝑠𝜃 + 3𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃 2 −  3 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2 

= 25 cos2 𝜃 − 9 sin2 𝜃 − 9 cos2 𝜃 + 25 sin2 𝜃 

= 25 cos2 𝜃 + sin2 𝜃 − 9 sin2 𝜃 + cos2 𝜃  

= 25 − 9 

= 16 

𝑧1 = 𝑝 +  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 2𝑒−𝑖𝜃  

𝑧2 = 𝑝 −  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 8𝑒𝑖𝜃  

⟺     2 cos −𝜃 + 2𝑖 sin −𝜃 = 𝑥 + 𝑖𝑦 

⟺     
2 cos 𝜃 = 𝑥

−2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑦
  

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 =
𝑎𝑓𝑓 𝑀1 + 𝑎𝑓𝑓 𝑀2 

2
 

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 =
2𝑒−𝑖𝜃 + 8𝑒𝑖𝜃

2
 

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 =  𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 + 4 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃  

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 = 5 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 3𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 

⟺     𝑎𝑓𝑓 𝑃 = 𝑝 

⟹    𝑥2 + 𝑦2 =  2 𝑐𝑜𝑠 𝜃  2 +  −2 𝑠𝑖𝑛 𝜃  2 

⟹    𝑥2 + 𝑦2 = 4 cos2 𝜃 + sin2 𝜃  

⟹    𝑥2 + 𝑦2 = 4 

⟹    𝑥2 + 𝑦2 = 22 

𝑃 𝐵2 = 𝑃 𝑅1 ∩ 𝐵2 + 𝑃 𝐵1 ∩ 𝐵2  

= 𝑃 𝑅1 × 𝑃𝑅1
 𝐵2 + 𝑃 𝐵1 × 𝑃𝐵1

 𝐵2  

=  
1

2
×

4

7
 +  

1

2
×

2

3
 =

13

21
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𝑝:       ٗؼغ  = 𝑥 + 𝑖𝑦  

⟺     
𝑥 = 5 cos 𝜃 

𝑦 = 3 𝑠𝑖𝑛 𝜃 
  

𝑝2: ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            −  3𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑖 𝑠𝑖𝑛𝜃 2 = 16  

⟺     𝑥 + 𝑖𝑦 2 −  
3𝑥

5
+

5𝑖

3
𝑦 

2

= 16 

;0  ك٢ أُغبٍ   𝜃ارٕ ػ٘ذٓب ٣زـ٤ش اُؼذد  2𝜋   

  𝒪 اُز١ ٓشًضٙ  Γ  رزـ٤ش ػ٠ِ الإ٤ِِٛظ 𝑃كبٕ اُ٘وطخ 

,𝐴 5,0   ٝ  𝐴′(−5,0)  ٝ  𝐵 0,3   ٝ  𝐵′(0:  ٝ سإٝعٚ  −3).   

   . 𝐹 4,0   ٝ  𝐹′ −4,0:  ٝ ثئسربٙ 

𝑐2:   لإٔ  ) = 𝑎2 − 𝑏2 = 25 − 9  ⟹   𝑐 = 4   ) 

 3 أ ∎

 ب 3 ∎

𝑧1:    ُذ٣٘ب  = 2𝑒−𝑖𝜃 ≠ 4    ٝ    𝑧2 = 8𝑒𝑖𝜃 ≠ 4.     

𝑧1𝑧2:      ارٕ  = 16𝑒𝑖𝜃𝑒−𝑖𝜃 = 16   

 ج 3 ∎

 :                                                       .ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ 

 أ 1

⟺    
16

25
𝑥2 +

16

9
𝑦2 = 16 

⟺    
𝑥2

52
+

𝑦2

32
= 1 

 ٌٖ٤ُ𝑎 ٝ 𝑏  ٖٓ ٖػ٘ظش٣ ℂ ∖   :                                     .  ثؾ٤ش 4 
𝑏 + 4

𝑏 − 4
 = − 

𝑎 + 4

𝑎 − 4
  

⟺     𝑏 + 4  4 − 𝑎 =  𝑏 − 4  𝑎 + 4  

⟺     2𝑎𝑏 = 32 

⟺     𝑎𝑏 = 16 

  أ 3               .            :                      ٝ ٓ٘ٚ ؽغت           
𝑧2 + 4

𝑧2 − 4
 = − 

𝑧1 + 4

𝑧1 − 4
  

 
𝑧2 + 4

𝑧2 − 4
 = − 

𝑧1 + 4

𝑧1 − 4
  

⟺    
4 − 𝑧1

−4 − 𝑧1
 = − 

4 − 𝑧2

−4 − 𝑧2
  

⟺    
𝑧𝐹 − 𝑧1

𝑧𝐹′ − 𝑧1
 = − 

𝑧𝐹 − 𝑧2

𝑧𝐹′ − 𝑧2
  

⟺     𝑎𝑟𝑔  
𝑧𝐹 − 𝑧1

𝑧𝐹′ − 𝑧1
 ≡ 𝜋 + 𝑎𝑟𝑔  

𝑧𝐹 − 𝑧2

𝑧𝐹′ − 𝑧2
  

⟺     𝑀1𝐹          ; 𝑀1𝐹′                         
 ≡ 𝜋 +  𝑀2𝐹          ; 𝑀2𝐹′                         

  2𝜋  

 :    ٢ٛ 𝑃  ك٢ اُ٘وطخ  Γ   ُِٔ٘ؾ٠٘   𝑇 ارٕ ٓؼبدُخ أُٔبط  

 ب 4 ∎

∶ T :          ُذ٣٘ب  3𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 15   

 :                  . ٛٞ  𝑇 ٤َٓ أُغزو٤ْ : ارٕ 

   . 𝑀1𝑀2  ٤َٓ أُغزو٤ْ  𝑚ُ٘ؾغت ا٥ٕ 

   . 1−   ٓزؼبٓذإ لإٔ عذاء ٤ِ٤ٜٓٔب ٣غب١ٝ   𝑇   ٝ   𝑀1𝑀2 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

; 𝑃 5 𝑐𝑜𝑠𝜃:       ُذ٣٘ب  3 sin 𝜃  

 𝑇 ∶  
5𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃

52
+

3𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃

32
= 1 

 𝑇 ∶  𝑦 =  
−3 𝑐𝑜𝑠𝜃

5 sin 𝜃
 𝑥 +  

3

sin 𝜃
  

 
−3 𝑐𝑜𝑠𝜃

5 𝑠𝑖𝑛𝜃
  

𝑚 :ارٕ  =
8 𝑠𝑖𝑛𝜃 −  −2𝑠𝑖𝑛𝜃 

8𝑐𝑜𝑠𝜃 − 2𝑐𝑜𝑠𝜃
=  

5 𝑠𝑖𝑛𝜃

3 𝑐𝑜𝑠𝜃
  

 
−3 𝑐𝑜𝑠𝜃

5 𝑠𝑖𝑛𝜃
 ×  

5 𝑠𝑖𝑛𝜃

3 𝑐𝑜𝑠𝜃
 = −1 

 ( ن 3,0 ):   التمرين الثالث 

∎ 1 

𝐴:          ٗؼغ  =  
3 2 2

2 2 3
    

32:       ُذ٣٘ب  − 2 × 22 = 1  

𝐴:      ارٕ  = 𝑀 3,2  𝜖   𝐸   

 2 أ ∎

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸  

,𝑀 𝑎:      ُذ٣٘ب  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 𝑏 2

𝑏 2 𝑎
  

𝑐 𝑑 2

𝑑 2 𝑐
    

⟺    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  2

 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑  2 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑
  

⟺    𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑 ;  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐     ∗  

 𝑇 ∶  3𝑥 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 5𝑦 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 15 

𝑀1 .ٝ                            :                            ُذ٣٘ب   
2 cos 𝜃
−2 sin 𝜃

  𝑀2  
8 cos 𝜃
8 sin 𝜃

  

 
5 𝑠𝑖𝑛𝜃

3 𝑐𝑜𝑠𝜃
 .  ٛٞ                      𝑀1𝑀2 ارٕ ٤َٓ أُغزو٤ْ    

 4 أ ∎
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 :  ُذ٣٘ب  ∗ ثبلإعزؼبٗخ ثبُؼلاهخ 

  .𝐸 رجبد٢ُ ك٢ ×ارٕ اُوبٕٗٞ 

 ب 2 ∎

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏  ٖٓ ٓظلٞكخ  𝐸  

,𝑀 𝑎 :   ُذ٣٘ب  𝑏  
−1

=
1

𝑑𝑒𝑡𝑀  𝑎,𝑏 
 

𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
   

  M2 (×, ℝ        )     . عضء ٓغزوش ٖٓ                      𝐸: ٝ ثبُزب٢ُ 

   𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀 𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑 ;  𝑎𝑑 + 𝑏𝑐   

   = 𝑀 𝑐𝑎 + 2𝑑𝑏 ;  𝑐𝑏 + 𝑑𝑎   

   = 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏   

=
1

 𝑎2 − 2𝑏2 
 𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
  

=  𝑎 −𝑏 2

−𝑏 2 𝑎
 = 𝑀 𝑎, −𝑏  𝜖 𝐸 

,𝑀 𝑎ٓوِٞة ًَ ٓظلٞكخ  : ٝ ثبُزب٢ُ  𝑏   أُظلٞكخ ٞٛ  𝑀 𝑎, −𝑏    

𝑀 𝑎𝑐 :        ارٕ  + 2𝑏𝑑 ; 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑   𝜖 𝐸  

 : ُذ٣٘ب ؽغت الأعئِخ اُغبثوخ 

 ج 2 ∎

    (ℝ) M2   ٕرغ٤ٔؼ٢ ك٢            ×ٝ ثٔب أ  

  .𝐸 رغ٤ٔؼ٢ ًزُي ك٢ ×كبٕ 

𝐼كبٕ     = 𝑀 1,0  ك٢ ×   ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ 𝐸  

 .ٝ رُي لإٔ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ إ ٝعذ كبٗٚ ٣ٌٕٞ دائٔب ٝؽ٤ذا

 .  صٓشح ×,𝐸 ٗغز٘زظ ارٕ إٔ  

  .𝐸 رجبد٢ُ ك٢ ×ٝ ثٔب إٔ 

 .  صٓشح رجبد٤ُخ ×,𝐸 كبٕ  

 3 أ ∎
  .𝐺 ػ٘ظشا ٖٓ ×٤ٌُٖ 

;   𝑚𝜖ℕ∃ :       ارٕ    𝑋 = 𝐴𝑚  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝐴𝑛∀ ٗش٣ذ إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ          𝐸   

𝑛ُذ٣٘ب ٖٓ أعَ   = 0      :  𝐴0 =  
1 0
0 1

 = 𝑀 1,0  𝜖 𝐸  

𝑛𝜖ℕ   ;  𝐴𝑛∀ :       ٗلزشع إٔ   𝜖 𝐸   

𝐴𝑛:    ُذ٣٘ب   𝜖 𝐸    ٝ   𝐴 𝜖 𝐸   

𝐴𝑛ارٕ      × 𝐴    𝐸   

  .𝐸 هبٕٗٞ داخ٢ِ ك٢ ×لإٔ 

  𝐴𝑛+1  𝜖  𝐸:      ارٕ 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝐴𝑛∀ :         ٝ ثبُزب٢ُ   𝜖 𝐸   

 ٚ٘ٓ ٝ       :𝑋 = 𝐴𝑚   𝜖  𝐸   

𝐺:   خلاطخ اُوٍٞ  ⊂ 𝐸   

 ب 3 ∎

𝐴𝑛 −1 :     ُلإعبثخ ػ٠ِ ٛزا اُغئاٍ ٣ٌل٢ إٔ ٗج٤ٖ إٔ  = 𝐵𝑛  

𝑛ٖٓ أعَ   = 𝐴0 −1  :    ُذ٣٘ب 0 =  
1 0
0 1

 
−1

=  
1 0
0 1

 = 𝐵0    

𝑛𝜖ℕ   ;   𝐴𝑛 −1∀ :     ٗلزشع إٔ  = 𝐵𝑛  

 3 ج ∎

 : اُزب٤ُخ  ⋕ ُ٘جشٖٛ ك٢ اُجذا٣خ ػ٠ِ اُخبط٤خ 

 ٌٖ٤ُ𝑚 ٝ 𝑛ٖػذد٣ٖ طؾ٤ؾ٤ٖ ؽج٤ؼ٤٤  

 :ٗلظَ ٛ٘ب ث٤ٖ ؽبُز٤ٖ أعبع٤ز٤ٖ 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸 لإٔ 𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ أُغٔٞػخ × 

𝐼ٝ ثٔب إٔ أُظلٞكخ  = 𝑀 1,0 ٙ ك٢ × اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـ ١      (ℝ) M2  

𝐴𝑛+1 −1  :ُذ٣٘ب  =  𝐴𝑛 × 𝐴 −1 

= 𝐴−1 ×  𝐴𝑛 −1 

= 𝐵 × 𝐵𝑛  

= 𝐵𝑛+1 

∀ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2   ;    𝐴𝑚 × 𝐵𝑛   𝜖   𝐺 ∪ 𝐻  ⋕  

𝒎إرا كان   : انحانح الأونى ≥ 𝒏:   

𝐴𝑚 :ُذ٣٘ب  × 𝐵𝑛  = 𝐴𝑚−𝑛 ×  𝐴 × 𝐵 𝑛  

 = 𝐴𝑚−𝑛 × 𝐼 

 = 𝐴𝑚−𝑛  𝜖 𝐺 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

,𝑀 𝑎 :     ثزؼج٤ش آخش  𝑏  
−1

= 𝑀 𝑎, −𝑏   

𝑎𝑐  : ٝ ُذ٣٘ب  + 2𝑏𝑑 2 − 2 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 2 

=  𝑎𝑐 2 + 4 𝑏𝑑 2 − 2 𝑏𝑐 2 − 2 𝑎𝑑 2 

= 𝑐2  𝑎2 − 2𝑏2        
1

+ 2𝑑2  2𝑏2 − 𝑎2        
−1

 

= 𝑐2 − 2𝑑2 

= 1 

,𝑎   ٣وجَ ٓٔبصلا ٝ ٛٞ              رٞطِ٘ب ًزُي ا٠ُ إٔ ًَ ػ٘ظش   −𝑏    𝑀 𝑎, 𝑏  

𝑛𝜖ℕ   ;   𝐴𝑛 −1∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ  = 𝐵𝑛  

𝜖 

𝜖 

𝑀 
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𝐴𝑚:     ارٕ  × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻  

𝒎إرا كان   : انحانح انثاوٍح ≤ 𝒏:   

 :ٗغزـَ ارٕ ٛزٙ اُخبط٤خ اُض٤ٔ٘خ ُلإعبثخ ػ٠ِ اُغئاٍ      

𝐺 ٓظلٞكز٤ٖ ٖٓ   𝑋 ٝ 𝑌ُزٌٖ  ∪ 𝐻 ٗلظَ ث٤ٖ أسثغ ؽبلاد أعبع٤خ ٝ  : 

   :𝒀𝝐𝑮  و  𝑿𝝐𝑮إرا كان   : انحانح الأونى

𝑌             : ارٕ  = 𝐴𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐴𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑋 × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 ×  𝐴𝑚  −1  

𝑋:    أ١  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 × 𝐵𝑚   

𝐴𝑛:  ارٕ  × 𝐵𝑚  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻 رُي ؽغت خبط٤ز٘ب اُض٤ٔ٘خ ٝ   ⋕ .  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

   :𝒀𝝐𝑯  و  𝑿𝝐𝑯إرا كان   : انحانح انثاوٍح

   :𝒀𝝐𝑯  و  𝑿𝝐𝑮إرا كان   : انحانح انثانثح

   :𝒀𝝐𝑮  و  𝑿𝝐𝑯إرا كان   : انحانح انشاتؼح

 :ٗلاؽع أٗٚ ك٢ ع٤ٔغ ٛزٙ اُؾبلاد الأسثغ ٗغذ: خلاصح انقىل 

𝐺:  ٝ ثبُزب٢ُ  ∪ 𝐻  ٖٓ صٓشح عضئ٤خ   𝐸,× .   

𝐴𝑚 :ُذ٣٘ب  × 𝐵𝑛  =  𝐴 × 𝐵 𝑚 × 𝐵𝑛−𝑚  

 = 𝐼 × 𝐵𝑛−𝑚  

 = 𝐵𝑛−𝑚  𝜖 𝐻 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

𝐴𝑚:     ارٕ  × 𝐵𝑛   𝜖  𝐺 ∪ 𝐻  

 ج

𝑌            : ارٕ  = 𝐵𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐵𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑋 × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 ×  𝐵𝑚  −1  

𝑋:    أ١  × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 × 𝐴𝑚   

𝐵𝑛:  ارٕ  × 𝐴𝑚  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻 رُي ؽغت خبط٤ز٘ب اُض٤ٔ٘خ ٝ   ⋕ .  

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

𝑌               : ارٕ  = 𝐵𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐴𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑋 × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 ×  𝐵𝑚  −1  

𝑋:    أ١  × 𝑌−1 = 𝐴𝑛 × 𝐴𝑚 = 𝐴𝑚+𝑛  𝜖 𝐺 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻     

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

𝑌            : ارٕ  = 𝐴𝑚  ٝ  ∃ 𝑚, 𝑛  𝜖 ℕ2  ;   𝑋 = 𝐵𝑛   

 ٚ٘ٓ ٝ   :𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻  

 ∀ 𝑋, 𝑌 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻      ;     𝑋 × 𝑌−1 𝜖 𝐺 ∪ 𝐻 

 ( ن 9,5 ):   التمرين الرابع 

 1 أ ∎

= 𝑔𝑛 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥  

  .ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝑔𝑛ارٕ 

  .ℝلأٜٗب ٓغٔٞع داُز٤ٖ اػز٤بد٣ز٤ٖ هبثِز٤ٖ ُلإشزوبم ػ٠ِ 

𝑔𝑛:   ٝ ُذ٣٘ب 
′  𝑥 = 1 − 𝑛𝑒−𝑛𝑥 = 𝑒−𝑛𝑥  𝑒𝑛𝑥 − 𝑛   

,  𝑥𝜖ℝ∀ :          ثٔب إٔ   ∀𝑛𝜖ℕ    ;    𝑒−𝑛𝑥 > 0   

𝑔𝑛كبٕ اشبسح  
′  𝑥 ثبشبسح  كوؾ   ٓزؼِوخ  𝑒𝑛𝑥 − 𝑛    

𝑥ارا ًبٕ   =
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:    كبٕ 

′  𝑥 = 0   

𝑥ارا ًبٕ   >
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:    كبٕ 

′  𝑥 >   رضا٣ذ٣خ𝑔𝑛  ٣ؼ٢٘ 0

𝑥ارا ًبٕ   <
ln 𝑛

𝑛
𝑔𝑛:    كبٕ 

′  𝑥 <   ر٘بهظ٤خ𝑔𝑛  ٣ؼ٢٘ 0

 ب 1 ∎

  .ℝ ٓزظِخ ػ٠ِ         ُذ٣٘ب اُذاُخ 

 ; ∞− ٝ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ  
ln 𝑛

𝑛
 .   

 ٝ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ 
ln 𝑛

𝑛
 ;  +∞   

ٝ ر٘ؼذّ ك٢  
ln 𝑛

𝑛
   

𝑢𝑛 روجَ ه٤ٔخ د٣ٞٗخ ػ٘ذ  𝑔𝑛ارٕ  =
ln 𝑛

𝑛
  ٝ ٛزٙ اُو٤ٔخ ٢ٛ  

𝑔𝑛 𝑢𝑛 =
1+ln 𝑛

𝑛
   

,𝑚 ∀:     ٝ ثبُزب٢ُ  𝑛  𝜖 ℕ2   ;     𝐴𝑚 × 𝐵𝑛  𝜖 𝐺 ∪ 𝐻    ⋕  

,𝐺 :   لإٔ 𝐸  عضء ؿ٤ش كبسؽ ٖٓ              ٖٓ اُٞاػؼ إٔ   𝐻 ⊂ 𝐸2          𝐺 ∪ 𝐻  

 ٚ٘ٓ ٝ  :            𝑋 × 𝑌−1 = 𝐵𝑛 ×  𝐴𝑚  −1  

 = 𝐵𝑛 × 𝐵𝑚  

 = 𝐵𝑚+𝑛  𝜖 𝐻 ⊂ 𝐺 ∪ 𝐻 

𝑔𝑛  
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 أ 2 ∎

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→−∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥   

= lim
𝑥→−∞

𝑥  1 +
𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  −∞  1 +
𝑛

0−
  

=  −∞  −∞  

=  +∞  

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 + 𝑒−𝑛𝑥   

= lim
𝑥→+∞

𝑥  1 +
𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  +∞  1 +
𝑛

 +∞ 
  

=  +∞  1  

=  +∞  

 ب 2 ∎

lim :ُذ٣٘ب 
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 = +∞ 
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lim
𝑥→+∞

 𝑔𝑛 𝑥 − 1𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝑒−𝑛𝑥 =  :ٝ ُذ٣٘ب  0

𝑦ارٕ أُ٘ظق الأٍٝ ُِٔؼِْ   = 𝑥  ٓوبسة ٓبئَ ُـِ              ثغٞاس   +∞ .   

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 =  :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ  ∞+

lim
𝑥→−∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→−∞
 1 +

𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
 =  −∞  ٝ 

;   𝑥𝜖ℝ∀ :  ثٔب إٔ    𝑒−𝑥 > − 𝑔1 𝑥    كبٕ اشبسح اُلشم0 𝑔2 𝑥     

1 ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح   − 𝑒−𝑥  ٗلظَ ٛ٘ب ث٤ٖ صلاس ؽبلاد ٝ  : 

𝒙إرا كان   : انحانح الأونى = 𝟎   

1 :  كبٕ  − 𝑒−𝑥 = 0 ٚ٘ٓ ٝ  𝑔1 𝑥 = 𝑔2 𝑥 :  

   . 0,1 ٝ         ٣زوبؽؼبٕ ك٢ اُ٘وطخ  :         ارٕ 

𝒙إرا كان   : انحانح انثاوٍح > 0   

1 :  كبٕ  − 𝑒−𝑥 > 0 ٚ٘ٓ ٝ  𝑔1 𝑥 > 𝑔2 𝑥 :  

 ٣ٞعذ كٞم          :          ارٕ 

𝒙إرا كان   : انحانح انثانثح < 0   

1 :  كبٕ  − 𝑒−𝑥 < 0 ٚ٘ٓ ٝ  𝑔1 𝑥 < 𝑔2 𝑥 :  

 ٣ٞعذ أعلَ          :          ارٕ 

 :خلاصح 

 3 ب ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

 4 أ ∎

2 C                   1 C 

0 𝑥 +∞ 

+ 𝑔1 𝑥 − 𝑔2 𝑥  0 − 

اُٞػغ اُ٘غج٢ 

          C 2 C 1          ُـ           ٝ      

−∞ 

         1 C 

2 C                   1 C 

2 C                   1 C 2 C          
 كٞم كٞم ٣زوبؽؼبٕ ك٢

         𝑛 C 

 𝑛 C          .   ٣وجَ كشػب شِغ٤ٔب ك٢ ارغبٙ ٓؾٞس الأسار٤ت      :     ارٕ 

         1 C 2 C          

         1 C 2 C          

         1 C 2 C          

 

 0,1  

lim
𝑥→+∞

𝑔𝑛 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞
 1 +

𝑛

𝑛𝑥𝑒𝑛𝑥
  

=  1 +
𝑛

+∞
  

= 1 

 :ٝ ُذ٣٘ب 

         ٝ         ُذساعخ اُٞػغ اُ٘غج٢ ُِٔ٘ؾ٤٤ٖ٘     

− 𝑔1 𝑥:     شبسح اُلشم اٗذسط  𝑔2 𝑥    

 :ُذ٣٘ب 

         1 C 2 C          

𝑔1 𝑥 − 𝑔2 𝑥 =  𝑥 + 𝑒−𝑥 −  𝑥 + 𝑒−2𝑥  

= 𝑒−𝑥 − 𝑒−2𝑥  

= 𝑒−𝑥 1 − 𝑒−𝑥  

𝐼 𝑥 =  𝑡 
𝑢

𝑒−2𝑡 
𝑣′

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺      𝐼 𝑥 =  
−𝑡𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

+
1

2
 𝑒−2𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 

⟺      𝐼 𝑥 =  
−𝑡𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

+
1

2
 
−𝑒−2𝑡

2
 

0

𝑥

 

⟺      𝐼 𝑥 =
−𝑥𝑒−2𝑥

2
+

1

2
 
−𝑒−2𝑥

2
+

1

2
  

 3 أ ∎
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⟺      𝐼 𝑥 =
−𝑒−2𝑥

4
 2𝑥 + 1 − 𝑒2𝑥  

;𝑥 𝜖  0 ∀:      ُذ٣٘ب  ln 2    ;    𝑕2 𝑥 = 𝑥 + 𝑒−2𝑥  

     ٝ∀ 𝑥 𝜖  0; ln 2    ;    𝑕2 𝑥 > 0  

 𝑕2ارٕ ؽغْ ٓغغْ اُذٝسإ اُز١ ٣ُٞذٙ دٝسإ اُزٔض٤َ أُج٤ب٢ٗ ُـ 

 : ؽٍٞ ٓؾٞس الأكبط٤َ ٛٞ 

 .  ٓززب٤ُزبٕ ٓزوبسثزبٕ ٝ رئٝلإ ٓؼب ا٠ُ اُظلش𝑢𝑛 𝑛𝜖ℕ  ٝ   𝑣𝑛 𝑛𝜖ℕ ارٕ  

 𝐈𝐈  ∎ 1 

= 𝑓𝑛 𝑥:    ُذ٣٘ب  𝑥 + 𝑒𝑛𝑥  

 ارٕ 

 : ًٔب ٢ِ٣       ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  :𝑓𝑛ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝐈𝐈  ∎ 2 

 𝑓𝑛 داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ ℝ  

  .ℝ ٗؾٞ ℝ روبثَ ٖٓ 𝑓𝑛ارٕ 

  𝑓𝑛 ثبُزوبثَ 𝛼𝑛 ػذد ؽو٤و٢ كبٗٚ ٣وجَ عبثوب ٝاؽذا 0: ٝ ثٔب إٔ 

𝛼𝑛 !∃:      ثزؼج٤ش آخش   𝜖 ℝ   ;    𝑓𝑛 𝛼𝑛 = 0  

 𝐈𝐈  ∎ 3 أ 

  ℝ ٗؾٞ ℝ روبثَ ٖٓ       ثٔب إٔ 

  .𝑓𝑛(𝐼) ٗؾٞ طٞسرٚ 𝐼 ٖٓ ℝ روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ       كبٕ 

− ٗؤخذ أُغبٍ     ln 2 ; 
−1

2
𝑛   ٝ ٗوٍٞ ٖٓ أعَ   = 1:  

 𝑓1  ٖٓ َروبث  − ln 2 ; 
−1

2
   ٗؾٞ طٞسرٚ   

1

2
− ln 2 ; 

−1

2
+ 𝑒

−1

2     

 : ٝ ثبعزؼٔبٍ اُو٤ْ أُوشثخ ٗؾظَ ػ٠ِ 

 𝑓1  ٖٓ َروبث  − ln 2 ; 
−1

2
; 0,2−   ٗؾٞ    0,1    

; 𝜖  −0,2 0ٝ ثٔب إٔ    −  ٖٓ   𝛼1   كبٗٚ ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,1 ln 2 ; 
−1

2
     

–  𝛼1 𝜖 !∃:        ٣ؼ٢٘  ln 2 ;  
−1

2
    ;    𝑓1 𝛼1 = 0  

 𝐈𝐈  ∎ 3 ب 

= 𝑓1 𝛼1ُذ٣٘ب    𝛼1 :     ارٕ 0 + 𝑒𝛼1 = 0 ٚ٘ٓ ٝ    :−𝛼1 = 𝑒𝛼1   

𝒙 إرا كان     : انحانح الأونى − 𝜶𝟏 > 0    

𝑥:   كبٕ  > 𝛼1    ٚ٘ٓ ٝ   𝑒𝑥 > 𝑒𝛼1   

𝑒𝑥:   ٣ؼ٢٘  > −𝛼1 ٕار     : 𝑒𝑥 + 𝛼1 > 0    

𝒙 إرا كان      : انحانح انثاوٍح − 𝜶𝟏 < 0   

𝑥:   كبٕ  < 𝛼1   ٚ٘ٓ ٝ   𝑒𝑥 < 𝑒𝛼1   

𝑒𝑥:   ٣ؼ٢٘  < −𝛼1 ٕار     : 𝑒𝑥 + 𝛼1 < 0    

𝑥 ٗغز٘زظ ٖٓ ٛبر٤ٖ اُؾبُز٤ٖ إٔ ا٤ٌُٔز٤ٖ   − 𝛼1   ٝ   𝑒𝑥 + 𝛼1   

 .ُٜٔب ٗلظ الإشبسح 

 𝐈𝐈  ∎ 4 أ 

 ; ∞−  𝑥 𝜖 ∀:        أ١ 
−1

2
    ;    𝜑′(𝑥) ≤ 0  

 ; ∞−  داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ    𝜑: ٝ ثبُزب٢ُ 
−1

2
     

;0 :   ٓزظِخ ػ٠ِ أُغبٍ 𝑕2ارٕ  ln 2    

𝑉 = 𝜋   𝑕2 𝑥  
2

ln 2

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑉 = 𝜋   𝑥 + 𝑒−2𝑥 2
ln 2

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑉 = 𝜋   𝑥2 + 𝑒−4𝑥 + 2𝑥𝑒−2𝑥 
ln 2

0

𝑑𝑥 

⟺      𝑉 = 𝜋   
𝑥3

3
 

0

ln 2

+  
−𝑒−4𝑥

4
 

0

ln 2

+ 2𝐼 ln 2   

 ب 1 :ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ            

𝑢𝑛 =
ln 𝑛

𝑛
𝑣𝑛    و     = 𝑔𝑛 𝑢𝑛 =  

1 + ln 𝑛

𝑛
  

lim ٝ :ٝ ُذ٣٘ب 
𝑛∞

 
ln 𝑛

𝑛
 = 0 lim

𝑛∞
 

1 + ln 𝑛

𝑛
 = 0 

𝑥 +∞ 

−∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′(𝑥) 

+∞ 

−∞ 

= 𝜑 𝑥 : ُذ٣٘ب  𝑒𝑥 −
1

 𝑒
𝑥 

= 𝜑′ 𝑥 :ارٕ  𝑒𝑥 −
1

 𝑒
 

𝑥 :ٖٓ أعَ  ≤
−1

2
 

𝑒𝑥 :ُذ٣٘ب  ≤ 𝑒
−1
2 =

1

 𝑒
 

 ٚ٘ٓ ٝ : 𝑒𝑥 −
1

 𝑒
≤ 0 

⟺      𝑉 = 𝜋  
 ln 2 3

3
−

ln 2

4
+

39

64
  

 ب 4 ∎

∎ 5 

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 1 + 𝑛𝑒𝑛𝑥 > 0 

𝑓𝑛  

𝑓𝑛  

𝑓𝑛  
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  .ℝ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ 𝐸𝑥𝑝ٗؼِْ إٔ اُذاُخ 
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 𝐈𝐈  ∎ 4 ب 

  .ℝارٕ ٗغزط٤غ رطج٤ن ٓجشٛ٘خ اُزضا٣ذاد أُ٘ز٤ٜخ ػ٠ِ أ١ ٓغبٍ ٖٓ 

 ; ∞−  𝑥 𝜖:  ثؾ٤ش 𝛼1 ٝ 𝑥ٗخزبس أُغبٍ اُز١ ؽشكبٙ 
−1

2
   

 :  ثؾ٤ش 𝛼1 ٝ 𝑥 ٓؾظٞس ث٤ٖ 𝑐ارٕ ٣ٞعذ 

𝑒𝑥 ٝ ثٔب إٔ     + 𝛼1    ٝ    𝑥 − 𝛼1  ُٕٜٔب ٗلظ الإشبسح كب   : 

 ; ∞−  𝑐 𝜖:  ٖٓ عٜخ أخشٟ ُذ٣٘ب 
−1

2
𝑐:      ارٕ   <

−1

2
   

 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑒𝑐 <
1

 𝑒
   

𝑥 ٗؼشة ؽشك٢ ٛزٙ أُزلبٝرخ ك٢ اُؼذد أُٞعت   − 𝛼1  ٗؾظَ ػ٠ِ  : 

 :  ٗغز٘زظ إٔ  ∗∗  ٝ  ∗ ٖٓ اُ٘ز٤غز٤ٖ 

 𝐈𝐈  ∎ 5 أ 
 : ك٢ اُجذا٣خ ٣غت إٔ ٗجشٖٛ ػ٠ِ إٔ 

𝑛:  ٖٓ أعَ  = :       ُذ٣٘ب 0
−1

 𝑒
≤ 𝛽0 =

−1

2
≤

−1

2
  

∶   𝑛𝜖ℕ∀ :      ٗلزشع إٔ      
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
  

𝑒:      ارٕ 
−1

 𝑒 ≤ 𝑒𝛽𝑛 ≤ 𝑒
−1

2  

 ٚ٘ٓ ٝ     :
−1

 𝑒
≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤ −𝑒

−1

 𝑒   

𝑒−:      ثبلاعزؼبٗخ ثب٥ُخ اُؾبعجخ ٗغذ 
−1

 𝑒 ≈ −0,54 <
−1

2
   

:     ارٕ 
−1

 𝑒
≤ −𝑒𝛽𝑛 ≤

−1

2
   

∶   𝑛𝜖ℕ∀ :      أ١      
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛+1 ≤

−1

2
   

∶   𝑛𝜖ℕ∀ :     ٝ ثبُزب٢ُ ؽغت ٓجذأ اُزشعغ      
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
  

𝛽𝑛:      ٓب ٣ٜٔ٘ب ك٢ ٛزا اُزؤؽ٤ش ٛٞ اُشن  ≤
−1

2
   

 ٝ رُي ٖٓ أعَ رطج٤ن ٗز٤غخ اُغئاٍ   

 :ُذ٣٘ب ؽغت ٗز٤غخ اُغئاٍ       

𝑥:   ارٕ ٖٓ أعَ  = 𝛽𝑛    أُ٘ز٢ٔ ا٠ُ   −∞ ; 
−1

2
 : ٗغذ  ⋆     ؽغت  

   : 777 ُذ٣٘ب ثبعزؼٔبٍ اُ٘ز٤غخ  

𝛼1ثٔب إٔ   <  :     كبٕ 0
1

2
+ 𝛼1 <

1

2
   

𝑒𝑥 − 𝑒𝛼1

𝑥 − 𝛼1
= 𝑒𝑐       ⟺        

𝑒𝑥 + 𝛼1

𝑥 − 𝛼1
= 𝑒𝑐  

 ⟹        
 𝑒𝑥 + 𝛼1 

 𝑥 − 𝛼1 
= 𝑒𝑐  

 ⟺         𝑒𝑥 + 𝛼1 = 𝑒𝑐  𝑥 − 𝛼1  

  ∗∗        𝑒𝑐  𝑥 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

∀ 𝑥 𝜖  −∞ ; 
−1

2
    ;      𝑒𝑥 + 𝛼1 ≤

1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

 ∀𝑛𝜖ℕ  ∶   
−1

 𝑒
≤ 𝛽𝑛 ≤

−1

2
 

 ب

 ب

∀ 𝑥 𝜖  −∞ ; 
−1

2
    ;      𝑒𝑥 + 𝛼1 ≤

1

 𝑒
 𝑥 − 𝛼1  

 𝑒𝛽𝑛 + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

⟺       −𝑒𝛽𝑛 − 𝛼1 =  𝑒𝛽𝑛 + 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

⟺       𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛 − 𝛼1  

𝑎∃  :  ٝ ثبُزب٢ُ  =
1

 𝑒
 𝜖 ℝ    𝛽𝑛+1 − 𝛼1 ≤ 𝑎 𝛽𝑛 − 𝛼1  

;   𝑛𝜖ℕ∀  : ارٕ     𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 
−1

2
− 𝛼1  

⟺       ∀𝑛𝜖ℕ   ;   𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 
1

2
+ 𝛼1  

ٓززب٤ُخ ٛ٘ذع٤خ أعبعٜب اُؼذد أُٞعت :                   ٗلاؽع إٔ 

   :  1ٝ الأطـش ٖٓ 

 
1

 𝑒
 
𝑛+1

 

1

 𝑒
 

lim : ارٕ 
𝑛∞

 
1

 𝑒
 
𝑛+1

= 0 

lim :  ٗغز٘زظ إٔ  1111 ٝ ٓ٘ٚ ؽغت اُزؤؽ٤ش   
𝑛∞

 𝛽𝑛 − 𝛼1 = 0 

 ∗  

 ⋆  

 777  

 ٚ٘ٓ ٝ    : ∀𝑛𝜖ℕ    ;      𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤  
1

 𝑒
 
𝑛+1

   1111  

lim :أ١ 
𝑛∞

𝛽𝑛 = 𝛼1 

⟺       𝛽𝑛 − 𝛼1 ≤
1

 𝑒
 𝛽𝑛−1 − 𝛼1  

≤  
1

 𝑒
 

2

 𝛽𝑛−2 − 𝛼1  

≤  
1

 𝑒
 

3

 𝛽𝑛−3 − 𝛼1  

⋮ ⋮ 

≤  
1

 𝑒
 
𝑛

 𝛽0 − 𝛼1  
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