
 

  

,𝑥 ُذ٣٘ب   𝑦  ؽَ ُِٔؼبدُخ   𝐸 .  

 ( ن 3,0 ):   التمرين الأول 
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 أ 1

∎ 1 
𝑥:         ُذ٣٘ب  ∧ 𝑦 = 𝛿   

𝑏  :        ∗ ٝ ُذ٣٘ب ؽغت اُ٘ز٤غخ   ∕ 𝑎2 𝛿2𝑎2 + 7   

𝑎2ٝ ثٔب إٔ    ∧ 𝑏 =    1    ٝرُي ؽغت اُ٘ز٤غخ 1

𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠      :  𝑏 كبٗٚ ؽغت   ∕  𝛿2𝑎2 + 7    

 ٚ٘ٓ ٝ       : ∃𝑘𝜖℞  ∶    𝛿2𝑎2 + 7 = 𝑘𝑏  

∎ 1 
𝑘𝑎2:      ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  = 2𝑎 + 𝑏  

𝑎:  ٝ ثٔب إٔ  ∧ 𝑏 = 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠    :  𝑎    كبٗٚ ؽغت  1 ∕ 1   

  ٗلغ1ٚ ٛٞ 1ٝ ٗؼِْ إٔ اُؼذد اُظؾ٤ؼ اُطج٤ؼ٢ اُٞؽ٤ذ اُز١ ٣وغْ 

 ج

𝛿2:       ٗغذ  ∗  ك٢ أُؼبدُخ  1 ثبُؼذد 𝑎ٗؼٞع  + 7 = 𝑏 2 + 𝑏    

 د 1 ∎

 ب

∎ 2 

𝑏 :       ٗ٘طِن ٖٓ اٌُزبثخ  + 1 2 = 𝛿2 + 8  

 : وفصم هىا تٍه أستغ حالاخ 

 :انحانح الأونى 

 :انحانح انثاوٍح 

 :انحانح انثانثح 

 :انحانح انشاتؼح 

⟺    𝑥2 𝑥2 + 7 = 𝑦 2𝑥 + 𝑦  

⟺     𝛿𝑎 2  𝛿𝑎 2 + 7 =  𝛿𝑏  2𝛿𝑎 + 𝛿𝑏  

⟺    𝑎2 𝛿2𝑎2 + 7 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏   ∗  

⟺     𝛿𝑎 ∧ 𝛿𝑏 = 𝛿 

⟺     𝑎 ∧ 𝑏 = 1 

⟺    𝑎2 ∧ 𝑏 = 1  1  

𝑘𝑏𝑎2 = 𝑏 2𝑎 + 𝑏  

⟺     𝑘𝑎2 =  2𝑎 + 𝑏  

⟺     𝑎 𝑘𝑎 − 2 = 𝑏 

⟹     𝑎 ∕ 𝑏 

⟹     𝑎 ∕ 1𝑏 

𝑎:     ٝ ثبُزب٢ُ  = 1    

⟺     𝑏 + 1 2 − 𝛿2 = 8 

⟺     𝑏 + 1 − 𝛿  𝑏 + 1 + 𝛿 = 8 

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −8
𝑏 + 1 + 𝛿 = −1

  

⟺    
𝑏 =

−11

2

𝛿 =
7

2
  

  

⟺    
𝑥 =

7

2
∉ ℕ

𝑦 =
−77

4
∉ ℕ

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 8
𝑏 + 1 + 𝛿 = 1

  

⟺    
𝑏 =

7

2

𝛿 =
−7

2

  

⟺    
𝑥 =

−7

2
∉ ℕ   

𝑦 =
−49

4
∉ ℕ

     

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 4
𝑏 + 1 + 𝛿 = 2

  

⟺    
𝑏 = 2   
𝛿 = −1

  

⟺    
𝑥 = −1 ∉  ℕ
𝑦 = −2 ∉  ℕ

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −4
𝑏 + 1 + 𝛿 = −2

  

⟺    
𝑏 = −4
𝛿 = 1   

  

⟺    
𝑥 = 1 𝜖 ℕ       
𝑦 = −4 ∉ ℕ    

  

 أٝ

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −2
𝑏 + 1 + 𝛿 = −4

  

⟺    
𝑥 = −1 ∉ ℕ
𝑦 = 4 𝜖 ℕ    

  

⟺    
𝑏 = −4
𝛿 = −1

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 2
𝑏 + 1 + 𝛿 = 4

  

⟺    
𝑏 = 2
𝛿 = 1

  

⟺    
𝑥 = 1 𝜖 ℕ
𝑦 = 2 𝜖 ℕ

  

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = 1
𝑏 + 1 + 𝛿 = 8

  

⟺    
𝑏 =

7

2

𝛿 =
7

2

  

⟺    
𝑥 =

7

2
∉ ℕ   

𝑦 =
49

4
∉ ℕ

     

 
𝑏 + 1 − 𝛿 = −1
𝑏 + 1 + 𝛿 = −8

  

⟺    
𝑏 =

−11

2

𝛿 =
−7

2
  

  

⟺    
𝑥 =

−7

2
∉ ℕ

𝑦 =
77

4
∉ ℕ

  

 أٝ

 أٝ

 أٝ

𝛿2𝑎2  : ٗغذ 𝑘𝑏  ثبُزؼج٤ش                     ٗؼٞع اُزؼج٤ش   ∗ ك٢ أُؼبدُخ   + 7  

⟺    𝛿2 + 7 = 𝑏2 + 2𝑏 

⟺    𝛿2 + 7 + 1 = 𝑏2 + 2𝑏 + 1 

⟺    𝛿2 + 8 =  𝑏 + 1 2 
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∎ 
 ( ن 3,5 ):   التمرين الثاني 

 أ 1

16 :       ٝ ٣ج٤ٖ اُغذٍٝ اُزب٢ُ اشبسح  − 𝑥2 =  4 − 𝑥  4 + 𝑥   

16 ٣ٌٕٞ ارٕ اُزؼج٤ش   − 𝑥2    ٕكب ارا ًب ؼَشَّ ُٓ   𝑥 𝜖  −4; 4   

𝑦:    ٝ ُذ٣٘ب  =
3

4
 16 − 𝑥2 ≥ 0  

,𝐴 4,0   ٝ  𝐴′ −4,0   ٝ  𝐵 0,3   ٝ  𝐵′ 0ٝ سإٝعٚ   −3    

   𝒪 ٛٞ اُ٘ظق اُؼ١ِٞ ُلإ٤ِِٛظ اُز١ ٓشًضٙ   𝐸 : ارٕ 

;𝐹  7:   ٝ ثئسربٙ  0    ٝ   𝐹′ − 7; 0     

 ب 1 ∎

𝑥:       ٗؼغ  = 4 cos 𝑡 ٕار                 :𝑑𝑥 = −4 sin 𝑡  𝑑𝑡    

𝑥ارا ًبٕ    = 𝑥1 ٕكب        :𝑡 = 𝑡1 ٕلأ         :𝑥1 = 4 cos 𝑡1  

𝑥ارا ًبٕ    = 𝑡:        كبٕ 4 = 0 :        لإٔ 0 ≤ 𝑡 ≤
𝜋

2
    

 : ارٕ 

𝑡ٝ رُي ثبخطبؽ اُذاُخ أُضِض٤خ    → sin2 𝑡   

 2 ب ∎

  .𝑥1 ٝ أكظُٜٞب  𝐸  ٗوطخ ٖٓ 𝑀1ُذ٣٘ب 

 : ٣ؾون ٓب ٢ِ٣ 𝑦1أسرٞثٜب : ارٕ 

⟹    𝑦2 =
9

16
 16 − 𝑥2  

⟹    𝑦2 +
9

16
𝑥2 = 9 

⟹    
𝑥2

42
+

𝑦2

32
= 1    ;     𝑥 𝜖  −4; 4   ;   𝑦 ≥ 0 

⟹    
𝑥2

42
+

𝑦2

32
= 1 

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐀 

𝐁 

𝐁′ 

𝐀′ 𝐅 𝐅′ 

 𝐄  

= 𝐼 𝑥1 :      ُذ٣٘ب 
3

4
  16 − 𝑥2

4

𝑥1

𝑑𝑥 

𝐼 𝑥1 =
3

4
  4 sin 𝑡  −4 sin 𝑡 

0

𝑡1

𝑑𝑡 = −12  sin2 𝑡
0

𝑡1

𝑑𝑡 

sin2 :ٗؼِْ إٔ  𝑡 =  
1 − cos 2𝑡

2
  

= 𝐼 𝑥1 : ارٕ  −12   
1 − cos 2𝑡

2
 

0

𝑡1

𝑑𝑡 

⟺     𝐼 𝑥1 = −12   
𝑡

2
 
𝑡1

0

−
1

2
 
sin 2𝑡

2
 
𝑡1

0

  

⟺     𝐼 𝑥1 = −12  
−𝑡1

2
−

1

2
 
− sin 2𝑡1

2
   

⟺     𝐼 𝑥1 = 6𝑡1 − 3 sin 2𝑡1 

𝑦1 =
3

4
 16 − 𝑥1

2 

⟺    𝑦1 =
3

4
 16 −  4 cos 𝑡1 

2 

⟺    𝑦1 =
3

4
 16 1 − cos2 𝑡1  

⟺    𝑦1 =
3

4
 16 sin2 𝑡1 

⟺    𝑦1 =
3

4
∙ 4 sin 𝑡1 

⟺    𝑦1 = 3 sin 𝑡1 

+∞ 

 4 − 𝑥  + 

−4 −∞ 

 4 + 𝑥  

 16 − 𝑥2  

4 

+ − 

− 

− − 

+ 

+ 

+ 

0 

0 

0 

0 

  ℕ∗ 2  روجَ ؽلا ٝؽ٤ذا ك٢       ٗغز٘زظ ٖٓ ٛزٙ اُذساعخ إٔ أُؼبدُخ 

,𝑥 :    ٝ ٛٞ اُضٝط  𝑦 =  1,2   

 𝐸  

16 ٣ٌٕٞ اُزؼج٤ش   − 𝑥2    ٕكب ارا ًب 16   ٓؼَشَّ − 𝑥2 ≥ 0 

 أ 2 ∎
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= 𝒮 𝑥1:       ُذ٣٘ب  6𝑡1  

 ( ن 4,5 ):   التمرين الثالث 
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 : ٗغزؼ٤ٖ ثبُشٌَ اُزب٢ُ 

 ج 2 ∎

𝓞 𝓲 

𝓳 

𝐀 

𝐁 

𝐁′ 

𝐀′ 𝐅′ 

 𝐄  

 د 2 ∎

𝒮:      ارٕ  = 𝒮 0 =
6𝜋

2
= 3𝜋  

 و 2 ∎

 هـ 2 ∎

𝑀1:            ُذ٣٘ب   
4 cos 𝑡1

3 sin 𝑡1
   

𝑂𝑀1:        ٣ؼ٢٘ 
         = 4 cos 𝑡1 𝑖 + 3 sin 𝑡1 𝑗   

𝑡1:   ٖٓ أعَ  =
𝜋

4
𝑂𝑀1:          ٗؾظَ ػ٠ِ 

         = 2 2𝑖 +
3

2
 2𝑗   

= 𝑖:     ٝٗؼِْ إٔ 
1

4
𝑂𝐴           ٝ    𝑗 =

1

3
𝑂𝐵      .     

𝑂𝑀1:         ارٕ 
         =

 2

2
𝑂𝐴      +

 2

2
𝑂𝐵         

كخَ ثبُضٝط 𝑀1ٝ ٓ٘ٚ اُ٘وطخ  ؼَشَّ ُٓ     : 
 2

2
;
 2

2
,𝒪    ك٢ أُؼِْ     𝒪𝐴      , 𝒪𝐵          

,𝑀 𝑎ُزٌٖ    𝑏    ٝ   𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤   𝐸  

 :ُذ٣٘ب 

 :  ٝ ُذ٣٘ب ًزُي 

  عضء ٓغزوش ٖٓ      𝐸ُذ٣٘ب 

  .𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢ +ارٕ 

  .𝐸 رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢ +كبٕ 

  .𝐸 ك٢ +  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 0,0:   كبٕ 

∎ 2  𝑰  

∎ 1  𝑰  

𝒕𝟏 
𝐼 𝑥1  

𝑴𝟏 

𝒙𝟏 

𝒚𝟏 

= 𝒮 𝑥1 :ُذ٣٘ب ؽغت ٛزا اُشٌَ  𝒮 𝒪𝑥1𝑀1 + 𝐼 𝑥1  

=
𝑥1 × 𝑦1

2
+ 𝐼 𝑥1  

=
4 cos 𝑡1 × 3 sin 𝑡1 

2
+ 𝐼 𝑥1  

= 6 cos 𝑡1 sin 𝑡1 + 𝐼 𝑥1  

= 3 sin 2𝑡1 + 𝐼 𝑥1  

= 3 sin 2𝑡1 + 6𝑡1 − 3 sin 2𝑡1  

= 6𝑡1 

𝒮 𝑥1 =
1

2
𝒮 

⟺      6𝑡1 =
3𝜋

2
 

⟺     𝑡1 =
𝜋

4
 

𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
 +  

𝑐 + 𝑑 𝑑
𝑑 𝑐

  

=  
 𝑎 + 𝑏 +  𝑐 + 𝑑 − 𝑏 + 𝑑 

 𝑏 + 𝑑  𝑎 + 𝑐 
  

= 𝑀  𝑎 + 𝑐 ,  𝑏 + 𝑑   𝜖 𝐸 

, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸: ارٕ  +) M2  

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
  

𝑐 + 𝑑 −𝑑
𝑑 𝑐

  

=  
 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 +  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 − 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑 

 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 
  

= 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;  𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑   𝜖 𝐸 

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ 𝐸: ارٕ 

    (        ℝ , +) M2  

  ℝ  M2       رجبد٢ُ ٝ رغ٤ٔؼ٢ ك٢       +: ٝ ثٔب إٔ 

  ℝ  M2       ك٢  +   ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 0,0ٝ ثٔب إٔ   
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 :ٝ ُذ٣٘ب 

,𝑀 𝑎ارٕ ًَ ٓظلٞكخ   𝑏  ٖٓ  𝐸  روجَ ٓٔبصِخ 𝑀 −𝑎, −𝑏   ثبُ٘غجخ ُـ  +  

,𝑀 𝑎:         ٝ ُذ٣٘ب  𝑐 × 𝑀 1,0 = 𝑀 𝑎, 𝑐   

 ٝ         :𝑀 1,0 × 𝑀 𝑎, 𝑐 = 𝑀 𝑎, 𝑐   

 : ٝ ُذ٣٘ب 

 : ٗغز٘زظ إٔ  4  ٝ  3  ٝ  2  ٝ  1 ٖٓ اُ٘زبئظ 

 ٌٖ٤ُ𝑥 ٝ 𝑦 ػذد٣ٖ ؽو٤و٤٤ٖ ثؾ٤ش       :𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0   

𝑥ارا ًبٕ    : ػكسٍا = 𝑦 = 𝑥2:         كبٕ 0 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 0  

 :ٝ ثبُزب٢ُ 

,𝑀 𝑎:            ُذ٣٘ب  𝑏 =  
𝑎 + 𝑏 −𝑏

𝑏 𝑎
   

,𝑀 𝑎رٌٕٞ أُظلٞكخ  : ارٕ  𝑏   ٕهبثِخ ُِوِت ارا ًب  𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 ≠ 0  

𝑎:  ٣ؼ٢٘  ≠ 𝑏  أٝ  0 ≠ 0    

𝐸ع٤ٔغ ػ٘بطش أُغٔٞػخ   : ٝ ثبُزب٢ُ  ∖  𝑀 0,0   هبثِخ ُِوِت   . 

𝐸 ٗؼزجش أُغٔٞػخ       ∖  𝑀 0,0   ; ×   

𝐸 هبٕٗٞ رش٤ًت داخ٢ِ ك٢     ×: ُذ٣٘ب  ∖  𝑀 0,0     

𝐸 ك٢  ×  ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 1,0:  ٝ ُذ٣٘ب  ∖  𝑀 0,0    

𝐸ك٢    (ٓوِٞثب)ٝ ًَ ػ٘ظش ٣وجَ ٓٔبصلا ∖  𝑀 0,0     

𝐸 :   ارٕ  ∖  𝑀 0,0   ; × صٓشح   . 

,𝐸 :  ٝ ٗؼِْ إٔ      صٓشح رجبد٤ُخ +

,𝐸 :    ٗغز٘زظ إٔ  7  ٝ  6  ٝ  5 ارٕ ٖٓ اُ٘زبئظ      عغْ رجبد٢ُ  ×,+

∎  𝑰𝑰  1 

  𝑰  ب 3 ∎

 ٌٖ٤ُ𝜎 ػذدا ػوذ٣ب لا ٣٘ز٢ٔ ا٠ُ ℝ  

,  𝜎1𝜖ℝ∃ :       ارٕ   ∃𝜎2𝜖ℝ
∗    ;    𝜎 = 𝜎1 + 𝑖𝜎2  

   ٌٖ٤ُ𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ػذدا ػوذ٣ب   . 

𝑧:   ثٔب إٔ  = 𝑥 + 𝑖𝑦 ٕكب     :          
𝑥 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎1

𝑦 = 𝑚2𝜎2           
   

 ٚ٘ٓ ٝ        : 
𝑚1 =  𝑥 −

𝜎1

𝜎2
𝑦  𝜖 ℝ

𝑚2 =  
𝑦

𝜎2
  𝜖 ℝ           

   

𝑀 𝑎, 𝑏 + 𝑀 −𝑎, −𝑏 = 𝑀 −𝑎, −𝑏 + 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 0,0  

,𝐸 :   ٝ ثبُزب٢ُ    1  .ٓشح رجبد٤ُخ ص    +

, ℝ        )     .                ؽِوخ ٝاؽذ٣خ       :     ثٔب إٔ  +,×) M2  

  𝐸.   2 ك٢ + رغ٤ٔؼ٢ ٝ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ ×: كبٕ 

  𝐸.   3 ك٢ ×   ٛٞ اُؼ٘ظش أُؾب٣ذ ُـِ  𝑀 1,0ارٕ   

𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑀  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑  ;   𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑    

= 𝑀 𝑐, 𝑑 × 𝑀 𝑎, 𝑏   

  𝐸.   4 رجبد٢ُ ك٢ ×: ٝ ٓ٘ٚ 

⟺      
𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 = −𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦   
  

⟺      
𝑥2 + 𝑦2 = −𝑥𝑦 ≥ 0

 𝑥 + 𝑦 2 = 𝑥𝑦 ≥ 0   
  

⟹      𝑥𝑦 = 0 

⟹     𝑥2 + 𝑦2 = 0 

𝑀:   ارٕ   
𝑥
𝑦     اُز٢ ٓشًضٛب        ٗوطخ ٖٓ اُذائشح  𝒪 0  ٝ شؼبػٜب 

. 

C         

𝑥:     ٝ لإ٣وبف ٛزا اُؼجش أُج٤ٖ ٗوٍٞ  = 𝑦 = 0  

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 ℝ2    ;      𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2  ⟺  𝑥 = 𝑦 = 0  

⟹  det 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2 

,𝑀 𝑎 :             ٝ ُذ٣٘ب  𝑏  
−1

=
1

𝑎2+𝑎𝑏+𝑏2  
𝑎 𝑏

−𝑏  𝑎 + 𝑏 
   

=
1

𝑎2+𝑎𝑏+𝑏2  
 𝑎 + 𝑏 +  −𝑏 − −𝑏 

 −𝑏  𝑎 + 𝑏 
  

= 𝑀  
𝑎 + 𝑏

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
 ;  

−𝑏

𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2
  

  M2 (×, ℝ        )      عضء ٓغزوش ٖٓ     𝐸: لإٔ 

 5  

 6  

𝐸 ك٢  + رجبد٢ُ ٝ رٞص٣ؼ٢ ػ٠ِ ×ٝ ٗؼِْ ًزُي إٔ  ∖  𝑀 0,0      7  

𝑧:      ٗؼغ  = 𝑚1 + 𝑚2𝜎  

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2 𝜎1 + 𝑖𝜎2  

⟹      𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎1 + 𝑖𝑚2𝜎2 

  𝐸,  .  ؽِوخ ٝاؽذ٣خ رجبد٤ُخ ×,+

  ℝ  M2       عضء ٖٓ        𝐸: ٝ ثٔب إٔ 

  𝑰  ج 3 ∎

  𝑰  أ 3 ∎
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 𝑓  0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ;   لأٜٗب ػجبسح ػٖ رش٤ٌِخ ٖٓ اُذٝاٍ  ∞+

;0 أُؼشكخ ٝ اُوبثِخ ُلأشزوبم ػ٠ِ   +∞    

 ( ن 9,0 ):   التمرين الرابع 
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, 𝑧𝜖ℂ∀ :         ٣ؼ٢٘   ∃ 𝑚1 , 𝑚2 𝜖ℝ
2    ;    𝑧 = 𝑚1 + 𝑚2𝜎  

;1 ارٕ    𝜎  أعشح ُٓٞذح ُـ   ℂ.  

𝑥ُزٌٖ   + 𝜎𝑦 ِ1  رؤ٤ُلخ خط٤خ ٓ٘ؼذٓخ ُـ ٝ 𝜎  ٣ؼ٢٘      :𝑥 + 𝜎𝑦 = 0  

;1 ارٕ   𝜎 أعشح ؽشح   

;1  ٗغز٘زظ إٔ   9  ٝ  8 ٖٓ  𝜎   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   ℂ, +,∙ .   

⟺     𝑥 + 𝑦 𝜎1 + 𝑖𝜎2 = 0 

⟺     
𝑥 + 𝑦𝜎1 = 0
𝜎2𝑦 = 0        

          ⟺        
𝑥 = 0
𝑦 = 0

  

 8  

 9  

∎  𝑰𝑰  

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸  

,𝜓 𝑀 𝑎:       ُذ٣٘ب  𝑏 + 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎 + 𝑐 ; 𝑏 + 𝑑    

,𝐸  رشبًَ ٖٓ  𝜓ارٕ  ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

  ٌٖ٤ُ 𝑎 + 𝜎𝑏  ٖٓ ػ٘ظشا  ℂ.  

,𝜓 𝑀 𝑥:       ُذ٣٘ب  𝑦  = 𝑎 + 𝜎𝑏  

,1 ثٔب إٔ   𝜎   أعبط ُِلؼبء أُزغ٢ٜ   ℂ, +,∙    

  𝜎 ٝ 1كبٕ ًَ ػذد ػوذ١ ٣ٌزت ث٤ٌل٤خ ٝؽ٤ذح ػ٠ِ شٌَ رؤ٤ُلخ خط٤خ ُِؼ٘ظش٣ٖ 

 :         ارٕ 
𝑥 = 𝑎
𝑦 = 𝑏

   
 :ٝ ثبُزب٢ُ 

 ٚ٘ٓ ٝ :𝜓  ٖٓ َروبث  𝐸, ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

,𝐸  رشبًَ روبث٢ِ ٖٓ  𝜓ٝ ثبُزب٢ُ  ,ℂ   ٗؾٞ   + +    

𝑧2:        أُؼبدُخ ℂُ٘ؾَ ك٢  − 𝑧 + 1 = 0  

=∆:          ُذ٣٘ب   𝑖 3 
2

  

 :ارٕ أُؼبدُخ روجَ ؽ٤ِٖ ػوذ٤٣ٖ ٓزشاكو٤ٖ 

𝜎:        ُذ٣٘ب  =
1

2
+ 𝑖

 3

2
  

ٝ 

2 

∎  𝑰𝑰  3 

∎  𝑰𝑰  4 

 :ارٕ 

,𝑀 𝑎ُزٌٖ   𝑏   ٝ  𝑀 𝑐, 𝑑  ٖٓ ٖٓظلٞكز٤  𝐸  

,𝜓 𝑀 𝑎:   ُذ٣٘ب  𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 ; 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑    

 :ٝ ُذ٣٘ب ٖٓ عٜخ أخشٟ 

 :ٗغز٘زظ ارٕ إٔ 

     ×,ℂ    ٗؾٞ   ×,𝐸   رشبًَ ٖٓ  𝜓:  ٝ ثبُزب٢ُ 

𝑦ارٕ أُغزو٤ْ   =
−1

2
   .∞+  ٓوبسة أكو٢ ثغٞاس  

∎ 1 

 ٌٖ٤ُ𝑥  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; +∞    

 𝑰  

  𝑰  أ 2 ∎

=  𝑎 + 𝑐 + 𝜎 𝑏 + 𝑑  

=  𝑎 + 𝜎𝑏 +  𝑐 + 𝜎𝑑  

= 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  + 𝜓 𝑀 𝑐, 𝑑   

⟺      𝑥 + 𝜎𝑦 = 𝑎 + 𝜎𝑏 

 ∀ 𝑎 + 𝜎𝑏 𝜖ℂ  ; ∃! 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐸  ∶    𝜓 𝑀 𝑥, 𝑦  =  𝑎 + 𝜎𝑏  

𝑧1 =
1

2
− 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 − 𝑖 sin  

𝜋

3
  

= cos  
−𝜋

3
 + 𝑖 sin  

−𝜋

3
  

= 𝑒
 
−𝑖𝜋

3
 
 

𝑧2 =
1

2
+ 𝑖

 3

2
 

= cos  
𝜋

3
 + 𝑖 sin  

𝜋

3
  

= 𝑒
 
𝑖𝜋
3

 
 

𝜎2 :ارٕ  + 1 =  
1

2
+ 𝑖

 3

2
 

2

+ 1 

=
1

4
−

3

4
+ 𝑖

 3

2
+ 1 

=
1

2
+ 𝑖

 3

2
=  𝜎 

𝜎2 + 1 = 𝜎 

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝜎 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜓 𝑀 𝑐, 𝑑  =  𝑎 + 𝜎𝑏 ×  𝑐 + 𝜎𝑑  

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝜎 + 𝑏𝑐𝜎 + 𝜎2𝑏𝑑 

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝜎 + 𝑏𝑐𝜎 +  𝜎 − 1 𝑏𝑑 

= 𝑎𝑐 + 𝑎𝑑𝜎 + 𝑏𝑐𝜎 + 𝑏𝑑𝜎 − 𝑏𝑑 

=  𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 + 𝜎 𝑏𝑐 + 𝑎𝑑 + 𝑏𝑑  

𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏 × 𝑀 𝑐, 𝑑  = 𝜓 𝑀 𝑎, 𝑏  × 𝜓 𝑀 𝑐, 𝑑   

         C ارٕ ٓؾٞس الأسار٤ت ٓوبسة ػٔٞد١ ُـِ        

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 
4

𝑥
 

 
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
−

1

2
=

−1

2
 

𝑓 :ُذ٣٘ب  ′ 𝑥 = 4  
ln 𝑥

𝑥2
 
′

=
4 𝑥 − 2𝑥 ln 𝑥 

𝑥4
 

=
4 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 

,𝐸 𝜓 𝑀 𝑥  ك٢                 راد أُغٍٜٞ                                      ُ٘ؾَ أُؼبدُخ   𝑦  = 𝑎 + 𝜎𝑏 

 :ٝ ُذ٣٘ب 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

 
4

𝑥
 

 
 

ln 𝑥

𝑥
 

   
−

1

2
= −∞ 

+∞ −∞ 

 :ُذ٣٘ب 

0+ 0+ 

𝑀 𝑥, 𝑦  
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 ب 2 ∎

𝑓ارٕ اشبسح   ′(𝑥)   1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح − 2 ln 𝑥   

 : ًٔب ٢ِ٣ 𝑓ٗغز٘زظ ارٕ عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

  :𝑓ُذ٣٘ب ؽغت عذٍٝ رـ٤شاد اُذاُخ 

 𝑓  0  داُخ ٓزظِخ ٝ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ;  𝑒    

;0  ػٖٔ  𝐼 روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓ارٕ   𝑒   ٚٗؾٞ طٞسر  𝑓(𝐼).   

;1   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓: ارٕ   𝑒   ٞٗؾ   𝑓(1); 𝑓  𝑒     

;1  روبثَ ٖٓ  𝑓أ١   𝑒   ٞ0,5−   ٗؾ ; 0,2    

 :ٝ ث٘لظ اُطش٣وخ 

     ∞+ ; 𝑒   داُخ ٓزظِخ ٝ ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ أُغبٍ   𝑓ُذ٣٘ب 

  𝑓(𝐽)  ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ ; 𝑒   ػٖٔ  𝐽 روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓ارٕ 

; 𝑒   روبثَ ٖٓ أُغبٍ  𝑓أ١  ;  𝑓 3   ٗؾٞ أُغبٍ   3   𝑓  𝑒     

; 𝑒   روبثَ ٖٓ  𝑓أ١  ; 0,01−   ٗؾٞ     3   0,2    

; 𝜖  −0,01 0ٝ ثٔب إٔ     ك٢ β   كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,2 

; 𝑒  أُغبٍ     𝑓  ثبُزوبثَ  3 

= 𝑓 𝑥:    ٗغز٘زظ إٔ أُؼبدُخ  2  ٝ  1 ٖٓ    𝛼 ٝ 𝛽   روجَ ؽ٤ِٖ ٓخزِل٤ٖ 0

∎ 4 
 : ٣ٌزت ػ٠ِ شٌَ 1   ك٢ اُ٘وطخ راد الأكظٍٞ   ُِٔ٘ؾ٠٘    𝑇 ٓؼبدُخ أُٔبط 

∶ 𝑇 :         ٝ ثبُزب٢ُ  𝑦 = 4𝑥 −
9

2
  

∎ 5 

𝓞 𝓲 

𝓳 

 𝑰   𝑰  

 𝑰  

∎ 3  𝑰  

∎  𝑰𝑰  1 

    ٌٖ٤ُ𝑡 ≥ 𝑡2− :  ارٕ    0 ≤ 0 ٚ٘ٓٝ     :1 − 𝑡2 ≤ 1   

1 :         أ١  − 𝑡  1 + 𝑡 ≤ 1  

 ٗؼشة ًلا اُطشك٤ٖ ك٢ اُؼذد أُٞعت   
1

1+𝑡
 :   ٗؾظَ ػ٠ِ  

 :  ٗغز٘زظ إٔ  2  ٝ  1 ٖٓ 

 ٌٖ٤ُ𝑎  ٖٓ 0  ػ٘ظشا; +∞    

;𝑥 𝜖  0 ∀ :ُذ٣٘ب  +∞     ;     𝑓 ′(𝑥) =
4 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 

𝑥:     ارا ًبٕ  =  𝑒 ٕكب          :𝑓 ′ 𝑥 = 0     

𝑥:     ارا ًبٕ  >  𝑒 ٕكب          :𝑓 ′ 𝑥 < 0     

𝑥:     ارا ًبٕ  <  𝑒 ٕكب          :𝑓 ′ 𝑥 > 0     

 𝑒 𝑥 

2

𝑒
−

1

2
 

0 +∞ 

−1

2
 −∞ 

𝑓 

+ 𝑓′(𝑥) 0 − 

; 𝜖  −0,5 0:   ٝ ثٔب إٔ   ك٢ أُغبٍ  𝛼   كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,2

 1;  𝑒  َثبُزوبث  𝑓   أ١        :∃!  𝛼 𝜖  1;  𝑒   ;   𝑓 𝛼 = 0   1  

!∃  :       أ١   𝛽 𝜖  𝑒 ; 3     ;   𝑓 𝛽 = 0   2  

C         

 𝑇 ∶ 𝑦 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 + 𝑓(1) 

= 4 𝑥 − 1 +  
−1

2
  

= 4𝑥 −
9

2
 

𝟑 
 𝐞 𝛃 𝛂 

C         

1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
 

⟹      1 − 𝑡 
𝑎

0

𝑑𝑡 ≤   
1

1 + 𝑡
 

𝑎

0

𝑑𝑡 ≤  1 𝑑𝑡
𝑎

0

 

∀ 𝑡 𝜖  0; +∞    ;    1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

∎  𝑰𝑰  2 

 1  

1ٝ ُذ٣٘ب ًزُي    + 𝑡 ≥  :       ارٕ 1
1

1 + 𝑡
≤ 1  2  

;𝑡 𝜖  0 ∀ :ُذ٣٘ب  +∞    ;    1 − 𝑡 ≤
1

1 + 𝑡
≤ 1 

⟹     𝑡 −
𝑡2

2
 

0

𝑎

≤  ln 1 + 𝑡  0
𝑎 ≤  𝑡 0

𝑎  

⟹     𝑎 −
𝑎2

2
 ≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

1:      ثؾ٤ش  < 𝛼 <  𝑒 < 𝛽 < 3    
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;0  داُخ هبثِخ ُلإشزوبم ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب  +∞    
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∎  𝑰𝑰𝑰  1 

;0 لأٜٗب رؼْ رش٤ًجخ ٖٓ اُذٝاٍ الاػز٤بد٣خ اُوبثِخ ُلاشزوبم ػ٠ِ    +∞    

 ٌٖ٤ُ𝑥    ٖٓ 0  ػ٘ظشا; +∞    

𝑥 ∀:     ثٔب إٔ  > 0    ;    
𝑛

𝑥3 ≥ 0   

𝑓𝑛كبٕ اشبسح  
′ 𝑥    1   ٓزؼِوخ كوؾ ثبشبسح − 2 ln 𝑥   

 :ٗغز٘زظ ارٕ اُغذٍٝ اُزب٢ُ 

∎  𝑰𝑰𝑰  2 

  𝑓𝑛دساعخ اُزوؼش ٝ ٗوؾ الاٗؼطبف ٣غزذػ٢ ؽغبة أُشزوخ اُضب٤ٗخ ُـ 

𝑓𝑛ارٕ  
′′  𝑥     ٕ6   ر٘ؼذّ ارا ًب ln 𝑥 − 5 = 0   

ln:    ٣ؼ٢٘  𝑥 =
5

6
𝑥:        أ١  = 𝑒

5

6   

𝑥ارا ًبٕ     > 𝑒
5

6 :       كبٕ 6 ln 𝑥 − 5 > 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓 ′′  𝑥 > 0   

𝑓𝑛ٗلاؽع إٔ  
′′  𝑥   ٍٞر٘ؼذّ ك٢ اُ٘وطخ راد الأكظ  𝑒

5

  ٝ رـ٤ش اشبسرٜب 6

 ثغٞاس رِي اُ٘وطخ

∎  𝑰𝑰𝑰  3 أ 

 :ُذ٣٘ب 

𝑥ارا ًبٕ     =                                   كبٕ    0

∎  𝑰𝑰𝑰  3 

;0   داُخ رضا٣ذ٣خ هطؼب ػ٠ِ  𝑓𝑛ُذ٣٘ب    𝑒    

∎  𝑰𝑰𝑰  4 

;0  ػٖٔ  𝐼  روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓𝑛ارٕ    𝑒   ٚٗؾٞ طٞسر            

 ٚ٘ٓ ٝ𝑓𝑛  ٖٓ َ1  روبث;  𝑒   ٞ0,5−   ٗؾ ; 0,2    

; 𝜖  −0,5 0:   ٝ ثٔب إٔ  ; 𝑢𝑛  ٖٓ  1  كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  0,2  𝑒 . 

𝑢𝑛 !∃:           ٣ؼ٢٘   𝜖  1;  𝑒    ;   𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0  

   ∞+ ; 𝑒    ر٘بهظ٤خ هطؼب ػ٠ِ     𝑓𝑛ُذ٣٘ب   :و تىفس انطشٌقح 

    𝑓𝑛 𝐽  ٗؾٞ طٞسرٚ   ∞+ ; 𝑒   ػٖٔ  𝐽  روبثَ ٖٓ أ١ ٓغبٍ 𝑓𝑛ارٕ  

 ٚ٘ٓ ٝ :𝑓𝑛  ٖٓ َروبث   𝑒 ; 𝑛    ٞٗؾ   𝑓𝑛 𝑛  ; 0,2    

  ;   𝑛𝜖ℕ∀    لإٔ                                 ٝ ثٔب إٔ   
ln 𝑛

𝑛
<

1

𝑒
<

1

2
  

; 𝑣𝑛  ٖٓ   𝑒كبٕ اُظلش ٣ٔزِي عبثوب ٝاؽذا  𝑛    

= 𝑓𝑛 𝑥 ٗغز٘زظ إٔ أُؼبدُخ    2  ٝ  1 ٖٓ     روجَ ثبُؼجؾ ؽ٤ِٖ 0

𝑢𝑛 ٝ 𝑣𝑛 1:     ثؾ٤ش < 𝑢𝑛 <  𝑒 < 𝑣𝑛  

∎  𝑰𝑰𝑰  5 

𝑒 :   ُذ٣٘ب  > 𝑢𝑛 > < 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:        ارٕ ؽغت            1 𝑓𝑛 𝑢𝑛    

= 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1:         ٝ ٗؼِْ إٔ  𝑓𝑛 𝑢𝑛 = 0  

< 𝑓𝑛+1 𝑢𝑛:       ارٕ  𝑓𝑛+1 𝑢𝑛+1   

𝑢𝑛:    كبٕ  𝑒  ; 1   داُخ رضا٣ذ٣خ ػ٠ِ  𝑓𝑛+1ٝ ثٔب إٔ   > 𝑢𝑛+1   

 .  ٓززب٤ُخ ر٘بهظ٤خ هطؼب 𝑢𝑛 𝑛≥4 :  ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝑰𝑰𝑰  6 أ 

𝑢𝑛:  ٝ ُذ٣٘ب  > 𝑢𝑛:     ارٕ 1 − 1 > 0   

 ٚ٘ٓ ٝ       : 𝑢𝑛 − 1 −
1

2
 𝑢𝑛 − 1 2 ≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1   

𝑓𝑛
′ 𝑥 = 𝑛  

ln 𝑥

𝑥2
 
′

=
𝑛 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥3
 

 𝑒 𝑥 

𝑛

2𝑒
−

1

2
 

0 +∞ 

−1

2
 −∞ 

𝑓𝑛  

+ 𝑓𝑛
′ 𝑥  0 − 

𝑓𝑛
′′  𝑥 =

𝑥3  
−2𝑛
𝑥  − 3𝑥2𝑛 1 − 2 ln 𝑥 

𝑥6
 

⟺     𝑓𝑛
′′  𝑥 =

𝑛 6 ln 𝑥 − 5 

𝑥4
 

𝑥ارا ًبٕ     < 𝑒
5

6 :         كبٕ 6 ln 𝑥 − 5 < 0 ٚ٘ٓ ٝ     :𝑓 ′′  𝑥 < 0   

𝑒 :         ٣وجَ ٗوطخ اٗؼطبف ٝ ٢ٛ        ارٕ     
5

6   ;   
5𝑛

6
𝑒

−5

3 −
1

2
   𝑛 C          

𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥 =
ln 𝑥

𝑥2
 

𝑥ارا ًبٕ     >                                    كبٕ    1

𝑥ارا ًبٕ     <                                    كبٕ    1

 ب

1 𝑥 

0 

+∞ 

+ 𝑓𝑛+1 𝑥 − 𝑓𝑛 𝑥  − 

             𝑛 + 1 C 
𝑛 C          

𝑛 C          

             𝑛 + 1 C 𝑛 C          

             𝑛 + 1 C 

𝑛 C          

             𝑛 + 1 C ٝ 
ٝ 

 ٣زوبؽؼبٕ

 أعلَ كٞم

0 

 1  

𝑣𝑛 !∃:      ٣ؼ٢٘  >  𝑒   ;   𝑓𝑛 𝑣𝑛 = 0   2  

 𝑰𝑰𝑰  3 

;   ∞+ ; 𝑎 𝜖  0 ∀ :ُذ٣٘ب    𝑎 −
𝑎2

2
≤ ln 1 + 𝑎 ≤ 𝑎 

⟺  ∀𝑛 ≥ 4  ;   
2 𝑢𝑛 − 1 −  𝑢𝑛 − 1 2

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

⟺  ∀𝑛 ≥ 4    ;    
 𝑢𝑛 − 1  2 − 𝑢𝑛+1 

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

𝑓𝑛+1 𝑥 > 𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛+1 𝑥 = 𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛+1 𝑥 < 𝑓𝑛 𝑥  

𝑓𝑛 𝐼  

0 𝜖  𝑓𝑛 𝑛  ; 0,2  
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= 𝑓𝑛 𝑢𝑛:         ٝٗؼِْ إٔ  0  

   : ∗ ٝ ُذ٣٘ب ًزُي ؽغت اُشن اُضب٢ٗ ٖٓ اُزؤؽ٤ش  

 :  اُزب٢ُ  9  ٗؾظَ ػ٠ِ اُزؤؽ٤ش   8  ٝ  7 ٖٓ 

∎  𝑰𝑰𝑰  6 ب 

∎  𝑰𝑰𝑰  6 ج 

     ٝ3 − 𝑢𝑛 > 3 −  𝑒  

 :  ٗغز٘زظ إٔ  12  ٝ  10  ٝ  9 ٖٓ 

 :   ٝ ثبُزب٢ُ 

∎  𝑰𝑰𝑰  7 أ 

𝑛:     ُذ٣٘ب  ≥ 4  

:       ثبعزؼٔبٍ ا٥ُخ اُؾبعجخ ُذ٣٘ب 
20

6
𝑒

−5

3 ≈ 0,63 > 0,5  

    ∞+ ; 𝑒   داُخ ر٘بهظ٤خ ػ٠ِ أُغبٍ        ٝ ثٔب إٔ 

= 𝑓𝑛 𝑣𝑛:      ُذ٣٘ب  0  

𝑣𝑛:    ٝ ُذ٣٘ب  > 𝑒
5

< ln 𝑣𝑛:        ارٕ 6
5

6
   

∎  𝑰𝑰𝑰  7 ب 

⟺  ∀𝑛 ≥ 4    ;    
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛 ≤  𝑢𝑛 − 1  

⟺       
𝑛 ln 𝑢𝑛 

 𝑢𝑛 2
=

1

2
 

⟺       ln 𝑢𝑛 =
 𝑢𝑛 2

2𝑛
 

 ∗  

≥ ln 𝑢𝑛    : ∗ ٗ٘طِن ارٕ ٖٓ اُشن الأٍٝ ٖٓ اُزؤؽ٤ش   𝑢𝑛 − 1 

 
⟺    

 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤ 𝑢𝑛 − 1 

 

 7  

 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤ ln 𝑢𝑛  

⟺     
 𝑢𝑛 − 1  3 − 𝑢𝑛 

2
≤

 𝑢𝑛 2

2𝑛
 

⟺      𝑢𝑛 − 1 ≤
2 𝑢𝑛 2

2𝑛 3 − 𝑢𝑛 
 

⟺      𝑢𝑛 − 1 ≤
 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
  8  

 ∀𝑛 ≥ 4    ;    
 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
  9  

𝑢𝑛ُذ٣٘ب    <  𝑒 ٕار      :
 𝑢𝑛  2

2𝑛
<

𝑒

2𝑛
    10  

 : ٗغز٘زظ إٔ  11  ٝ  10 ٖٓ 
 𝑢𝑛 2

 3 − 𝑢𝑛 
< 𝑒 

 :ارٕ 
1

3 − 𝑢𝑛
<

1

3 −  𝑒
< 1  11  

 ٚ٘ٓ ٝ : 
 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
<

𝑒

𝑛
  12  

1

2𝑛
≤

 𝑢𝑛 2

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

 𝑢𝑛 2

𝑛 3 − 𝑢𝑛 
≤

𝑒

𝑛
 

 ∀𝑛 ≥ 4    ;    
1

2𝑛
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛
 

⟹      
5𝑛

6
𝑒

−5
3 ≥

20

6
𝑒

−5
3  

𝑒:      كبٕ 
5

6 ≤ 𝑣𝑛  

⟺     
𝑛 ln 𝑣𝑛 

 𝑣𝑛 2
=

1

2
 

⟺    ln 𝑣𝑛 =
 𝑣𝑛 2

2𝑛
  ∗  

 :  ٗغذ  ∗  ٝ ٓ٘ٚ ثبعزؼٔبٍ  
 𝑣𝑛 2

2𝑛
>

5

6
 

⟺     𝑣𝑛 2 >
10

6
𝑛 

⟺    𝑣𝑛 >  
10𝑛

6
 

lim :         ثٔب إٔ 
𝑛∞

 
10𝑛

6
= +∞ 

lim :         كبٕ 
𝑛∞

𝑣𝑛 = +∞ 

⟹     
20

6
𝑒

−5
3 >

1

2
 

⟹     
5𝑛

6
𝑒

−5
3 ≥

1

2
 

⟹     
5𝑛

6
𝑒

−5
3 −

1

2
≥ 0 

⟹     𝑓𝑛  𝑒
5
6 ≥ 𝑓𝑛 𝑣𝑛  

lim : أ١  : ارٕ 
𝑛∞

 𝑢𝑛 − 1 = 0 lim
𝑛∞

𝑢𝑛 = 1 

 𝑰𝑰𝑰  6  ∎ د

 :         ُذ٣٘ب 
1

2𝑛 
≤  𝑢𝑛 − 1 ≤

𝑒

𝑛 
 

0 0 

+∞ +∞ 

𝑓𝑛  
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