Chapitre9: Probabilité (Résumé)
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I. Probabilité
1) Généralités
Lors d'une expérience aléatoire :

e L'univers Q est I'ensemble des éventualités.

e Un événement A est une partie de I'universQ.

e Un événement élémentaire, est un événement ne comportant qu'un seul élément.

o L'événement contraire de I'événement A est I'événement noté A formé de tous
les éléments de Q n'‘appartenant pas a A.

e L'événement A N B (noté aussi "A et B") est I'événement formé des éléments de
Qappartenant a A et a B.

e L'événement A U B (noté aussi "A ou B") est I'événement formé des éléments de
Qappartenant au moins a I'un des événements A ou B.

e Deux événements A et B sont dits incompatibles si A N B = @.

e SiQ={e;e,;-;e,} et siachaque éventualité e on associe un nombre p(e) tel
que: 0<p(e)<1 et p(e)+p(e,)+---+p(e,)=1, On dit que I'on a défini une loi de
probabilité sur Q.

e La probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements
¢lémentaires qui le constituent.

2) Propriétés :
Pour tous événements Aet B :
- P@)=0;PQ)=1
- 0<p(g)<l; p(K)zl—p(A)
- P(AuUB)=P(A)+ P(B)- P(ANB)

(si A et B sont incompatibles alors p(A U B) = p(A) + p(B))
_ nbred'elementsde A nbredecas favorables

" nbred'élémentdeQ)  nbredecas possibles

* Pour une loi équirépartie : p(A)

3) Variable aléatoire
Définition : Une variable aléatoire X définie sur un univers Q est une fonction qui
a chaque éventualité associe un réel xi. La probabilité pour que X prenne la valeur X,

est alors notée p(X =x) ou p; .

Définir la loi de probabilité de X , c'est donner (sous forme d'un tableau) la
probabilité de chacun des événements"X =x." .

Xi Xl X2 . Xk
p(X:Xi) P, P, Py
i=k
o Espérance mathématique de X : E(X)=) p,xX
i=1
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e Variance de X :V(X)=E(Xz)—EZ(X)zz:pixf—(E(X))

e Ecart-typede X : o(X)=V(X)

Exemple :
On lance 3 fois de suite un dé. Le joueur gagne 6 dirhams s'il n'obtient aucun 1 et
aucun 2 et il perd 3 dirhams dans le cas contraire.

La variable aléatoire X égale au gain du joueur, ne peut prendre que les valeurs -3 et 6.

| EM Al

4> 8 19
Ona: X=6)=—=— et X==3)=1-p(X=6)=—
X 6 -3 Total
8 19
P ) 27 27 !
E(X)=3x ot bx= L
27 27 3
2
V(X):(—3)2x£+62xi—(—lj _152 o o(X)= /ﬂ=@
27 27 3 9 9 3
IT. Probabilités conditionnelles
1. Définition:
Etant donné deux événements A et B (B= < ) d'un universQ . On appelle probabilité
/ 1 A B
de B sachant A, le réel noté p, (B) (ou p(B/A)) tel que: pA(B)z%

Onaadlors :| p(AnB)=p(A)xP,(B)=p(B)xp,(A)

2. Formule des probabilités totales
Si A;A;---; A forment une partition de Q (2 a 2 incompatibles et leur union formeQ),

Alors pour tout événement B, ona:
p(B)=p(ANB)+p(A NB)+---+p(A NB)
=P(A)x Py (B)+P(A)x Py (B)+-+p(A)x P, (B)

3. Représentation par un arbre pondéré Pa(B)
Le cas le plus fréquent correspond a la partition la plus simple ‘ _—
(A etA ). Sion conndit les probabilités de B et B par i P ~—
lintermédiaire de A et A, on a I'arbre suivant : P (B)

| P(B)

e Le produit des probabilités inscrites sur chaque branche P(A) K-'lf.':______

d'un chemin donne la probabilité de l'intersection des f‘riﬁlﬁ_—t

événements placés sur ce chemin.
P(A)xp,(B)=p(ANB)

==

==
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e Lasomme des probabilités inscrites sur les branches issues d'un méme nceud est
égale a 1 (loi des nceuds).

P, (B)+ pA(B):l
e La probabilité d'un événement E est la somme des probabilités des chemins qui
aboutissent a E.
p(B)=P(A)x Py (B)+p(A)xpy(B)
Exemple :

On dispose de trois urnes A,BetC la premiere contient 1 boule rouge et 5 boules
vertes, la deuxiéme contient 3 boules rouges et une boule verte, et la troisieme
contient 1 boule rouge et 2 boules vertes.

On choisit |'une des urnes au hasard et on tire une boule de cette urne. Quelle est la
probabilité de tirer une boule rouge ?
Soient A,BetC les événements correspondants au choix de |'urne. Ils forment une

partition de |'univers et ona p(A)=p(B)=p(C)=-.

Soit R I'événement « tirer une boule rouge ». La formule des 1/6_® i
probabilités totales nous donne:
p(R)=p(ANR)+p(BNR)+p(CNR),
Donc: p(R)=p(A)x p,(R)+ p(B)x pg(R)+ p(C)x p (R).
Or p.(R)=¢ . Po(R)=3 et po(R)=3
On a donc p(R):l><l+l><§+l><l:i :
36 3 4 3 3 12
4. Indépendance de deux événements

Deux événements A et B sont indépendants si et seulement si :
P(B)=P(B) < p(AnB)=p(A)xp(B)
Exemple :

Une association de 96 membres propose différentes activités a ses adhérents, dont
I'athlétisme et le basketball.
Douze membres s'inscrivent pour I'athlétisme, Trente-deux pour le basketball dont
quatre pour les deux.
On prend au hasard la fiche d'un adhérent. On note A et B les événements :
* A « |'adhérent est inscrit pour I'athlétisme ».
* B « I'adhérent est inscrit pour le basketball ».
Les événements A et B sont-ils indépendants ? En est-il de méme pour A et B ?

On peut représenter les événements dans un tableau double entrée ci-contre
On calcule les probabilités suivantes : P(ANB) et P(A)xP(B)

A A Total
B 4 28 32
B 8 56 64
Total 12 84 96
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III. Loi binomiale

< On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire ne présentant que
deux issues possibles (contraire I'une de l'autre)

< On appelle schéma de Bernoulli toute répétition d'épreuves de Bernoulli
identiques et indépendantes

Etant donné une épreuve de Bernoulli ot la probabilité d'obtenir un succes S est p.
Le schéma de Bernoulli consistant a répéter n fois de maniere indépendante cette
épreuve.

Si on note X la variable aléatoire qui d chaque issue possible du schéma de Bernoulli
associe le nombre de fois ol est apparu un succeés S, la loi de probabilité de X est
appelée loi binomiale de parameétres n et p et est notée % (n;p)

e Probabilité d'obtenir k succes : p(X =k)=Cyp*(1- p)"’k
o Espérancede X: E(X)=X=np
e Variance et écart-type de X : V(X)=np(1-p) : o(X)=,/np(1-p)
Exercice :
Un sac contient 6 boules blanches et 4 boules noires. On préleve au hasard et
simultanément 3 boules de ce sac et on considére la variable aléatoire X associée au
nhombre de boules blanches tirées
1. Déterminer X (%) (les valeurs x que peut prendre la variable X
2. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
3. Calculer I'espérance mathématique E(X) et la variance V (X)
4. On considere |'événement A:"les3boules sontblanches" et on répéte cette expérience
exactement cinq fois
Soit Y la variable aléatoire associée au nombre de fois |'apparition de |I'événement A

a) Donner la loi de probabilité de Y
b) Calculer I'espérance, la variance et |'écart-type de Y
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