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الثانية بكالوريا علوم  الدوال العكسية الحيان:  الأستاذ  
 تجريبية

I- صورة مجال بدالة متصلة : 
 
)2:  المعرفة بما يلي f  نعتبر الدالة العددية: مثال  – 1     )f x x=  .       

  :يلي حدد مبيانيا ما                            
 

       
 [ ]( )1, 2f 

 [ ]( )1,1f − 

 [ ]( )2,0f − 

 
 
 
 
 : خاصيات  - 2     
 

)  . صورة قطعة بدالة متصلة هي أيضا قطعة   )fC 

  . من بدالة متصلة هي أيضا مجالصورة مجال من  
 [ ]( ) [ ], ,f a b m M=.  

                              
[ ]

( )
,x a b

m Min f x
∈

  و =
[ ]

( )
,x a b

M Max f x
∈

= 

 
 يمكن تحديد صورة مجال بدالة متصلة ورتيبة     :ملاحظة          

 :آما يلي       قطعا على مجال من                    
 
 

)المجال  )f I المجالI  رتابة الدالةf الشكل 

[ ]( ), ( )f a f b [ ],a b 

( ), lim ( )
x b

f a f x
−→

⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣

 [ [,a b 

lim ( ), ( )
x a

f x f b
+→

⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

 ] ],a b 

( ), lim ( )
x

f a f x
→+∞

⎡ ⎡
⎣ ⎣ [ [,a +∞ 

 

lim ( ), lim ( )
xx a

f x f x
+ →+∞→

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

 
] [,a +∞ 

 
 
 

fتزايدية قطعا  
 

 Iعلى المجال

 

[ ]( ), ( )f b f a [ ],a b 

lim ( ), ( )
x b

f x f a
−→

⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

 [ [,a b 

( ), lim ( )
x a

f b f x
+→

⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣ ⎣

 ] ],a b 

lim ( ), ( )
x

f x f a
→+∞

⎤ ⎤
⎦ ⎦ [ [,a +∞ 

lim ( ), lim ( )
x x a

f x f x
+→+∞ →

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

 
] [,a +∞ 

 
 
 

fتناقصة قطعا  
 

 Iعلى المجال
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:              نعتبر الدالة العددية المعرفة بما يلي :مثال        
3( )
2

xf x
x
−

=
−

.  

[:   تزايدية قطعا على آل من المجالين التاليين fبين أن .1 [  و    ∞+,2] [, 2−∞.  

[ :  fاستنتج صور آل من المجالات التالية بالدالة .2 ]  و  ∞+,2] ]  و  ∞+,3] ]3, 4.  

 
II-ن الدالة العكسية لدالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال مR:  
 

 :تعريف التقابل  .1
      :1مثال 

] المعرفة على المجال g            نعتبر الدالة العددية )2:  بما يلي 2;0,5[ )g x x=.   

]  حدد مبيانيا – 1            ]( )0,5;2g.     

 :  أتمم الجدول التالي – 2           
 

 
] من المجالx آل عنصر، gبالدالة،  y،   نسمي سواي:ملحوظة ):  بحيث 2;0,5[ )y g x=.  

) من خلال المنحنى:استنتاج  )gC آل عنصر ؛ نلاحظ أنyمن المجال [ ]0,   ،xسابقا وحيدا  ؛ يقبل 4;25

]في المجال ، gبالدالة                    ] من المجالتقابل g لهذا نقول إن.2;0,5[   المجال  نحو2;0,5[

               [ ]0,25;4.  

]المعرفة على المجالhنعتبر الدالة العددية   :2مثال  ]1, )2:            بما يلي −2 )h x x=.   

] حدد -1               ]( )1,2h −.           

 :   الجدول التالي املأ -2                   
  ما ذا تستنتج ؟-3                   

 
  .B نحوA دالة معرفة منf مجموعتين غير فارغتين ؛ ولتكنB وAلتكن :تعريف 

  f بالدالةA فيx ؛ سابق وحيدB منy ؛ إذا آان لكل عنصرB نحوA تقابل منfنقول إن             

) :                                            أي  ); ! /y B x A y f x∀ ∈ ∃ ∈ =    

)                                                          : خاصية  .2 )a b< 
fI:  بحيث ن غير فارغين من مجاليJ وI دالة عددية وليكنfلتكن                     D⊂.   

              
  ؛ I على المجالرتيبة قطعا ومتصلة fإذا آانت

):  بحيثJ نحو المجالIفإنها تكون تقابلا من )J f I=.      

       

( )gC
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) II-1 من ،1الدالة الواردة في المثال :مثال  )2( )f x x=،تقابل من المجال [ ]  نحو المجال2;0,5[ ]0, 25;4. 

 : التقابل العكسي  .3
] دالة معرفة على المجالf لتكن  :1مثال  ]1, 2I )2:                        بما يلي = ) 2 3f x x x= − + 

 . ينبغي تحديده J نحو مجالI تقابل من المجالfن بين أ-1            
yليكن -2             J∈وليكن x I∈السابق الوحيد ل yبالدالة f .  أآتبxبدلالة y؟  

x ليكن-1     :الجواب             I∈ .  لدينا :( ) ( ) ( )2 2 3 2 2 2 1f x x x x x′′ = − + = − =  :ومنه فإن . −

                                ] ] ( )1, 2 1 2 1 0 0x x x f x′∈ ⇒ < ≤ ⇒ − > ⇒ >.  

0f إذن                               ′ ) حيث 1 باستثناء العدد I على المجال< )1 0f ′   دالة fومنه نستنتج أن  . =

 : فإن ، I متصلة على المجالfوبما أن  . Iى المجالتزايدية قطعا عل                              
                             fتقابل من المجال I نحو المجال ( ) [ ]( ) [ ] [ ]1,2 (1), (2) 2,3J f I f f f= = = =. 

y  ليكن-2                            J∈وليكن x I∈السابق الوحيد ل yبالدالة f لدينا : 

                                                                                                     

2

2

2

( ) 2 3
( 1) 2

( 1) 2

y f x y x x
y x
x y

= ⇔ = − +
⇔ = − +
⇔ − = −

                                                                      1 2x y− = − 1  أو       − 2x y⇔ − = − 

1: لأن            (                                                       1 0x x≥ ⇒ − ≥    ( 1 2x y⇔ − = − 

                                                                                                    1 2x y⇔ = + − 

]من المجال                                 الدالة المعرفة  ]2,3J ] نحو المجال= ]1, 2I   من t والتي تربط آل عنصر=

1 بالعدد الحقيقي Jالمجال                                  2t+   ؛ ونرمز له f للدالة تسمى التقابل العكسي، −

1fبالرمز                                              : ؛ ونكتب −
[ ] [ ]1

1

: 2,3 1,2

( ) 1 2

f J I

x f x x

−

−

= → =

= + −
 

 :  الجدولين التاليين املأ   :مثال                                  
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 تقابل من  f ؛ نعلم أنfD  ؛ ضمنI دالة متصلة ورتيبة قطعا على مجال غير فارغf لتكن :تعريف              

) نحو المجالI                           المجال )J f I=.  

  I منyبالعنصر J منx والتي تربط آل عنصرIجال نحو المJ                           الدالة المعرفة من المجال
):                            بحيث  )x f y=ي للدالة  ؛ تسمى التقابل العكسf1 ؛ ويرمز لها بالرمزf −.  

 :قاعدة التحويل             
 :لدينا .  I عنصرا منy وJ عنصرا منx ؛ وليكنJ نحو مجالIتقابلا من مجال f                           ليكن

( ) ( )1y f x x f y−= ⇔ = 

) نحو Iتقابلا من مجالf ليكن:استنتاج              )J f I= .  لدينا: 

)          :I منx  لكل عنصر  )1 ( )f f x x− =.   

) :           J منxلكل عنصر  )1( )f f x x− =.  

] الدالة المعرفة على المجالgلتكن   :2مثال                ]3, 4I ):                     بما يلي = )
2

xg x
x

=
−

 

 . ينبغي تحديده J نحو مجالI تقابل من المجالg بين أن-1                     
1g حدد التقابل العكسي-2                      −.  

) أنشئ-3                      )gCو ( )1g −C  معلم متعامد ممنظم في نفس المستوى المنسوب إلى( ), ,O i j.  

   .1 إعادة للطريقة المستعملة في المثال  :1طريقة              
]ليكن .    استعمال قاعدة التحويل   :2طريقة               ]2,3x J∈ ]  و  = ]3, 4y I∈ ):  بحيث = )1y g x−= .  

 :لدينا                            

                                                                          

1( ) ( )

2
( 2)

2
( 1) 2

y g x x g y
yx

y
x y y
xy x y
y x x

−= ⇔ =

⇔ =
−

⇔ − =
⇔ − =
⇔ − =

 

]: لأن            (                        ]2,3 1x x∈ ⇒ ≠         (  
2

1
xy

x
⇔ =

−
 

                                         :                        وبالتالي فإن      
[ ] [ ]1

1

: 2,3 3,4
2( )

1

g J I
xx g x

x

−

−

= → =

=
−

 

)   I على مجال غير فارغمتصلة ورتيبة قطعا f إذا آانت   :خاصية               )fI D⊂ ؛ فإن  : 

 fتقابل من المجال Iنحو المجال ( )J f I=.  

 1f ) متصلة على المجال− )J f I=؛ ولها نفس رتابة الدالة  f.  

 ( )fC و ( )1f
C ) متماثلان بالنسبة للمنصف الأول لمعلم متعامد ممنظم− ), ,O i j.   

III- مبرهنة القيم الوسطية : 
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  :  مبرهنة – 1    
 

      
 
 : مثال      

):                       المعرفة بما يلي fالدالة العددية  نعتبر                )
2

2 2
4 5

xf x
x x

−
=

− +
 

) أحسب -1                   )2f  و  ( )3f.   

) : استنتج أن المعادلة -2                   ) 1 2f x = ]  تقبل على الأقل حلا في المجال + ]2,3.   

 : استنتاج -2     

                          
] متصلة على مجالf         إذا آانت ],a b  وآان ( ) ( ) 0f a f b× ) محصور بين0  فإن > )f aو  ( )f b .   ومنه 

[ من المجالα يوجد على الأقل عدد حقيقي،وسطيةحسب مبرهنة القيم ال          [,a b بحيث  :( ) 0f α =.  

 :نتيجة           
] متصلة على مجالfإذا آانت ],a b  وآان ( ) ( ) 0f a f b×   ؛ >

)فإن المعادلة  ) 0f x [ تقبل على الأقل حلا في المجال= [,a b.   

):                المعرفة بما يلي f نعتبر الدالة العددية  :2مثال            ) 2 2

1 12. 1f x
x x

= − +          . 

)                    بين أن المعادلة       ) 0f x  تقبل على الأقل حلا في المجال=
1 1,
4 2
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

.   

 : ملاحظة هامة           
] متصلة ورتيبة قطعا على مجالfإذا آانت ],a b وآان ( ) ( ) 0f a f b×    ؛ فإن>

)المعادلة  ) 0f x [ في المجالحلا وحيدا تقبل = [,a b.    

):                المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية      :3مثال            ) 3 2f x x= −.   

)  بين أن المعادلة                           ) 0f x ] تقبل حلا وحيدا في المجال= ]1, 2 .   

  IV- تطبيقات : 
   A-دالة الجذر من الرتبة n  .  ( )1n ≥ :   

                                                                      .+  من a      ليكن :مثال تمهيدي        
3b:   بحيث + من b ؛ يوجد عنصر وحيد+  من a          نلاحظ أن لكل a=.  

3 ويرمز له بالرمز a للعدد3 يسمى الجذر من الرتبة b         العدد الحقيقي الموجب a  

3bونكتب          a= .  3:    أي 3, ,a b b a b a+ +∀ ∈ ∀ ∈ = ⇔ =  

    
3:  حدد الجذور التالية  :سؤال       3 و 8 3 و27 3 و 64 125.   

3x الدالة  xإذن فهي تقابل . +ايدية قطعا على متصلة وتز 
 : تقابلها العكسي هو الدالة المعرفة بما يلي  . + نحو +      من

 

] دالة متصلة على مجالfإذا آانت ],a b؛  فإن لكل عدد حقيقي  kمحصور بين  

( )f aو ( )f b، عدد حقيقييوجد على الأقل cمن المجال [ ],a b بحيث :( )f c k=. 
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3

3

:
x x

+ +→
 

1nليكن           :الحالة العامة .1 ≥.   
aليكن  nb:  بحيث + منbيوجد عنصر وحيد  . ∋+ a= .  العدد الحقيقي الموجبb ، يسمى 

n ويرمز له بالرمز a  للعددnالجذر من الرتبة a ونكتب  :nb a=.  ولدينا: 

,                         :قاعدة التحويل   , n na b b a b a+ +∀ ∈ ∀ ∈ = ⇔ = 

nxالدالة  xنحو+ ؛ إذن فهي تقابل من+ متصلة ورتيبة قطعا على المجال +.  

:                         تقابلها العكسي هو الدالة 
:n

nx x

+ +→
   

4:    بسط الجذور التالية : مثال  6  و  16 3  و  64 512.  

)     :    ؛ لدينا + منaلكل     - i            : خاصيات أولية .   2 )n
n a a=.      

                                     ii -    لكلa؛ لدينا + من  :         nn a a=.        
                                       iii -   الدالةnمتصلة وتزايدية قطعا على +.  

                                          iv -                    lim n

x
x

→+∞
= +∞.   

 :لدينا  . * من nليكن               :نتائج . 3
n:                 ؛ لدينا + منb ولكل+ منaلكل  na b a b= ⇔ =.       

n:                 ؛ لدينا + منb ولكل+ منaلكل  na b a b< ⇔ <.       
 :  المعادلات التالية حل في   : تمرين تطبيقي        

                                                                                
6 5

8 3

2 : . 32 :
1 : . 125 :

x iii x i
x iv x ii

= =
= − = −

 

  :nالعمليات على الجذور من الرتبة. 4
 : لدينا  .+ من b وa ؛ وليكن * منp وnليكن      

( )
( )

: . :

0 : : . :

. . :

p np ppn nn

n
np p nn

n

n n n

a a iv a a i

a ab v a a ii
bb

a b ab iii

= =

≠ = =

=

 

.:         بين أن  .   * منn وm ؛ وليكن+  من a ليكن  :تمرين تطبيقي     m nmnm na a a += 

           :  بسط العدد التالي  :مثال    
( )2

53

3

4. 8 2

4
A =.   

 
  :n ودالة الجذر من الرتبةfإتصال ونهاية مرآبة دالة. 5

 : خاصيات    
n* ؛ وليكنI عنصرا من0x؛ وليكنI) غير فارغ (  دالة معرفة على مجال مفتوح f                 لتكن ∈.  

nفإن , I متصلة وموجبة علىfإذا آانت  fتكون متصلة على I.  
)وآان  , I موجبة علىfإذا آانت  )

0

lim
x x

f x l
→

= ( )l ):  ؛فإن ∋ )
0

lim nn
x x

f x l
→

=.   

)وآان ,I موجبة علىfإذا آانت  )
0

lim
x x

f x
→

= ):  ؛ فإن ∞+ )
0

lim n
x x

f x
→

= +∞.  

):                   الدالة العددية المعرفة آالآتي fلتكن   :1مثال         ) 5 2 4f x x= −.      

a.  حدد  fD  ،حيز تعريف الدالةf.  
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b. بين أنf متصلة في آل نقطة من حيز تعريفها . 
c. أحسب نهايتيf و  ∞+ عند  −∞.   

       

:    أحسب النهايتين التاليتين           :2مثال         
3 3

2

2lim
2x

x
x→

−
−

  و  
4 4

2

2lim
2x

x
x→

−
−

.    

 :القوة الجذرية لعدد حقيقي موجب قطعا . 6

i.  0 ليكن   :تعريفa /*  :  * منr   وليكن ،   < ;pr p q
q

⎛ ⎞
= ∈ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  

q للعدد الحقيقي raنرمز بالرمز  pa ، ra  ذات الأساسالقوة الجذريةيسمى r للعدد 
  .aالحقيقي 

0rإذا آان  1ra:  فإن ، = =.   
 : ملاحظات               

.      لا معنى له 00 
5
 .  لا معنى له  30

q* و  منpليكن  qالعدد الحقيقي الموجب قطعا .   ∋ pa ،يكتب على الشكل 
p
qa   ؛ 

p
q p qa a=.    

: مثلا   . ( −  منrليكن 
1
7

r =.(   

)يكون العدد  • )rf x معرفا إذا وفقط إذا آان ( )f x )  و  ∋ ) 0f x >.    

)  يكون العدد:مثلا  • )
1
7f x معرفا إذا وفقط إذا آان ( )f x )  و  ∋ ) 0f x >.    

ii.  ليكن        :خاصيات aو b وليكن +* من rو r     : لدينا  .  من ′

( )
( )

: . . :

1. . : . :

: . :

rr rr r r r r

rr r r
r

rr r
r r

r r

a a iv a a a i

a b ab v a ii
a

a a avi a iii
b b a

′ ′ ′ ′+

−

′−
′

= =

= =

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

:          أحسب باستعمال هذه الخاصيات العدد    :مثال         
( )2

53

3

4. 8 2

4
A =.     

 : حدد مجموعة تعريف آل من الدوال التالية  :تمرين تطبيقي         

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 23 335 : . 5 : . 5 :f x x c f x x b f x x a= − = − = − 

):     بسط العدد التالي     :سؤال          )4
4 7 5B = −.    

B- دالة قوس الظل Arctan:   

:                                    لتكن الدالة 
( )

: ,
2 2

tan

f

x x

π π⎤ ⎡− →⎥ ⎢⎦ ⎣  

           fدالة متصلة وتزايدية قطعا على المجال  ,
2 2

I π π⎤ ⎡= −⎥ ⎢⎦ ⎣
) نحو المجال I  تقابل منf:إذن  .  )f I =. 

( ) ( )
2 2

lim tan ; lim tan
x x

x x
π π+ −

→− →

= −∞ = +∞ 
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 : خاصية وتعريف . 1

)      لدالة )tanx xتقابل من المجال ,
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

  . نحو

  بالرمز  له ويرمزالظل دالة قوس يسمى ، تقابلها العكسي      

     tanArc .   ولدينا       :
( )

tan : ,
2 2
tan

Arc

x Arc x

π π⎤ ⎡→ −⎥ ⎢⎦ ⎣ 

 :   قاعدة التحويل .  2
         

 
 

       
 

 :  أحسب ما يلي  :1ل ثام           
1tan
3

Arc ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

) و   )tan 3Arc   و   ( )tan 0Arc.    

17tan أحسب    :2مثال              
4
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

)ثم استنتج     ؛   )tan 1Arc.   

 : نتائج .  3
a. لكلx؛ لدينا  من                   :( )( )tan tanArc x x=.    

b. لكلxمن ,
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

):          لدينا ،  )( )tan tanArc x x=.   

c.  الدالةtanArcوتزايدية قطعا على متصلة .  

d. ( ) ( );lim tan lim tan
2 2x x

Arc x Arc xπ π
→−∞ →+∞

= − =.    

 
 

:   أحسب ما يلي  :مثال          
2006tan tan ; tan tan

5 3
A Arc Arcπ π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.    

)                  :    دالة فردية tanArc      الدالة  :خاصية .  4 ) ( ): tan tanx Arc x Arc x∀ ∈ − = − 

 
 

, منy ولكل،  منxلكل
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

 : لدينا ، 

( ) ( )tan tany Arc x x y= ⇔ = 
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