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	 ا:���ى���	�
�ا���آ���ر� �� ��� ا���  

��	 ا������ ا���� •�:	����  ���� ا����م ا�#�"�	 و ���� ا�� 	 ا�
��	 ا'داب •�	�
��

�	 : و ا����م ا)��
  ���� ا'داب و ���� ا����م ا)

 

  

I. ���� �� �	ق دا
  :ا���
  :ت&�ی%


	�ل ان دا�� f��	�ا� 
����� ����	�ق �
0

x
 � ��� إذا و�� ��د �	�	
( ) ( )0 0

0
lim
h

f x h f x

h→

− −
= �  

أو
( ) ( )

0

0

0

lim
x x

f x f x

x x→

−
=

−
�  


 ا��	��fی'%& ا�"�د ا�%$�# ���ا���ا�"�د � 
0

x.   *�+
)و  )0
f x′=�  

  :م*()�
,
 ����� ����	�ق �
 fإذا آ�

0
x&� �%ن م"�د�� م%�س ا���( )fC �0��1أ� 

 ا��	�� ا��� 

0
x
  :ه

( )( ) ( )0 0 0
y f x x x f x′= − +  

II. �����	ا �	ا�	ا:  
  :م�0/�ت ا��وال ا,
���دی�

( )f x  ( )f x′  ا�%�4ل  

k  0  �  
ax  a  �  

2x  2x  �  

( )nx n ∗∈�  1nnx −  �  

1

x
  

2

1

x
−  ] [ أو ∞+,0] [,0−∞  

  :ا�&����ت 
�1 ا��وال ا���0/�
  ا�$6ط  م$�	��0  ا��ا��

u v+  u v′ ′+    
k u⋅  k u ′⋅    
u v⋅  u v uv′ ′+    

1

u
  

2

u

u

′
−  

u 
  I 9 ت�"�م �

u

v
  

2

u v uv

v

′ ′+
  

v 
  I 9 ت�"�م �

( )nu n ∗∈�  1n
nu u

− ′    
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III. رة م�����

رت
�� دا	� و إ�:  

��8��:  
I:و�م�4ل م f&�� ق�	دا�� ����� ���� I.  
� f&�� ����;I  ( ) 0f x′ = ⇔<+�x:م I.  

� f&�� ت=ای�ی� I  ( ) 0f x′ ≥ ⇔<+�x:م I.  

� f&�� ��1���ت I  ( ) 0f x′ ≤ ⇔<+�x:م I.  

  .�����I ����	�ق ��& ا�%�4لf :م*()�
)إذا ا
"�م,  )f x′ 
�

0
xم@�6ة ا��رت�0 ���%6ور م: ��نf
 ت	A> م�6ا�� �

0
x.  

IV. �	ت دا
�
��:  


�0ی� دا�� ��ودی� �+∞ 

�0ی� ��ه� ا��B& در�� ∞−أو � 
  .ه

( )0c ≠   lim lim
x x

ax b ax b a

cx d cx d c→+∞ →−∞

+ +
= =

+ +
  

و 
�0ی� ا��ا��
ax b

x
cx d

+
→

+

� 

d

c
−
  .∞− أو �
∞+ ه

  :م*()�
)إذا آ�ن � )lim

x
f x

→+∞
= ) أو� )lim

x
f x

→−∞
= y ��ن ا�%'�	�C ذا ا�%"�د��� = �&� �%�� 
) م	�رب أ�	 )fC.  

)إذا آ�ن � )
0

lim
x x

f x
→

= ) أو∞+ )
0

lim
x x

f x
→

=  ��ن ا�%'�	�C ذا ا�%"�د��∞−
0

x x=رب �%�دي�	م .  

V. ��  :ا	�!
د	� و ا	�� ا�
fدا�� ��دی� و( )fCم� ��ه� و c
  . ��د �	�	

)���ل ا�%"�د�� � )f x c=&� �%ا� FG�	ت H	
) ه
 أ��ص�>  )fCC�	�'%و ا� y c=.  

)���ل ا�%�6ا� �  � )f x c= &� �%ی+�ن ���0 ا� 
) ه
 ا�%9�4ت ا�� )fCC�	�'%ت , ا� y c=.  

)���ل ا�%�6ا� �  � )f x c=ا�%9�4ت 
) ا��
 ی+�ن ���0 ا�%� �&  ه )fCC�	�'%ق ا��� y c=.  

  :درا�� دا�� (�ودی�   :1م��ل 
f&�� ��6"ب �دا�� ��دی� م :( ) 3 2

3 4f x x x= − +  

  .1 ��%� أن أ��0��1 ی'�وي ��fا����د أرت�ب م6آ= ت%�;> م� �& ا .1
)��د ��= ا��راس� و أ�'* ا���0ی� .2 )lim

x
f x

→+∞
.  

  .��& ��= ا��راس�fأ�'* ا��ا�� ا�%$�	� ;FO C ��ول ت@�6ات ا��ا��  .3
  .fأ
$Q م� �& ا��ا�� .4

��  ��د ���ل ا�%"�د����د  .5��Aم( ) 3f x [ ��& ا�%�4ل= ],1−∞.  

  :ا�;:
)و ی"�
 أن م6آ= ت%�;> , ���ودی� ی"�
 م"f&�� ��6ا��ا��  .1 )fCTا�� 
  . ی��%

) ��ن أرت��T ه��1ل م6آ= ا��%�;> ه�  آ�ن أ�U�1ذا )1 2f =.  

] ه���f= دراس� ا��ا�� .2 [1,D = +∞.  

)و ) 3
lim lim

x x
f x x

→+∞ →+∞
= = +∞  

3. <+�x:م ( ) ( ) [ [3 2 2
3 4 3 6 : 1,f x x x x x

′′ = − + = − +∞  

                            
) :               ی"� ) ( )3 2f x x x′ = −  

  
( ) 0f x′ = 
�"�  ( )3 2 0x x − =    

 
�"�                    0x 2x   أو  = =  
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)إش�رةج�ول   )f x′                                                                              ول ت@�6ات ا��ا����f.  
  

+∞           2                  1          x  
        +                    +   3x  
        +      0           −    2x −  
        +      0           −   ( )f x′  

  


 ���ا�� .4��A%ا� <�V%ا��f.  


�Aأ �6سC ا�%� �& ��& ا�%�4ل[ 
'�"%> ا��%�;> ا�%6آ=ي ∞+,1] C; يWا�X=م6آ ( )1, 2I ت%�مY&�� &� �%ا� �.  
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x

y


�4*:اBس��ذ 

�%V�

  
  
  
5. ��
��Aذا ا�%"�د��, م C�	�'%أن ا� Z��
3y ) ی	�F ا�%� �&= )fCم6ت�: ��& ا�%�4ل ] ],1−∞.  

)و م�T ا�%"�د�� ) 3f x [ ت	A> ���: ��& ا�%�4ل= ],1−∞.  

  :� دا�� م��B�Cدرا�   :2م��ل 


"�6A ا��ا�� ا�"�دی�gا�%"��6 ب :( )
2

1

x
g x

x

+
=

−
  

  .��gد ��= ت"6ی] ا��ا�� .1

 م �ات ��= ا��"6ی] و أول ا����[\ ه��س��gأ�'* 
�0ی�ت ا��ا�� .2� .  
  .FO C;g ��ول ت@�6ات ا��ا��. 	�أ�'* ا��ا�� ا�%$� .3
  .gأ
$Q م� �& ا��ا�� .4


�� ا�%�6ا� �  .5��Aم <�( )2 2g x− ≺ ≺.  

  :ا�;:
}: ه���g= ت"6ی] ا��ا��  .1 } { }/ 1 0 1D x x= ∈ − ≠ = −� �  

                     T�و م                       ] [ ] [,1 1,D = −∞ +∞∪  

 

 

 

x 

f' ( )x  

f(x) 

 

 

 

1 

-  

2 

2 

+ 

0 

+∞ 

+∞ 
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2. ( )

2
lim lim lim 1

1x x x

x x
g x

x x→−∞ →−∞ →−∞

+
= = =

−
)و )

2
lim lim lim 1

1x x x

x x
g x

x x→+∞ →+∞ →+∞

+
= = =

−
  

1yی"�
 ا�%'�	�C ذا ا�%"�د�� =&� �%�� 
) م	�رب أ�	 )fC.  

( )
1 1

2
lim lim

1x x

x
g x

x+ +→ →

+
= = +∞

−
)و )

1 1

2
lim lim

1x x

x
g x

x− −→ →

+
= = −∞

−
  

1xی"�
 ا�%'�	�C ذا ا�"�د��   . م	�رب �%�دي ��%� �&=

3. <+�x:م D��ی�� :( )
( ) ( )

2 2

1 2

1 1 3

1 1
g x

x x

− −
′ = =

− −
  


):ی"� ) ( ) 0x D g x′∀ ∈ ≺  

  .��ول ت@�6ات ا��ا��
  
  
  
  
  
  

  .gم� �& ا��ا�� .4
  

-8 -6 -4 -2 2 4 6 8
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-2

2
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x

y

  
)��ی�� .5 )4 2g ) و= )0 2g = −  

)م4%��� ���ل ا�%�6ا� � )2 2g x− ≺ ≺
  :         ه

] [ ] [,0 4,S = −∞ +∞∪                                                                  

                                                                                         

VI. �	ا�	درا"� ا( )0a x ax b≠ +�: 


� ت&�ی% ا��ا�� .1�)م�� )0a x ax b≠ +�:  

)م4%��� ت"6ی] ا��ا�� )0 :a f x ax b≠ +�
  : ه

 

 

 

x 

( )g x′

( )g x

 

 

 

-∞ 
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1      

- 

 

  +∞         -∞        
    

+∞ 
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� ,f

b
D

a

 
= − +∞  

0a     إذا آ�ن �   

�  ,f

b
D

a

 
= −∞ −  

0aإذا آ�ن    ≺  


 �ی�ت ا��ا�� .2( )0a x ax b≠ +�:  

0aإذا آ�ن � lim ��ن�
x

ax b
→+∞

+ = +∞   

0aإذا آ�ن � lim ��ن≻
x

ax b
→+∞

+ = +∞    .  

)اش�/�ق ا��ا�� .3 )0a x ax b≠ +�:  


"�6A ا��ا�� ا�"�دی�fا�%"��6 ب : ( ) ( )0a f x ax b≠ = +  

0aإذا آ�ن � ��	�ق �
 ا��	�� ^�f�� ����� 6 ��ن ا��ا���
b

a
, و ����� ����	�ق ��&−

b

a

 
− +∞  

  

):            ��ن ),
2

b a
x f x

a ax b

  
′∀ ∈ − +∞   +  

  

0aإذا آ�ن �  ^�6 ����� ����	�ق �
 ا��	��f ��ن ا��ا��≻
b

a
  و �����−

, ����	�ق ��&
b

a

 
−∞ −  

):��ن  ),
2

b a
x f x

a ax b

  
′∀ ∈ −∞ −   +  

  

  
  
  

)ج�ول ت�G�ات ا��ا�� .4 )0a x ax b≠ +�:  
  

���)0a ≺            ���)0a ≺  
 

        

        

 

 

 


 أن ا��ا��ی"ا��مH   :  م*()� �f��	�ا� 
 ^�6 ����� ����	�ق �
b

a
−  

) م� 3$�:  ��را�� ا��ا��:م��ل )0a x ax b≠ +�: 


"�6A ا��ا�� ا�"�دی�fا�%"��6 ب :( ) 3 5f x x= −  

  .f ��= ت"6ی] ا��ا����Dد .1
)أ�'* .2 )lim

x
f x

→+∞
.  

أدرس ������ ا��	�ق ا��ا�� �
 ا��	��  .3
5

3
  .��& ا��%�:

)أ�'* .4 )f x′ول ت@�6ات ا��ا���� FO و f.  

)أ�'* .5 )2fو ( )3fو ( )7f.  


�� ا��ا�� .6��Aم <VمfC`�%م�"�م� م C�"م 
� . 

  :ا�;:


 �%�F ا� �9ت ی4* أن �
0axی+�ن b+ ≥.  

 

0:��ی��
b

f
a

 
− = 
 

 
� 

  .ا� ����:
 

0aإذا آ�ن  ��ن �

0
2

a

ax b+
� 
ی"�

( ) 0f x′ �.  

0aإذا آ�ن  ��ن ≻

0
2

a

ax b+
≺ 
ی"�

( ) 0f x′ ≺.  

 

 

 

 

x 

f' ( )x  

f(x) 

 

 

 

-b/a 

+ 

0 

+∞ 

+∞ 

 

 

 

x 

f' 

f(x) 

 

 

 

-∞ 

- 

+∞ 

-b/a 
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1. ( )f xإذا آ�ن H	3م"��6 إذا و� 5 0x − ≥ 
3 ی"� 5x ≥ T�و م 

5

3
x ≥  

: ه�fی"�
 ��= ت"6ی] ا��ا��
5

,
3

D
 

= +∞  
  

2. ( )
5 5

lim lim 3 lim 3
x x x

f x x x
x x→+∞ →+∞ →+∞

 
= − = − = +∞ 

 
Bن

5
lim 0

x x→+∞
lim و =

x
x

→+∞
= +∞  


 '* ا���0ی� .3
( )

5

3

5

3
lim

5

3
x

f x f

x
+

 
→ 
 

 
−  

 

−

  

 :��ی��
( )

5

3 5 0 3 3 5 33

5 5 3 5 3 5

3 3

f x f
x x

x xx x

 
−   − − −  = = =

− −− −

  

:��ی��
5

3

lim 3 5 0

x

x
+

 
→ 
 

−  و=
5

: 3 5 0
3

x x
 
∀ − 
 

� �T�وم 
( )

5

3

5

3
lim

5

3
x

f x f

x
+

 
→ 
 

 
−  

  = +∞

−

  

^�6 ����� ����	�ق �
fهWا ی"�
 أن ا��ا�� 
5

3
  . ��& ا��%�:

):��ی�� .4 )
5 3

,
3 2 3 5

x f x
x

  
′∀ ∈ +∞ =   −  

  

�%� أن
3

0
2
3 و� 5 0x − ): ��ن� ) 0f x′ �.  

  :ج�ول ا���G�ات
                
                 

 

 

 

 

 

 

):��ی#� .5 )2 3 2 5 1 1f = × − = =  

)و )3 3 3 5 4 2f = × − = =  

)و )7 3 7 5 16 4f = × − = =  


	ا�����: ا��$ .6��:  
5

0
3

f
 

= 
 

ی"�
 أن ا��	��
5

,0
3

A
 
 
 

) ت��%
 ل )fC.  

( )2 1f )ی"�
 أن ا��	��= )2,1Bل 
) ت��% )fC.  

( )3 2f )�ی"�
 أن ا��	�= )3,2Bل 
) ت��% )fC.  

( )7 4f )ی"�
 أن ا��	��= )7,4Bل 
) ت��% )fC.  
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