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  :�1!�ط
1. " ���	

� ا �� �
��
��� .Xأ��� ا
��ول ا���
 "  � ا
���� ا

  
  &�ط%  $#�"  

 !"# ��$�"
  X    4(� زو'� &�%� 

�,ع #�د0.  1د0/. ھ, #�د زو'���  X    

2 ∈ℚ     X  

    X  #�د  1دي n#�دا  1د�0  �ن  2nاذا (�ن  

�	�د

ا : �2 1x = −  �  �7 ���8 ℝ    X  

��	���ة  � ا
;:�ء 
��ت ا/��$�
�/� ا'
  X    ����ط	�


"	�د114516 A#�:� 4  X    

( )( )2
2 4− = −    X  

�� ا
,اردة  � ا
��ول أ#�ه '�� �C/CD و  .2�
ھ� 8,'� �. %/. ا
 �Iط�H  � آن وا�7

 !��01
/�ا�� �C/CD و  إ��  �Iط�H و$8
�K,ص ا
ا
�,اب : (� ا
  #��رات

I.ا�()�رات *+
 ا�()�رات و ا�(�+��ت 
  ا�()�رات .1.1

�Hط�I  و  إ�� �C/CD ن إ��,M0 !�	� ��C0 �
�� #��رة (� �N ر�0$� 
  ...... rأو  qأو  P�1�p #�دة 
	��رة %�7O ا
�1,ز  


�� �� �	�1 #. �7/�� #��رة %��ول $0�! '�ول �7/�� #��رة :   �Q  
 P�1
�� أن ا
	��رة  1ا	0p �C/CD  

 P�1
�� أن ا
	��رة  0و ا	0p                                             �Hط�I  

  ا�(�+��ت 
+* ا�()�رات .1.2

)�رة .1.2.1 �.� 

  p#�د زو'� " �3	��1 ا
	��رة :     " 

�� �7/�� ا
	��رة /& ��p   رة��	

�T ب   �7pد �;� ا P�1�p  

�� �7/�� ا
	��رة /& ��p  إذن �;� #��رةp ن,M8 ھ, (� #��رة 
 U��) إذا �C/CDp  U��) إذا �Hط�I ن,M8 و �Hط�Ip 

�C/CD 

�;� ا
	��رة  
 P�1�p  P�1
�%p   أوp¬   
  

  أ�	+/:  
:�/8Vرات ا��	
�� /�  و &/�� �7/�� (� #��رة �. ا
  �7د ا
	��رة ا

• ( )( )42 2 =−  p      

•   2 ∈ℚ    q  

:�%,'Wا p رة��#:  �C/CD  ( )( )2
2 4− ≠  :  p 

q:  �Hط�I رة��#  ( )2∉ℚ  :  q 

  

)�ر��1 .1.2.2 23
  

 ھ, ا
	��رة ا
��  qو  AX#p #��ر8/. 
P�1
�% �T
 P�1�   :q    وp   ن,M8 ��
  وا

  qو  Y�  �C/CDp ا إذا (��U ا
	��ر�8ن 
.�	� ./�C/CD  

���X'�ول �7/�� �
  ا
	AX ا
  �7د &/�� �7/�� ا
	��رات ا8V/� :أ�	+/:

  ( )( )2
2 3 "− )و   < )" 3 1A ≥ “ ( )3 2 3+  Q∈2 "Bو  <

:�%,'Wا A:  �C/CD رة��#  ./�C/CD ./8ر��# .� ��,M� �T�W  
A:  �C/CD رة��#  ./�C/CD ./8ر��# .� ��,M� �T�W 
B:  �Hط�I رة��#  �Hط�I �� �C/CD رة��# AX# �T�W 


)�ر��1 .1.2.3 567  

q P�1و  �K p #��ر8/. �% �T
 P�1� ��
)أو   q(:   ھ, ا
	��رة ا p 

 qو  pوا
�� M8,ن  �IطY�  �H إذا (��U ا
	��ر�8ن 

.�	� ./�Hط�I  

�M #��رة �.  أ�	+/:    �/ ��
�7د &/�� ا
�C/�� و ا
	��رة ا

: �/8Vرات ا��	
  ا
1

"
2

 ∈ 
 

ℕ  و أ( )4 2= "A  

) أو #�د  1دي3("   )( )2
2 3− >"B  

")( )3.14π ) و= )2 1≤"C  

:�%,'Wا A:  �C/CD ن  #��رةW( )4 2= �C/CD رة��#  

B:  �C/CD رة��#   ./�C/CD ./8ر��# �K  �T�W 
C رة��#  �Hط�I:  ./�Hط�I ./8ر��# �K  �T�W 

  

1  
0  

    

0  1  
1  0  

      و   

1  1  1  
0  0  1  
0  1  0  
0  0  0  

      أو   

1  1  1  
1  0  1  
1  1  0  
0  0  0  

p

pp

pqqp

pqqp

 ��دة ا�������ت             أ>�د:��/ ا��9/ ا�!��8/   

                               ���</ و=�ة            
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 ا��
�ذ : 
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  1
"

2
 ∉ 
 

ℕ   و( )4 2≠ "A   

) #�د زو'� و3(" )( )2
2 3− ≤"B  

")( )3.14π ) أو≠ )2 1>"C  

ھ, ا
	��رة ا
�� �q  P�1و  pا��"Pام #��ر8/. : ا�
+Dام 
)�ر��1 .1.2.4

P�1
�% �T
  : ( )p q⇒  U��) ادا Y�  �Hط�I  ن,M8 ��
�C/CD و  pوا

q �Hط�I  
  ���EFت          

) ا
	��رة : � )p q⇒ " : 1�8أp  مP"�$8q       "

 U��) أو  " اداp  ن� q " 

)ا
	��رة :   � )q p⇒ �$M	
$8�! ا\��"Pام ا

��"Pام �
( )p q⇒  


"�1ھ�ن أن ا
	��رة :  �( )p q⇒�C/CD  رة��	
 �p;�1ض أن ا

 �C/CDq �C/CD و ��/. أن ا
	��رة 
  �7د &/�� �7/�� (� #��رة �. ا
	��رات ا8V/� ::�1	�ل 

( )0,1 "∈ℕ   2  د  1دي�#"A  

2"n >  4n > "B  
:�%,'Wا A  �C/CD و#��رةB �C/CD رة��#  

: �
��
  �_�ط: أ8�� �^ ا
��ول ا
  
  
 
  
  
  
  

/��
)ا
	��ر�8ن  : � )p q⇒     أووp                                          ن��H �M��  

  �7د �;�  ا
	��رة ا8V/� ::�2	�ل
2 9 3 3"x x أو x= ⇒ = = −"A  


)�ر��1 .1.2.5 H7�I1  

q P�1و  �M8p ` #��ر8/. �% �T
 P�1� ��
):   ھ, ا
	��رة ا )p q⇔

  وا
�� M8,ن  Y�  �C/CD إذا (��U ا
	��ر�8ن 
 p  وq .�	� ./�Hط�I أو �	� ./�C/CD    

)ا
	��رة :   )p q⇔" : 1�8أp  a �M8q       "  

�7د &/�� �7/�� (� #��رة �. ا
	��رات أ�	+/:
: �/8Vا  

( )( )2
2 4− =  ⇔ ( )3 1≥   

( )5 3≥                         1− ∈ℕ ��X��
  '�ول �7/�� ا
��M ` ا

)ا
	��ر�8ن  : &�$�/ )p q⇔و( )q p⇒   ( )p q                                   ����H �Mن         ⇒و

II. ت���Iا��ا�/ ا�()�ر:/ و ا��:  

�:�1!�ط��
):  �	��1 ا
�	�/1 ا ) 2; 0x x x∈ − ≥R  

�72xد &/�� �7/��  ا
�	�/1 �. أ'�  • =   
�71د &/�� �7/��  ا
�	�/1 �. أ'�  •

2
x =  

�71xد &/�� �7/��  ا
�	�/1 �. أ'�  • = −   
: �%,'W���2 :  �. أ'�  ا 0≥  �C/CD رة��# !"# �KC� b�  و�
�2x. أ'�  =  : ���1

0
4

− ≥  �Hط�I رة��# !"# �KC� b�  و�

�1. أ'�

2
x =   : ���1

0
4

− ≥  �Hط�I رة��# !"# �KC� b�  و�

�1x. أ'�  = −  : ���2 0≥  �C/CD رة��# !"# �KC� b�  و�
  :1/�	�
)إذن ا ) 2; 0x R x x∈ − ≥  �/& c	% �'أ .� �C/CD d�K0

x  .�R  �/& c	% �'أ .�  �Hط�Ix  
�,#�  �C8x,ي #"! ��e/��1,ل أ��� أ��م دا
� #��ر�0 ��
�� إ
! ا��0  

 : f�M�2/ 0x x x∃ ∈ − ≥ℝ  �',0 و��1أ  .� g/C%2 0x x− ≥  


�:�2!�ط��
):  �	��1 ا
�	�/1 ا ); ² 0n n∈ ≥ℕ  

�72nد &/�� �7/��  ا
�	�/1 �. أ'�  • =  
 \ i�C8  ا
�	�/1 ا
$�%i؟ nھ� 8,'� &/�   ل :  •

  ��KC  :#"! #��رة �C/CD  اW',%� : �. أ'�
 1/e��
�� ا/& .M8 ��T� �C/CD رة��# !"# �KC� ��  ��j7 أ�

 : f�M�2/ 0n n∀ ∈ ≥ℕ  
  ا�()�ر:/ ا��ا�/ )1

�� دا
� #��رN� �) �0 ر�0
� �C0,ي #"! ��e/1 (أو #�ة ��e/1ات ) $�
 ��,"	� �#,��� !
�� إ��0E g/7  

  .� 1K�	% 1/e��
�� ا
,# ��و�P�1 #�دة 
�ا
�  d�K8E #��رة  ("

)#��ر�0 %�
P�1  أو  )B x   أو( );A x y  ....  

  ا����I/ ا�()�رات )2
)ا��X&� �. ا
�ا
� ا
	��ر�0  )A x "  رة��	
)  �M,ن ا )A x,x E∃ ∈       "

 �&Wو��1أ : " 0,'� #"! اx    

  .�E  �/D��
)i�C0 ا )A x" رة��	
)  "   وM8,ن ا )A x,x E∃ ∈  

 �&Wإذا و'�  #"! ا �C/CD  "x    .�E  �/D��
)i�C0 ا )A x  

)ا��X&� �. ا
�ا
� ا
	��ر�0  )A x "  رة��	
)  �M,ن ا )A x,x E∀ ∈       "

 .M0 ��T� " : و��1أx    .�E  ��0�
( )A x"  

) وM8,ن ا
	��رة " )A x,x E∀ ∈   1D��# �/�' U��) إذا �C/CD  "

E  �/D��
)i�C8 ا )A x.  

�:��11: :  �/8Vرات ا��	
  �7د &/�� �7/�� (� #��رة �. ا
1. 2" / 0"x x∀ ∈ >ℝ  
2. "  ,    " 
²  ⇔   1دي#�د 5 " .3 1 0x + =,x∃ ∈R    "  

4. ( )2 3< ⇒ / "
2

n
n∀ ∈ ∈ℕ ℕ  "  

5. ( ); 1 cos 1x x∀ ∈ − ≤ ≤ℝ
 

6. ( ) ( ); :n m n m∀ ∈ ∃ ∈ <ℕ ℕ   

7.  2 1n ) زو'�#�د   + )n∃ ∈ℕ 

8. ( );n n∀ ∈ ∈ℕ ℕ 

9. ( ) ( ); : 0x y y x∀ ∈ ∃ ∈ − >ℝ ℝ   

10. ( )! ;2 4 0x x∃ ∈ + =ℝ 

11. ( ) 2! ; 2x x∃ ∈ =ℝ 

12. ( );
4

x
x∃ ∈ ∈ℤ ℤ 

13. ( ) ( ) 2; :x y y x∀ ∈ ∃ ∈ =ℝ ℝ 

) �I5  �C/CD (6ط�I (4 (   �Hط�I (2  �C/CD (3   �Hط�H   1ا�=@</ :
  �C/CD7   �Hط�I (8   �Hط�I (9  �C/CD (10  �C/CD (11   �Hط�I (

12  �C/CD (13 lIO�   �Hط�I (1x = −  
 
 

⇒

⇒

q

⇔

2x =

R

xR

2n =
n

² 2 0x − =x∃ ∈R

( )p q⇒        

1  1  1  
0  0  1  
1  1  0  
1  0  0  

( )p q⇒ أوp p          

      1  1  
      0  1  
      1  0  
      0  0  

( )p q⇔       

1  1  1  
0  0  1  
0  1  0  
1  0  0  

qp

qqp

qp
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)�;� ا
	��رة " &�$�/ :   )A x,x E∀ ) "ھ, ا
	��رة " ∋ )A x,     "  

)  �;� ا
	��رة "   )A x,x E∃ ) "   ھ, ا
	��رة "  ∋ )A x,     " 

�:��12: :  �/8Vرات ا��	"
 �/ ��
)    )�71د ا
	��رة ا ) ( );2 5 1nn n∀ ∈ +ℕ ≻  

2( " 3

2
− ∈ℚ ²و 2 0x − =,x∃ ∈R" 

3(( ) ( ); :n m n m∀ ∈ ∃ ∈ <ℕ ℕ 4(زاو�0 �7دة b
    (� ��m�& g"n ا
Pاو�0 

�$� �M$,رة ,'� 8)5`�
))l ��6ة  � ا ) : 0n n n∀ ∈ ∈ ⇒ ≥ℤ ℤ  

: �%,'W1ا( ( ) ( ): 2 5 1nn n∃ ∈ ≤ +ℕ     

2   (( ) 2 3
: 2 0

2
x x ∀أو ∈ − ≠ − ∉ℝ ℚ  

3(( ) ( ); :n m n m∃ ∈ ∀ ∈ ≥ℕ ℕ 4  �71دة/Q �0زاو b
  )�m�& g"n� �',0 ا
Pاو�0 

�$� M� 1/Q$,رة 5`�
))6)(� �,ا l ا ) : 0n n n∃ ∈ ∈ <ℤ ℤ و    

�:��13:�/8Vرات ا��	"
 �/ ��
   :�7د ا
	��رة ا
1( ( ) 2; : 2 4P x x x∀ ∈ ≠ ⇒ ≠ℝ  

2( ( ) 2; : 2 2015Q x x x∃ ∈ < ⇒ ≥ℝ  

 �%,'W1:ا( ( ) 2; : 2 4P x x ∃xو ∈ ≠ =ℝ  

2( ( ) 2; : 2 2015Q x x ∀xو ∈ < <ℝ 

III. /�J�:ت ا��KK�
�Kا: 
1. �=�
�
�Kل اK�
�Kا : 


/M.  �	�ل :x ∈ℝ   : 1%/. أن 1
2 4 1

3 1
x

x
< < ⇒ < <

−
    

 �%,'W�2;�1ض أن : :ا 4x< و��/. أن :  >
1 1

1
3 1x

< <
−

  

 : ��0�
2 4x< 2اذن :  > 1 1 4 1x− < − < −  

1اذن :  1 3x< − اذن :  >
1 1

1
3 1x

< <
−

  

 : b�  و�

 �:��14: .M/
x ∈ℝ: أن ./%
1 3 5 11

2
3 4 2

x
x

x

− +− < < ⇒ <
+

   

اW',%� :�;�1ض أن : 
1

2
3

x− < و��/. أن :  >
3 5 11

4 2

x

x

− + <
+

  

: ��0�
 1
2

3
x− < اذن: >

1
2 4 4 4

3
x− + < + < اذن +

13
2 4

3
x< + 3اذن > 1 1

13 4 2x
< <

+
  

: ��0�
1 و
2

3
x− < < 6اذن  3 1x− < 1اذن: > 3 6x− < − <   

4اذن 3 5 11x< − + <  

 : b�12و� 3 5 11

13 4 2

x

x

− +< <
+

  b�3و� 5 11

4 2

x

x

− + <
+

  


�Kل <���	�ل ا���Lد :�Kا 

/� �Iط�H �� 8	"/� ا
�,اب %/.��nل : ��
  : ا
	��رة ا

 "p ( ) 1
; 2x x

x
∗∀ ∈ + ≥ℝ  

2x ا
�,اب : �	��1 : = −  : ��0�
1 5
2 2

2 2
− + = − <

−
  �Iط�H اذن :  


/� �Iط�H �� 8	"/� ا
�,اب::��15:���
  %/. ا
	��رة ا

  " 
( )0 1
1

x y

xy xy

+< <
−

  ,] [0;1y∀ [و  ∋ [0;1x∀ ∈  "p  

1 ا
�,اب : �	��1 :

2
x 1 و=

2
y = : ��0�
 

1 1
1 1 122 2 1

1 3 31 1 31
4 4 124 4

+
= = = >

  ×− 
 

  

 �Iط�H اذن : 
2. MI)+� د�Lام ا��D+
�K�> لK�
�Kا  


�M ��1ھ. أن ا\��"Pام( )p q⇒  امP"��M0 d/CD;� أن ��1ھ. أن ا\

 oM	"
�:�د 
)ا )q p⇒d/CD 


/M.  :�1	�لx ∈ℝ   وy ∈ℝ  :1%/. أن 1
1

2 2
x y y +xأو > ⇒ > >   

�:�د 
"	oMا
�,اب :�$�	�� ا\���\ل 
��"Pام ا\�%  
1اذن M0;� أن ��/. أن :  1

1
2 2

x yو x y≤ ≤ ⇒ +   ؟؟؟؟؟≥

: ��0�
 1 1

2 2
x ≥yو 1 اذن :≥ 1

2 2
x y+ ≤ 1x اذن : + y+ ≤  

 : b�1و� 1
1

2 2
x yو x y≤ ≤ ⇒ + ≤ : �
��
1 و%� 1

1
2 2

x y y +xأو > ⇒ > >   

�:�د 
"	oM أ�b : اذا (�ن : :��16:�
��ل ا\���\ل %�\��"Pام ا	���% ./% 
] [+∞∈ ;1xو] [1;y ∈ +∞  

( ) ( )2 22 2x y x x y y≠ ⇒ − ≠ −   

�:�د 
"	oM ا
�,اب
�� ا\���\ل %�\��"Pام ا	�$�:  
2اذن M0;� أن ��/. أن :  22 2x x y y x y− = − ⇒   ؟؟؟؟؟=

: ��0�
 2 2 2 22 2 2 2 0x x y y x x y y− = − ⇒ − − + =  

( ) ( )( ) ( )2 2 2 0 2 0x y x y x y x y x y⇒ − − − = ⇒ − + − − =  

( )( )2 0 0 2 2 0x y x y x y xأو y x yأوx y⇒ − + − = ⇒ − = + − ⇒ = + − =  

�� و�	"� أن : 	01x �� و: و�	"� أن :   <	0
1y >    

 b�2xو� y+ >  ��	02 0x y+ − >  b�2و� 0x y+ − ≠  
 : b�2و� 22 2x x y y x y− = − ⇒ =   

: �
��
   و%�

�:��17: : .M/
x ∈ℝ : 2%/. أن
8 2

5

x
x

x

+≠ − ⇒ ≠
+

   

�:�د 
"	oM ا
�,اب
�� ا\���\ل %�\��"Pام ا	�$�:  

2اذن M0;� أن ��/. أن : 
2 8

5

x
x

x

+ = ⇒ = −
+

  ؟؟؟؟؟

: ��0�
 ( )2
2 2 2 5

5

x
x x

x

+ = ⇒ + = +
+

  

( )2 2 5 2 2 10 8 8x x x x x x+ = + ⇒ + = + ⇒− = ⇒ = −  

 : b�2و�
2 8

5

x
x

x

+ = ⇒ = −
+

  

�:��18:] [+∞∈ ;1x    و] [+∞∈ ;2y    
)%/. أن :  ) ( )yyxxyx 33 22 −≠−⇒≠  

oM	"
�:�د 
  ا
�,اب :�$�	�� ا\���\ل %�\��"Pام ا
2اذن M0;� أن ��/. أن :  23 3x x y y x y− = − ⇒   ؟؟؟؟؟=

: ��0�
 2 2 2 23 3 3 3 0x x y y x x y y− = − ⇒ − − + =  

( ) ( )( ) ( )2 2 3 0 3 0x y x y x y x y x y⇒ − − − = ⇒ − + − − =  

( )( )3 0 0 3 3 0x y x y x y xأو y x yأوx y⇒ − + − = ⇒ − = + − ⇒ = + − =  

�� و�	"� أن : 	01x �� و: و�	"� أن :   <	02y >    
 b�3xو� y+ >  ��	03 0x y+ − >  b�3و� 0x y+ − ≠  

 : b�2و� 23 3x x y y x y− = − ⇒ =   
: �
��
   و%�

3. H7�I

�Kل <���Kا:  
 : �
��
���X ا�
�� ا\���\ل %�
��M ` #"! ا
���,ن ا�	0  

) ⇔   q(إذا (�ن :   p   و)r   ⇔ (q   : ن�  )r   ⇔ ( p    

2a%/. أن :   �	�ل: b ab+ ≥ ( ) ( )2
;a b ∗+∀ ∈ R    

x E∃ ∈

x E∀ ∈

1 1
2 4 1

3 1
x

x
< < ⇒ < <

−

p

p

] [+∞∈ ;1x] [+∞∈ ;1x

( ) ( )2 22 2x y x x y y≠ ⇒ − ≠ −

] [+∞∈ ;1x] [+∞∈ ;2y

( ) ( )yyxxyx 33 22 −≠−⇒≠
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:` �M�
  ا
�,اب :�$�	�� ا\���\ل %�

( ) ( )2 2

2 2 0 2 0a b ab a b ab a b ab+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ + − ≥  

( )2

0a b⇔ − ≥  

  f',� ��m1%� دا�
  وھlا W d/CDن ا
: �
��
         و%�

1 %/. أن ::��19:�
2x

x
+ ≥,0x∀ >    

�� ا\���\ل %�
��M `: ا
�,اب	�$�:   
  

2 21 1 1
2 2 2

x x
x

x x x

+ ++ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥   

2 21 1 2
2 0 0

x x x

x x

+ + −⇔ − ≥ ⇔ ≥  

( )22 11 2
0 0

xx x

x x

−+ −⇔ ≥ ⇔ ≥  

)وا
	��رة :  )2
1

0
x

x

−
�f',� �%1 و ≤
  W �C/CDن : ا

  �
��
1و %�
0; 2x x

x
∀ > + ≥ �C/CD  


�Kل <.56 ا�#�Kت  .4�Kا:  
��ل ا\���\ل %;�K ا
�C\ت �	�ل:	���% :  

 �  �7R : �
�	�د
)ا ) : 3 6 1E x − =
  

3:��رس ا�qرة :  ا
�,اب 6x −  

  
 �
�C
2x: اذا (��U :1ا 3 �ن :  ≤ 6 0x − ≥  : b�و�

 
  

3 6 1x − = ⇔3 7x = ⇔7

3
x S= ∈ ⇔  

 �
�C
2x: اذا (��U :2ا 3 �ن :  ≥ 6 0x − ≤  : b�و�
 

  

( )3 6 1x− − = ⇔3 6 1x− + = ⇔3 5x− = − ⇔5

3
x S= ∈ ⇔  

�,#� ا
C",ل ھ� : �� b�5و� 7
;

3 3
S

 =  
 

  

��ل ا\���\ل %;�K ا
�C\ت  :��110:�	���%  
  �  �7 : �
�	�د
3 ا 2 4 5x x+ − = +

  
4xا
�,اب :��رس ا�qرة :  −  

 �
�C
4x : اذا (��U :1ا 4 �ن : ≤ 0x − ≥  : b�و�
 

4 4x x− = −  

3 2 4 5x x+ − = +
3 2 8 5x x+ − = + ⇔

10x S= ∈ ⇔  
 �
�C
4x : اذا (��U :2ا  : �ن ≥

4 0x − ≤  : b�و�
 

4 4x x− = − +  

3 2 4 5x x+ − = +3 2 8 5x x− + = + ⇔2x S= ∈ ⇔  

�,#� ا
C",ل ھ� : �� b�}و� }2;10S =  

��ل ا\���\ل %;�K ا
�C\ت :��111:�	���%   
 �  �7R : �
�	�د
)ا ) 2: 1 1 0E x x− + + =

  
1xا
�,اب :��رس ا�qرة :  +  

  
1x: اذا (��U :1ا�#��/ ≥ 1 �ن :  − 0x + ≥   

 : b�و�
 

  

( )2 1 1 0x x− + + = ⇔2 0x x− = ⇔( )1 0x x − = ⇔

0 1x Sأوx S= ∈ = ∈ ⇔  
1x: اذا (��U :2ا�#��/ ≤ 1:  �ن − 0x + ≤  

  : b�و�
 

  

( )2 1 1 0x x+ + + = ⇔2 2 0x x+ + = ⇔ �T
 o/
 �
�	�د
 وھlه ا

 �  �7ℝ  : نW7 0∆ = − <  
�,#� ا
C",ل ھ� : �� b�}و� }0;1S =  

��ل ا\���\ل %;�K ا
�C\ت .%/. أن :    :��112:�	���%2n n+   
∀n#�د زو'�     ∈ℕ   


� : ا
�,اب�C
/#�د زو'�   اذن :   n:1ا 2k n k∃ ∈ =ℕ     

( ) ( )22 2 22 2 4 2 2 2 2n n k k k k k k k ′+ = + = + = + =  

 : b�2nو� n+      �'د زو�#  
 �
�C
/اذن :     1دي#�د   n:2ا 2 1k n k∃ ∈ = +ℕ     

( )22 22 1 2 1 4 4 1 2 1n n k k k k k+ = + + + = + + + +  

( )2 2 24 6 2 2 2 3 1 2n n k k k k k ′+ = + + = + + =  

 : b�2nو� n+      �'د زو�#  
 : �
��
2nو%� n+      �'د زو�#n∀ ∈ℕ  

5. 2+R��> لK�
�Kا :  

�M ��1ھ. أن #��رة �C/CD �;�1ض أن ا
	��رة �Iط�H و��Cول ا
KC,ل 

�	X/�ت
8��&c �� ا !"#  

��ل ا\���\ل %�
�"A أن :  :�1	�ل	���% ./%
2

2

1
1

1

x

x

− ≠
+

/x∀ ∈ℝ  

: �;�1ض أن :  ا
�,اب
2

2

1
1

1

x

x

− =
+

/x∃ ∈ℝ  

 ��	02 21 1x x− = +  ��	01 1− = + d/CD 1/Q اlوھ  
 �Sه >�ن &�ط��J�
2أي : و��V �� ا7

2

1
1

1

x

x

− ≠
+

/x∀ ∈ℝ  

  #�د زو'� #�د زو'�  �ن :    <�� أ�V اذا >�ن  :��113:�
/#�د  1دي أي أن :  n ا
�,اب : �;�1ض أن : 2 1k n k∃ ∈ = +ℕ  

 : b�)  و� ) ( )22 2 22 1 4 4 1 2 2 2 1 2 1n k k k k k k ′= + = + + = + + = +  

�	X/�ت : 2nأي : 
  #�د زو'� #�د  1دي وھlا �0��&c �� ا
  #�د زو'� : و��V �� ا7
���Jه >�ن &�ط�S أي 

6. Y=�

�Kل <���Kا   
 .M�
( )p n  �	/ط� d/CD د�	% �X�81� رة��#n   


�M ��1ھ. أن ا
	��رة ( )p n�C/CDn∀ ∈ℕ  

��n% 1ث �1ا�7 :�  
�$�� ل  •
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  
�$�� ل  •
�% �C/CD رة��	
  �n;�1ض أن ا
�$�� ل  •
�% �C/CD رة��	
��1n/. أن ا +  

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : :�1	�ل	���% ./%;3 1 2nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  
  ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :

/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  
 ��0�
03 1 2 0≥ + 1أي :  × �$�� ل  ≤1
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E�3;�1ض أن:: 2ا��� 1 2n n≥ +  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( )13 1 2 1n n+ ≥ + 13أي ��/. أن :  + 2 3n n+ ≥   ؟؟+

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
  

 3 1 2n n≥ )اذن :  + )3 3 3 1 2n n× ≥ × +  

 : ��	013 6 3n n+ ≥ +  ��/��
  اذن 
� ��� %	� ا
j7��  :6 أن  3 2 1n n+ ≥ 0�M. 7$�ب ا
;1ق) +)  

2a b ab+ ≥( ) ( )2
;a b ∗+∀ ∈ R

0x∀ >

0x∀ >

( ) : 3 6 1E x − =

( ) : 3 6 1E x − =

R

( ) 2: 1 1 0E x x− + + =

( ) 2: 1 1 0E x x− + + =

n ∈ℕ2nn

2n
n
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  ( ) ( )6 3 2 1 6 3 2 1 4 2 0n n n n n+ − + = + − − = + ≥  

0�� اذن : �
13 6 3n n+ ≥ 6و   + 3 2 1n n+ ≥ + : b�13 و� 2 3n n+ ≥ +   
��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : :��114:�	���% ./%;3 1nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  

  ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
03 1 0≥ 1أي :  + �$�� ل  ≤1
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E�3;�1ض أن:: 2ا��� 1n n≥ +  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( )13 1 1n n+ ≥ + 13أي ��/. أن :  + 2n n+ ≥   ؟+

 : �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
3 1n n≥ )اذن :  + )3 3 3 1n n× ≥ × +  

 : ��	013 3 3n n+ ≥ +  ��/��
  اذن 
� ��� %	� ا
j7��3 أن  :  3 2n n+ ≥ 0�M. 7$�ب ا
;1ق) +)  

( ) ( )3 3 2 3 3 2 2 1 0n n n n n+ − + = + − − = + ≥  

0�� اذن : �
13 3 3n n+ ≥ 3و   + 3 2n n+ ≥ + : b�13 و� 2n n+ ≥ + 
��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : :��115:�	���% ./%;2 1nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  

   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
02 1 0≥ 1أي :  + �$�� ل  ≤1
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E�2;�1ض أن:: 2ا��� 1n n≥ +  �C/CD  
/+Eأن: :3ا��� ./��( )12 1 1n n+ ≥ + 12أي ��/. أن :  + 2n n+ ≥   ؟؟؟؟؟+

 : �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
2 1n n≥ )اذن :  + )2 2 2 1n n× ≥ × +  

 : ��	012 2 2n n+ ≥ +  ��/��
  اذن 
� ��� %	� ا
j7��2 أن  :  2 2n n+ ≥ 0�M. 7$�ب ا
;1ق) +)  

( ) ( )2 2 2 0n n n+ − + = ≥  

0�� اذن : �
12 2 2n n+ ≥ 2و   + 2 2n n+ ≥ + : b�12 و� 2n n+ ≥ +  

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : :��116:�	���% ./% ( )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  :

n ∗∀ ∈ℕ  
��n% 1ث �1ا�7 : ا
�,اب� :   
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��1n أن ا =  

 ��0�
( )1 1 1 1 2
1 1

2 2

× + ×= = �$�� ل  =
�% �C/CD رة��	
1nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�( )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( ) ( ) ( )1 2
1 2 3 ... 1

2

n n
n n

+ × +
+ + + + + +   ؟؟  =

: ��0�
( ) ( ) ( )1 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +  

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
) و )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  

) اذن : ) ( ) ( ) ( )1
1 2 3 ... 1 1 1 1

2 2

n n n
n n n n

× +  + + + + + + = + + = + + 
 

  

( ) ( ) ( ) ( )1 22
1 2 3 ... 1 1

2 2

n nn
n n n

+ ++ + + + + + + = + = 
 

  

0�� اذن : �
( )1
1 2 3 ...

2

n n
n

× +
+ + + + =  :  

�:��117:   ./%3 2n n+   !"# ��$�
�� M0. ا
	�د ا
d/CK  ���03 اT�
 �	/�X
  nا

 : ./�� ��/3ا
�,اب :0	 2 3k n n k∃ ∈ + =ℕ  
�� ا\���\ل %�
�1'� و ���n% 1ث �1ا�7 :	�$�  

/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  
 ��0�
30 2 0 0+ × 
"	�د  = A#�:�3  ل ��$�
�% �C/CD رة��	
و��b ا
0n =  

/+E�3;�1ض أن:: 2ا���/ 2 3k n n k∃ ∈ + =ℕ  �C/CD  
/+Eأن: :3ا��� ./��( ) ( )3

/ 1 2 1 3k n n k′ ′∃ ∈ + + + =ℕ  ؟؟؟؟؟  

( ) ( )3 3 21 2 1 3 3 1 2 2n n n n n n+ + + = + + + + + =  

( ) ( ) ( )3 2 2 22 3 3 3 3 3 1 3 1n n n n k n n k n n+ + + + = + + + = + + +  

( )23 1 3k n n k ′= + + + =  ��2 1k k n n′ = + + +  

 : b�)و� ) ( )3
/ 1 2 1 3k n n k′ ′∃ ∈ + + + =ℕ  

 �
��
�� #"!   و%�$�
�� M0. ا
	�د ا
d/CK ا
�X/	�  ���03 اT�  
��ل ا\���\ل %�
�1'� أن :  :��118:�	���% ./%  

 ( ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

× + × +
+ + + + =  :  

   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��1n أن ا =  

 ��0�
( ) ( )2 1 1 1 2 1 1 2 3
1 1

6 6

× + × + × ×= = �$�� ل  =
�% �C/CD رة��	
1nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�( ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

× + × +
+ + + + =  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 ... 1

6

n n n
n n

+ × + × +
+ + + + + +   ؟  =

 ��0�
: ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 21 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +  

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
) و ) ( )2 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ...

6

n n n
n

× + × +
+ + + + =  

) اذن : ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 1 2 1
1 2 3 ... 1 1

6

n n n
n n n

+ +
+ + + + + + = + +  

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 1
1 2 3 ... 1 1 1

6

n n
n n n n

+ 
+ + + + + + = + + + 

 

  

( ) ( ) ( ) ( )
22 1 6 1 2 7 6

1 1
6 6

n n n n n
n n

+ + +   + += + = +   
  

  

�� أن ��j7 أن : �M�)و0 ) ( )22 7 6 2 2 3n n n n+ + = + +  

 : b�)و� ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 1 2 2 3
1 2 3 ... 1

6

n n n
n n

+ × + × +
+ + + + + + =  

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن :  :��119:�	���% ./%  

 ( ) 2

3 3 3 3 1
:1 2 3 ...

2

n n
n n∗ + 

∀ ∈ + + + + = 
 

ℕ   

   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��1n أن ا =  

 ��0�
( ) 3

3 1 1 1
1 1

2

+ 
= = 
 

�$�� ل  
�% �C/CD رة��	
1nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�( ) 2

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

2

n n
n

+ 
+ + + + = 

 

  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( ) ( ) ( ) 2
33 3 3 3 1 2

1 2 3 ... 1
2

n n
n n

+ × + 
+ + + + + + = 

 

  ؟؟  

: ��0�
 ( ) ( ) ( )3 33 3 3 3 3 3 3 31 2 3 ... 1 1 2 3 ... 1n n n n+ + + + + + = + + + + + +  

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
) و ) 2

3 3 3 3 1
1 2 3 ...

2

n n
n

+ 
+ + + + = 

 

  

) اذن : ) ( ) ( )
2

3 33 3 3 3 1
1 2 3 ... 1 1

2

n n
n n n

+ 
+ + + + + + = + + 

 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 2 2

3 2 21 4 4
1 1 1 1

4 4 4

n n n n n
n n n n

+    + += + + = + + + = +   
   

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 22 2
2 2 2

2

2 2 1 2
1 1

4 2 2

n n n n
n n

+ + + + 
= + = + =  

 

  

 : b�)و� ) 2

3 3 3 3 1
:1 2 3 ...

2

n n
n n∗ + 

∀ ∈ + + + + = 
 

ℕ  

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن :  :��120:�	���% ./%  
  0 1 2 3 1:2 2 2 2 ... 2 2 1n nn +∀ ∈ + + + + + = −ℕ  

n ∗∀ ∈ℕ

3 2n n+n

n ∗∀ ∈ℕ
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   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :  
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
02 0و =1 12 1 1+ − �$�� ل  =
�% �C/CD رة��	
1nو��b ا =  
/+E�0;�1ض أن:: 2ا��� 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + + = −  �C/CD  
/+E��0/. أن: :3ا��� 1 2 3 1 22 2 2 2 ... 2 2 2 1n n n+ ++ + + + + + =   ؟؟؟؟؟  −

: ��0�
 ( )0 1 2 3 1 0 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 2 2 2 2 ... 2 2n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +  

��0�
f$7 0 ا �1اض ا
�1'� : و 1 2 3 12 2 2 2 ... 2 2 1n n++ + + + + = −  
1 اذن : 1 1 1 1 22 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1n n n n n+ + + + += − + = × − = × − = −  

: b�0 و� 1 2 3 1 22 2 2 2 ... 2 2 2 1n n n+ ++ + + + + + = −  
: �
��
0 وا 1 2 3 1:2 2 2 2 ... 2 2 1n nn +∀ ∈ + + + + + = −ℕ  

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : :��121:�	���% ./%  
1

0 1 2 5 1
5 5 5 ... 5

4

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ 

   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
05 0و =1 15 1
1

4

+ − �$�� ل  =
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�
1

0 1 2 5 1
5 5 5 ... 5

4

n
n

+ −+ + + =  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��
2

0 1 2 1 5 1
5 5 5 ... 5 5

4

n
n n

+
+ −+ + + +   ؟؟؟؟؟  =

: ��0�
 ( )0 1 2 3 1 0 1 2 3 15 5 5 5 ... 5 5 5 5 5 5 ... 5 5n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +  

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
 و
1

0 1 2 5 1
5 5 5 ... 5

4

n
n

+ −+ + + =  

 اذن :
1

0 1 2 1 15 1
5 5 5 ... 5 5 5

4

n
n n n

+
+ +−+ + + + = +  

 1 1 1 25 1 4 5 5 5 1 5 1

4 4 4

n n n n+ + + +− + × × − −= = =  

: b� و�
2

0 1 2 1 5 1
5 5 5 ... 5 5

4

n
n n

+
+ −+ + + + =   

�
��
1 : : وا
0 1 2 5 1

5 5 5 ... 5
4

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ  

:%/. أن)��11:1:�
1

0 1 2 3 1
3 3 3... 3

2

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ 

)أ)  %/. أن : ) 2   )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +      n∀ ∈ℕ 

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن :     	��2 ب)  %/. %� 6 7n n≥ +   6n∀ ≥  
��n% 1ث �1ا�7 : )1ا
�,اب :�   
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
03 0و =1 13 1
1

2

+ − �$�� ل  =
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�
1

0 1 2 3 1
3 3 3 ... 3

2

n
n

+ −+ + + =  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��
2

0 1 2 1 3 1
3 3 3 ... 3 3

2

n
n n

+
+ −+ + + +   ؟؟  =

: ��0�
 ( )0 1 2 3 1 0 1 2 3 13 3 3 3 ... 3 3 3 3 3 3 ... 3 3n n n n+ ++ + + + + + = + + + + + +  

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
 و
1

0 1 2 3 1
3 3 3 ... 3

2

n
n

+ −+ + + =  

 اذن :
1

0 1 2 1 13 1
3 3 3 ... 3 3 3

2

n
n n n

+
+ +−+ + + + = +  

 
1 1 1 1 2

13 1 3 1 2 3 3 3 1 3 1
3

2 2 2 2

n n n n n
n

+ + + + +
+− − + × × − −= + = = =  

: b� و�
2

0 1 2 1 3 1
3 3 3 ... 3 3

2

n
n n

+
+ −+ + + + =   

: �
��
: وا
1

0 1 2 3 1
3 3 3 ... 3

2

n
n

+ −+ + + = :n∀ ∈ℕ  

)��/. أن :  )أ)2 )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  n∀ ∈ℕ؟؟؟؟؟  

�f$C ا
;1ق : 
( ) ( )( )12 14 6 1 7 2 14 6 6 7 6 1 0n n n n n+ − + + = + − − − = + ≥  

 : b�)و� )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  n∀ ∈ℕ  

2 )ب)��/. أن :2 6 7n n≥ +   6n∀   ؟؟؟؟؟≤
 /+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��6n أن ا =  

 ��0�
62 6 6 7≥ × W64ن :  + �$�� ل  ≤43
�% �C/CD رة��	
و��b ا
6n =  

/+E�2;�1ض أن:: 2ا��� 6 7n n≥ +  �C/CD  
/+Eأن: :3ا��� ./��( )12 6 1 7n n+ ≥ +   ؟؟؟؟؟ +

 : �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
2 6 7n n≥ )اذن :  + )2 2 2 6 7n n× ≥ × +  

 : ��	012 12 14n n+ ≥ +  ��/��
  اذن 
� ��� %	� ا
0��   )أ)2 وf$7 ا
$`ال�
  :( )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  n∀ ∈ℕ  

0�� اذن : �
12 12 14n n+ ≥ )و   + )12 14 6 1 7n n+ ≥ + +  

 : b�) و� )12 6 1 7n n+ ≥ + +  

: ���
2 و<�� 6 7n n≥ +   6n∀   ؟؟؟؟؟≤

�:��123:.M0 ��T� bأ� ./%n .�∗
ℕ.  

( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n× + × + × + × + + × + = × + × +  

   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��1n أن ا =  

 ��0�
( )1 1 1 1 2 2× + = × )و = ) ( )1 1
1 1 1 1 2 2 3 2

3 3
× × + × + = × × و��b ا
	��رة   =

�$�� ل 
�% �C/CD1n =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n× + × + × + × + + × + = × + × +    

/+Eأن ::3ا��� ./�� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 3

3
n n n n n n n× + × + × + × + + × + + + × + = + × + ×   ؟؟ +

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
 ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2

3
n n n n n× + × + × + × + + × + = × + × +  

) اذن: ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 1 2

3
n n n n n n n n n× + × + × + × + + × + + + × + = × + × + + + × +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 3
1 2 1 2 1 2 1 1 2

3 3 3

n
n n n n n n n n n n

+   = × + × + + + × + = + × + + = + × +   
   

  

 b�)و� ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2 3 3 4 4 5 .... 1 1 2 1 2 3

3
n n n n n n n× + × + × + × + + × + + + × + = + × + × +   

�:��124:.M0 ��T� bأ� ./% .�.  

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1

....
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
  

   ا
�,اب : ���n% 1ث �1ا�7 :
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��1n أن ا =  

 ��0�
( )
( ) ( )
1 1 3 4 1

41 1 1 2 4 2 3 6

× +
= =

+ × + × ×
1و  1

1 2 3 6
=

× ×
�$�� ل   
�% �C/CD رة��	
1nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�  

 
( ) ( )

( )
( ) ( )

31 1 1 1
....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
 �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1 41 1 1 1 1
....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 1 2 3 4 2 3

n n
S

n n n n n n n n

+ × +
= + + + + + =

× × × × × × × + × + + × + × + + × +
  ؟؟ 

 ��0�
: �'1�
   f$7 ا �1اض ا

( ) ( )
( )

( ) ( )
31 1 1 1

....
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
  

  اذن :

n∗
ℕ
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  ا��
�ذ : 
	���� ����                                                                                                 7 ص
 
 

   ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
3 31 4

4 1 2 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

n n n n

n n n n n n n n n n n

× + × +
= + = +

+ × + + × + × + + × + × + + × + × +
  

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 3 26 9 43 4 6 9 4

4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

n n nn n n n n

n n n n n n n n n

× + + +× + + + + += = =
+ × + × + + × + × + + × + × +

  

�� أن ��/. أن : �M�0( ) ( )23 26 9 4 1 4n n n n n+ + + = + × +  

 :b�و�
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

23 2 1 4 1 46 9 4

4 1 2 3 4 1 2 3 4 2 3

n n n nn n n
S

n n n n n n n n

+ × + + × ++ + += = =
+ × + × + + × + × + × + × +

  

 b�و�
( ) ( )

( )
( ) ( )

31 1 1 1
....

1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2 4 1 2

n n

n n n n n

× +
+ + + + =

× × × × × × × + × + + × +
 n ∗∀ ∈ℕ  

�:��125:.M0 ��T� bأ� ./%n ..� ℕ  
2 24 1n

nb += −  !"# ��$�
  ���015 ا

 : ./�� ��/ا
�,اب :0	 15nk b k∃ ∈ =ℕ  

�� ا\���\ل %�
�1'� و ���n% 1ث �1ا�7 :	�$�  
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
2 0 2 2
0 4 1 4 1 15b × += − = − =   


"	�د  A#�:�15  ل ��$�
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  
/+E�2;�1ض أن:: 2ا��� 2/ 4 1 15nk k+∃ ∈ − =ℕ  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( )2 1 2/ 4 1 15nk k+ +′ ′∃ ∈ − =ℕ  ؟؟؟؟؟  
2 ��/. أن:أي  4/ 4 1 15nk k+′ ′∃ ∈ − =ℕ ؟؟؟؟؟  
 ��/. أن:أي 

1/ 15nk b k+′ ′∃ ∈ =ℕ ؟؟؟؟؟  

: �n� f$C� ( ) ( )2 4 2 24 1 4 1n n+ += − − − 
1n nb b+ −  

( )2 2 2 2 2 2 2 24 4 4 4 1n n n+ + + += − = − 1n nb b+ −  
2 115 4 n += × 1n nb b+ −  

2اذن :  115 4 n += × 
1n nb b+ − ��	0nb+2 115 4 n += × 1nb +  

: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
/ و 15nk b k∃ ∈ =ℕ  

 b�15k+2 و� 115 4 n += × 
1nb k+2(اي  + 115 (4 n += × 

1nb +
  

 �
��
و%�
1/ 15nk b k+′ ′∃ ∈ =ℕ  

�:��126: .M0 ��T� bأ� ./%n ..� ℕ  
3n n−  !"# ��$�
  ���06 ا

 : ./�� ��/3ا
�,اب :0	 6k n n k∃ ∈ − =ℕ  
�� ا\���\ل %�
�1'� و ���n% 1ث �1ا�7 :	�$�  

/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  
 ��0�
30 0 0− 
"	�د  = A#�:�6  ل ��$�
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E�3;�1ض أن:: 2ا���/ 6k n n k∃ ∈ − =ℕ  �C/CD  
/+Eأن: :3ا��� ./��( ) ( )3

/ 1 1 6k n n k′ ′∃ ∈ + − + =ℕ  ؟؟؟؟؟  

( ) ( )3 3 21 1 3 3 1 1n n n n n n+ − + = + + + − − =  

( ) ( ) ( )3 2 23 3 6 3 6 3 1n n n n k n n k n n= − + + = + + = + +  

)و�	"� أن :  )1n n + .//
) #�د زو'� b�W '�اء #�د0. ���� )1 2n n m+ =  

( ) ( ) ( )3
1 1 6 3 2 6 6 6 6n n k m k m k m k ′+ − + = + × = + = + =  

:�
��
) و%� ) ( )3
/ 1 1 6k n n k′ ′∃ ∈ + − + =ℕ   

111 %/. أن :)1 :��127:� 1 10 11 11 1n n n+ − = × + −    n∀ ∈ℕ    
��ل ا\���\ل %�
�1'� أن: )2	���% ./%11 1n 
"	�د   − A#�:�10 n∀ ∈ℕ

) )1:ا
�,اب  )111 1 11 11 1 10 1 11 1 10 11 11 1n n n n n+ − = × − = + × − = × + −  

2(  : ./�� ��	0/11 1 10nk k∃ ∈ − =ℕ  
�� ا\���\ل %�
�1'� و ���n% 1ث �1ا�7 :	�$�  

/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  
 ��0�
011 1 1 1 0− = − 
"	�د  = A#�:�10  ل ��$�
�% �C/CD رة��	
  =0nو��b ا

/+E11/�;�1ض أن:: 2ا��� 1 10nk k∃ ∈ − =ℕ  �C/CD  
/+E��1/11/. أن: :3ا��� 1 10nk k+ ′∃ ∈ − =ℕ  ؟؟؟؟؟  

 f$7 �"	�1 (111 1 10 11 11 1n n n+ − = × + −  
: �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
11/ و 1 10nk k∃ ∈ − =ℕ  

111 اذن: 1 10 11 10n n k+ − = × +  
)اذن: )111 1 10 11 10n n k k+ ′− = + = ��11nk k′ = +   

: b�111 و� 1n + 
"	�د   − A#�:�10  
:�
��
11 و%� 1n 
"	�د   − A#�:�10    n∀ ∈ℕ  

�:��128:  : �:�23 2n n
nA = −  n ∗∀ ∈ℕ  

i�C8n �. أن :  )1
nn AA 2

1 372 ×+=+
    n ∗∀ ∈ℕ  

��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : )2	���% ./%nA د�	"
 A#�:�7  n ∗∀ ∈ℕ 

) )1ا
�,اب : )2 1 1 2 2 1 2 2 1
1 3 2 3 2 3 3 2 2n n n n n n

nA + + + +
+ = − = − = × − ×  

( )2 1 2 1 2 2 1
1 9 3 2 2 7 2 3 2 2 7 3 2 3 2 2n n n n n n n

nA + = × − × = + × − × = × + × − ×

( )2 2 1 2 2 2
1 7 3 2 3 2 2 7 3 2 3 2 7 3 2n n n n n n n

n nA A+ = × + × − × = × + − = × + ×

2(  : ./�� ��	0/ 7nk A k∗∃ ∈ =ℕ  

/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��1n أن ا =  
 ��0�
2 1 1 2

1 3 2 3 2 9 2 7A ×= − = − = − =   


"	�د  A#�:�7  ل ��$�
�% �C/CD رة��	
1nو��b ا =  
/+E1ض أن:: 2ا����;�/ 7nk A k∗∃ ∈ =ℕ  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��
1/ 7nk A k∗

+′ ′∃ ∈ =ℕ  ؟؟؟؟؟  

f$71(  : 2 ا
$`ال
1 7 3 2n

n nA A+ = × + ×  

)اذن :  )2 2 2
1 7 3 2 7 3 2 7 7 3 2 7n n n

n nA A k k k+ ′= × + × = × + × = × + = ×  

 �
��
23 :و%� 2n n
nA = −  n ∗∀ ∈ℕ  

�:��129:.M/
 a �	X& f',� ��/�7 د�#  
��ل ا\���\ل %�
�1'� أن : )1	���% ./%( ); 1 1

n
n a n a∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

��u أن : )2��2n ا n> ;n∀ ∈ℕ  
��n% 1ث �1ا�7 : )1ا
�,اب :�  
/+Eل : 1ا��� ��$�
�% �C/CD رة��	
i�C��0n أن ا =  

 ��0�
( )0
1 1 0a a+ ≥ + W  :1ن × �$�� ل  ≤1
�% �C/CD رة��	
0nو��b ا =  

/+E1ض أن:: 2ا����;�( )1 1
n

a n a+ ≥ + ×  �C/CD  

/+Eأن: :3ا��� ./��( ) ( )1
1 1 1

n
a n a

++ ≥ + +   ؟؟؟؟؟  ×

 : �'1�
0�� f$7 ا �1اض ا�
( )1 1
n

a n a+ ≥ + ×  

)اذن :   )( ) ( )( )1 1 1 1
n

a a a n a+ + ≥ + + ×  

: ��	0 ( ) ( )( )1
1 1 1

n
a a n a

++ ≥ + + ×  ��/��
  اذن 
� ��� %	� ا

):   ���رن )( )1 1a n a+ + )و × )1 1n a+ + 0�M. 7$�ب ا
;1ق) ×)  

( )( ) ( )( ) 21 1 1 1 1 1a n a n a na a na n a a+ + × − + + × = + + + − − × −  

( )( ) ( )( ) 21 1 1 1 0a n a n a na+ + × − + + × = ≥  

)اذن :  )( ) ( )( )1 1 1 1a n a n a+ + × ≥ + + ×  

: b�) و� ) ( )1
1 1 1

n
a n a

++ ≥ + + ×  

: �
��
) و%� ); 1 1
n

n a n a∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

))و'��� : 2 )0; ; 1 1
n

a n a n a∀ > ∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

 : �n� lIO�1a =   : ��� ( ); 1 1 1 1
n

n n∀ ∈ + ≥ + ×ℕ  

2;أي :  1nn n∀ ∈ ≥ +ℕ  

1n:و
M. �	"� أن :  n n∀ ∈ + >ℕ  
2nn;اذن :  n∀ ∈ >ℕ  
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