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Cours LOGIQUE ET RAISONNEMENTS PROF : ATMANI NAJIB 1BAC BIOF

avec Exercices avec solutions

LOGIQUE ET RAISONNEMENTS
Quelques motivations

* Il est important d’avoir un langage rigoureux. La langue frangaise est souvent ambigtie.
Prenons I'exemple de la conjonction « ou » ; au restaurant « fromage ou dessert »

signifie I'un ou I'autre mais pas les deux. Par contre si dans un jeu de carte on cherche « les as
ou les cceurs » alors il ne faut pas exclure I'as de cceur. Autre exemple : que répondre a la
guestion « As-tu 10 DH en poche ?» si I'on dispose de 15 DH ? « |l y a des notions difficiles a
expliquer. C’est le but de ce chapitre de rendre cette ligne plus claire ! C’est la logique.

Enfin les mathématiques tentent de distinguer le vrai du faux. Par exemple « Est-ce qu’une
augmentation de 20%, puis de 30% est plus intéressante qu’'une augmentation de 50% ?».
Vous pouvez penser « oui » ou « non », mais pour en étre sar il faut suivre une démarche
logique qui mene a la conclusion. Cette démarche doit étre convaincante pour vous mais aussi
pour les autres. On parle de raisonnement.

Les mathématiques sont un langage pour s’exprimer rigoureusement, adapté aux phénomenes
complexes, qui rend les calculs exacts et véritables. Le raisonnement est le moyen de valider
ou d’infirmer une hypothése et de I'expliquer.

1. PROPOSITION :

Une proposition est une phrase soit vraie, soit fausse, pas les deux en méme temps.

Exemples :

—« Je suis plus grand que toi. »
—«k2+2=4»
—«2%x3=7>»

~«Pour tout xeR,ona x>0 »
2. OPERATIONS LOGIQUES::
Si P est une proposition et Q est une autre proposition, nous allons définir de nouvelles

propositions construites a partir de P et de Q.

2-1) L’opérateur logique «et »

La proposition « P et Q » est vraie si P est vraie et Q est vraie. La proposition « P et Q » est
fausse sinon. On résume ceci en une table de vérité

P\Q|V|F
\' "\..' I:'
F |F|F

FIGURE 1-Table de vérité de « P et @ »
Exemplel : soient les propositions P"(\/gzl) et Q"(‘_ﬁ‘:_ﬁ) La proposition P est vraie si Q

est fausse Donc La proposition "PetQ" est fausse

Exemple2 :si P est la proposition « Cette carte est un as » et Q La proposition « Cette carte est
coeur » alors La proposition « P et Q » est vraie si la carte est I'as de cceur et est fausse pour
toute autre carte.
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2-2) L’opérateur logique « ou »

La proposition « P ou Q » est vraie si 'une (au moins) des deux proposition s P ou Q est vraie.
La proposition « P ou Q » est fausse si les deux proposition s P et Q sont fausses. On reprend
ceci dans la table de vérité :

P \Q|V|F
v [v]V
I.' 1‘_." I.."

FIGURE 2 — Table de vérité de « P ou @ »

Exemple : soient les propositions P"(J§21) et Q"(‘_\/ﬂ:_\@)

La proposition P est vraie si Q est fausse

Donc La proposition "PouQ" est vraie

2-3) La négation « non »

La proposition « non P » est vraie si P est fausse, et fausse si P est vraie.
On note P la négation de La proposition p

p

1
0

Ao o

FIGURE 1.3 — Table de vérité de « non P »
2-3) L’'implication =
La proposition « (non P) ou Q » est notée « P = Q ». Sa table de vérité est donc la suivante :

p| gq| (P=9)
101 1
110 0
o] 1] 1
0] o] 1

FIGURE 1.4 — Table de vérité de « P = Q »

La proposition « P = Q » se lit en francais « P impliqgue Q ». Elle se lit souvent aussi «si P est
vraie alors Q est vraie » ou «si P alors Q ».

Par exemple :

1)"0<1"="y2 =1" est fausse

2)"1+2=4"="{J2=-1" est vraie Eh oui, si P est fausse alors La proposition « P = Q » est
toujours vraie.

3)0<x<100=+/x <10 est vraie (prendre la racine carrée).

3) xe]-0;-4]= x2+3x—4:-0est vraie (étudier le bindme).

4) "sinx=0=x=0"est fausse (regarder pour x =211 par exemple).

Remarque :

Les propositions suivantes ont la méme signification :

1 si ABCD est un carrée alors ABCD est un parallélogramme.

00 ABCD est un carrée implique ABCD est un parallélogramme.
1 Pour que ABCD soit un parallélogramme il suffit qu’il soit un carrée.
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(1 Pour que ABCD soit un carrée il faut qu’il soit un parallélogramme

En générale : siona: P = Q on peut dire que :

Q est une condition nécessaire pour que ABCD un parallélogramme est nécessaire pour que
ABCD soit un carrée

P est une condition suffisante pour que ABCD un carrée est suffisante pour que ABCD soit un
parallélogramme

2-4) L’équivalence <

< L’équivalence est définit par : « P < Q » est La proposition «(P = Q) et (Q = P)». On dira
« P est équivalent a Q » ou « P équivaut a Q » ou « P si et seulement si Q ». Cette proposition
est vraie lorsque P et Q sont vraies ou lorsque P et Q sont fausses. La table de vérité est :

plg |(P=a)

11 1

110] o©

0] 1 0

0joj 1 FIGURE 1.5 — Table de vérité de « P < Q »
Exemples :

1)"0<-1"<"J2 =1" est vraie

2) Pour xeR et X' eR I'équivalence xxx'=0<>x=00u x'=0 est vraie.

3)Voici une équivalence toujours fausse

(quelle que soit La proposition P): « P < non(P)».

2-5) Loi logique ou une tautologie.

Activité : En utilisant les tableaux de vérité ; déterminer les valeurs de vérité des propositions
suivantes :

1-((P=>Q)et (@ =>P)] = (P = Q))

2-P=>QetQ=R=>(P=>R

Définition : On appelle une loi logique toute proposition constitué par des propositions liées
entre elles par des connexions logiques est qui est toujours vraie quel que soit la valeur de

vérité des propositions qui la constituent.
Une loi logique s’appelle aussi une tautologie.

Proposition 1 : Soient P, Q, R trois proposition s. Nous avons les équivalences (vraies)
suivantes :

1) P < non(non(P))

2.(PetQ) © (QetP)

3.(PouQ) < (QouP)

4. non(P et Q) < (non P) ou (non Q)
5. non(P ou Q) < (non P) et (non Q)
6.Pet(QouR) & (PetQ)ou (PetR)
7.Pou(QetR) @ (PouQ)et(PouR)
8. « P = Q» & «non(Q) = non(P)»

Démonstration : Voici la démarche de démonstrations : Il suffit de dresser les tables de vérités
de et comme elles sont égales les deux propositions sont équivalentes

3. Quantificateurs et fonction propositionnelle
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Si une proposition P dépend d’'un paramétre x on I'appelle fonction propositionnelle

Définition : Une fonction propositionnelle sur un ensemble E est une expression contenant une
ou plusieurs variables Libres dans E et qui est susceptible de devenir une proposition vraie ou
fausse si I'on attribue a ces variables certaines valeurs particuliéres de 'ensemble E

Par exemple « x*>0», La fonction propositionnelle P(x) est vraie ou fausse selon la valeur de x.
La proposition « ¥xeR:x*>0» est une proposition vraie

Lorsque les propositions P(x) sont vraies pour tous les éléments x de 'ensemble E

3.1 Le Quantificateurs V: «pour tout» :

On lit « Pour tout x appartenant a E, P(x) »

Sous-entendu « Pour tout x appartenant a E, P(x) est vraie ».
Exemples :

«Vx e[l;+[ :x* >1)» est une proposition vraie.

«VxeR:x*>1)»est une proposition fausse.
«VneN:n(n+1))»est divisible par 2» est vraie.

3.2 Le Quantificateurs 3: «il existe»
La proposition 3xeE/P(x)est une proposition vraie lorsque I'on peut trouver au moins un x de

E pour lequel P(x) est vraie. On lit «il existe x appartenant & E tel que P(x) (soit vraie)».
Exemples :

1) «3IxeR:x(x-1)>0)» est vraie (par exemple x = 1 (1 vérifie bien la propriété).

2)«3neN:n’-n>n)»est vraie (il y a plein de choix, par exemple n=3 convient, mais aussi n=10
ou méme n=100, un seul suffit pour dire que La proposition est vraie)

3) «IxeR:x* =-1)» est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif)

3.3 La négation des Quantificateurs :

La négation de «VxeE:P(x))»est «IxeE :m

X)».
La négation de «3xe E:P(x))»est «VxeE:P(x)».
Exemples :
1)La négation de «VxeR:x* >1)»est La proposition IxeR:x*<1
En effet la négation de x* >1est non(x* >1) mais s’écrit plus simplement x* <1.
2)La négation de « VxeR:x+leZ)»est « IxeR:x+1gZ)»
3)La négation de «3IxeR:x* =-1)»est «Vxe R:x* #-1)»
4) La négation de P :«VxeR;3y>0:x+y>10» sa négation est :

p «IXeR; VY ~0:x+y=<10»

Remarques

L’ordre des Quantificateurs est trés important. Par exemple les deux phrases logiques :
«VxeR;IyeR:x+y>0» et IxeR;VyeR:x+y>0 sont différentes. La premiere est vraie, la

seconde est fausse. En effet une phrase logique se lit de gauche a droite, ainsi la premiére
phrase affirme « Pour tout réel x, il existe un réel y

(qui peut donc dépendre de x) tel que x +y > 0.» (Par exemple on peut prendre y =|x|+1). C’est
donc une phrase vraie. Par contre la deuxieme se lit :

« Il existe un réel y, tel que pour tout réel x, x +y > 0.»

Cette phrase est fausse, cela ne peut pas étre le méme y qui Convient pour tous les x !

On retrouve la méme différence dans les phrases en francais suivantes. Voici une phrase vraie
« Pour toute personne, il existe un numéro de téléphone », bien sir le numéro dépend de la
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personne. Par contre cette phrase est fausse : « Il existe un numéro, pour toutes les personnes
». Ce serait le méme numeéro pour tout le monde !
Remarques :

1)Quand on écrit «3xeR: f (x)=0)»cela signifie juste qu'’il existe au moins un réel pour lequel f
s’annule. Rien ne dit que ce x est unique. Afin de préciser que f s’annule en une unique valeur,
on rajoute un point d’exclamation : 3lxeR: f(x)=0

2)Pour la négation d’'une phrase logique, il n’est pas nécessaire de savoir si la phrase est
fausse ou vraie. Le procédé est algorithmique : on change le « pour tout » en «il existe » et
inversement,

Exercicel : Donner la négation et la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes
1)P:"vxeR/x*>0"

2) P: "IxeR/x*-2=0"

3)P:xelL2

4P yneN/Zen”

5)P:(vxeR);-1<cosx<1

6) P:(VneN);(3meN):n<m
7) P:(3neN) 2n+1 est pair

8) PZ(VneN);«/ﬁeN

9)P:(vx eR);(3y eR):y —x >0
10)P:(3'x eR);2x +4=0

11) P:(3x eR);x* =2
12)P1(E|x eZ);XZeZ
13)P:(vx eR);(3y eR):y* =x
Solution :

1)P:"3xeR/x2<0" etona P:estfausse
2)P "vxeR/x*-2=0" etona P:estvraie
3)P :X<;’:‘[1;2[

4) P EIneN/ggN" eton a P:est fausse

P (3xeR);cosx>1 oucosx<—-1 etona P:estvraie

5)
6) P (3neN);(vmeN):n>m etona P:est vraie

7) P (vneN) 2n+1 estimpair  P:est fausse

8)P (dneN);vneN etona P:estvraie

P 9)(3xeR);(VyeR):y-x<0 etona P:estfausse
10)P:(3!x eR);2x +4=0 on a P:est vraie

11) P: (3x eR);x*=2 ona P:estfausse

12) P (VXGZ);EQZ et on a P:est vraie

13)P (3xeR);(WyeR):y*=x etona P:estfausse

Exercice 2 Ecrire a l'aide de quantificateurs les propositions suivantes :
1. Le carré de tout réel est positif.
2. Certains réels sont strictement supérieurs a leur carré.
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3. Aucun entier n'est supérieur a tous les autres.

4. Tous les réels ne sont pas des quotients d'entiers.
5. Il existe un entier multiple de tous les autres.

6; Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.
Solution :

1. "vxeR/x*>0"

2."Ix eR,X>X?
3. (VneN);(ImeN):n<m

4.(HXEIRi):(VneZ);(VmeN”):x;«rsﬂ
m

5.(3neN);(VmeN)(3k e N):n=mxk

6.(vxeR);(VyeR)/x<y=37eQ/x<z<Yy

4. RAISONNEMENTS

Voici des méthodes classiques de raisonnements.

4.1. Raisonnement direct : On veut montrer que La proposition « P = Q » est vraie. On
suppose que P est vraie et on montre qu’alors Q est vraie
Exemplel: xeR;yeR

0<x<2
Montrer que : :1+1>1
0<y=<2 x vy
1
_>_
0<x=<2 x 2 1 1 11
0<y<2 1. 17 x' y 22
Solution : =Y — == y
y
:>l+1>1
Xy
Exemple2: X€R" Montrer que : L =1-Jx=x=0
1+\/§
.1 B
Solution : 1+\/;_1—\/§:>(1+\/§)(1—\/§)_1

:>1+(\/§)2=1:>1+x=1:>x=0
Exemple3: 1) Montrer que :(V(a;b)eRz):a2+b2:0:a:O ethbh=0
2) XeR" et yeR" Montrer que: x+y+2:2\/;+2\/§:>x:y:1

Solution : 1)a2+h?=0=a?=-b?*=a?eR"
Oron sait que a2e R" donc a2e R" nR™ donc a2=0 donc a=0
Et puisque a2+b%2=0 alors b=0

2) x+y+2=23x+2y = x-2x+1+y-2,y +1=0
2 2
2(&—1) +(\/§—1) =0=>x-1=0 et \/§—1=o d’apres1)
= Jx=1et ﬁ=1:>x=1 et y=1
Donc : x+y+2=2x+2/y=>x=y=1
Exemple4 : Montrer que :(v(a;b)eRz):a2+b2:1:>|a+b|S«/§
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Solution : 1)supposons que : a2+hb?2=1

Or on sait que V(a;b)eR :(a—b)220

Donc : a2—2ab+b?>0 et puisque : a2+b2=1 alors :
1-2ab>0 Donc 2ab<1 et a2+b%2=1

Par suite : @2+b2+2ab<2donc (a+b)2<2

donc «/(a-i-b)z <2 donc |a+b| <2

Or on sait que a2 R* donc a2e R* nR™ donc a?2=0 donc a=0
Et puisque a2+b?=0 alors b=0

2) x+y+2:2\/§+2\/§:>x—2\/§+1+y—2\/§+1:0

2
:>(\/;—1)2+(\/§—1) =O:>\/;—1=O et \/§—1=o d’apres1)
:>\/;=1 et\/;:1:>x:1 ety=1
Donc:x+y+2:2\/§+2\/§:>x:y:1
Exemple5 : Montrer que si acQ et beQ alors a+beQ

Solution : Prenons acQ et beQ. Rappelons que les rationnels Q sont 'ensemble des réels

s'écrivant 2avec peZetqeN".
q

P

Alors a=— avec peZetqeN'; De méme h=P
q

- avec p'eZetq’ eN"donc
q

!

a+b=£+ﬂ,=w. Or le numérateur pxq'+qx p’est bien un élément de Z; le
qa q axq
dénominateur gxq’ est lui un élément de N*. Donc a+b s’écrit bien de la forme a+b=£”avec
q

p"eZetq"eN'Ainsi a+beQ
Exemple6 : on considére la fonction définie sur R—{—%} par :

X+2
(X)_2x+1

Montrer que : |x-1] <%: %|X—1| <[f(x)-f (1)< %|x—]1

Solution : |x—]j<1:>—£<x_1<1:>£.<x<§
2 2 2 2 2
_ X+2 _1:x+2—2x—1: 1-x
2x+1 2x+1 2x+1
1-x
2x+1

Ona: f(x)-f(1)

Donc : |f(x)-f(1)=

1
Nexlx—=—
| X|X|zx+q
Etona: |x—1|<:>%<x<§:>2<2x+1<4

1 1 1 1 1
=< Y] <E:>Z|x—ﬂ§‘f (x)-f (1)‘SE|X_H

: 1 1 1
Donc : |x—]4<5:>2|x—1|§|f(x)—f(1)|§5|x—]4
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Exemple7 :Montrer que : neN= n+l g N

n+2
Solution :
Ona: neN donc n+1<n+2

donc O<;1<1 donc n—JrlezN
n+2 n+2

Exemple8: Montrer que pour tout VX e [—2;2] 22 - J4-x2 .
Solution : I'inéquation est définie ssi voici le tableau de signe :

T |- =2 2 40
T N
D, =[-22]
Soit xe[-2;2].

 (2V2)-(VA-R) s
Y P P

4+x2
N2-Ja-x=—"""_+0
22 +/4-x2

donc Vx e[~2;2]: 242 = J4—x?

4.2. Raisonnement par disjonction des cas :

Si I'on souhaite verrier une proposition P(x) pour tous les x dans un ensemble E, on montre La
proposition pour les x dans une partie A de E, puis pour les x n’appartenant pas a A. C'est la
méthode de disjonction des cas ou méthode cas par cas.

Donc : Si on montre que les deux proposition P = Q et P = Q sont vraies (et puisque la derniére
proposition est une loi logique) on peut conclure que Q est vraie.

Exemplel: Montrer que pour tout VxeR:|[x—1<x2—x+1.

Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : x >1  Alors|x—1|= x-1.
Calculons alors (x2—x+1)—(x—1)=x2—x+1-x+1

(X2=x+1)—(x-1)=x2—2x+1+1=(x-1)2+1>0 Ainsi x2—x+1>|x-1|

Deuxiéme cas : x < 1. Alors|x—1|=—(x-1).

Nous obtenons (x2—x+1)+(x—1)=x2—x+1+x-1=x2>0.
Et donc x2—x+1>[x-1

Conclusion : Dans tous les cas x?—x+1>|x-1].
1

N1+ X

Exemple2 : résoudre dans R l'inéquation (E): 1—§>

Solution : soit S 'ensemble des solution de(E)

4-x 1

1 cas:si Xe[4;+0] alors 4—x<0 donc S=@

100
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2 cas :si xe]-14[ alors 4—x>0 donc
2
& x(X -7x+8)>0

4Xj2>(J11+_xj
@Xe]wﬂ donc S, = 741—7}

2

7-\17]

Donc S =3S,US, :}0, )

Exemple3 : résoudre dans R I'inéquation (1): [x—1+2x-3>0
Solution : soit S I'ensemble des solution de(1)

soit xeR: on va déterminer le signe de : x—1

r |—00 1 +00
r—1 —ﬁ)-i—

si xe[L+o[ alors [x-1=x-1

donc l'inéquation (1)devient : X—1+2x-320<>3x-42>0
4
X-420< ng donc : Sl{%ﬁoo[m[l&oo[:{g;%{

si XE]—OO;l] alors |X—1| =—(X—1) =—X+1
donc l'inéquation (1)devient : —X+1+2X-3=20<x>2
donc S, =[2;+o0[ N]-0;1] =@

4
finalement: S=35,US, = {§;+oo[

Exemple4 : Montrer que pour tout VxeR:y/x2+1+x>0.
Solution : Soit xeR. Nous distinguons deux cas.
Premier cas : X>0  Alors x2>0 donc x2+1>1>0

donc Vx2+1>=0 etona x>0 donc vx2+1+x>0
Deuxiéme cas : X<0.ona x2+1>x2

donc +/x2+1>+/x2 donc /x2+1>|x| or x<0
alorsona: ¥x2+1>—-x donc ¥x2+1+x>0

finalement : VXxeR:x2+1+Xx>0
Exemple5 : résoudre dans R Iinéquation (1): x2—|x-2/+5=0

Solution : soit S I'ensemble des solution de(1)

soit xeR: étudions le signe de : x—2

Premier cas : si X€[2;+0[ alors [x—2|=x-2

donc I'équation (1)devient : X2—(x—2)+5=0< x2—x+7=0
A=1-28=-27<0 donc: S, =9
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Deuxiéme cas : si X |-0;2[ alors Xx—2|=—(x-2)=—x+2

donc I'équation (1)devient : X2+(x—2)+5=0< x2+x+3=0
A=1-12=-11<0 donc §,=9

finalement: S=§,US,=C

Exemple 6 :Montrer que n(n+1)(n+2) est un multiple de 3 pour tout NeN.
Solution : soit ne Non a 3 cas possibles seulement pour n

N=3k ou N=3k+1 ou n=3k+2 aveck eN

lcas: n=3K

n(n+1)(n+2)=3k(3k+1)(3k+2)=3k" Avec k’'=k(3k+1)(3k+2)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

2cas: n=3k+1
n(n+1)(n+2)=(3k+1)(3k +2)(3k +3) =3(3k +1)(3k +2)(k+1) =3k’
Avec k'=(3k+1)(3k+2)(k+1)

Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

3cas: N=3K+2
n(n+1)(n+2)=(3k+2)(3k+3)(3k+4) =3(3k +2)(k +1)(3k +4) =3k’

Avec k'=(3k+2)(k+1)(3k+4)
Donc n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

Conclusion : VneN n(n+1)(n+2) est un multiple de 3

4.3. Raisonnement par contraposition :

Le raisonnement par contraposition est basé sur I'équivalence suivante :
La proposition « P = Q » est équivalente a « non(Q) = non(P) ».

Donc si I'on souhaite montrer La proposition « P = Q »

On montre en fait que non(Q) = non(P) est vraie.

Exemplel: xeR etyeR

Montrer que : X#2 et Y#2 = 2X+2y—-Xy—-2#2
Solution : soitxeR etyeR

Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : 2X+2y—-Xxy—-2=2= Xx=2 ou y=2
Ona: 2Xx+2y—-Xxy—-2=2= 2Xx+2y—-xy—-4=0
=Xx(2-y)-2(2-y)=0=(2-y)(x-2)=0
=2-y=0o0u x-2=0 =>y=2 ou x=2

Donc: Xx#2 et y#2=2X+2y—-Xy—-2#2

Exemple 2: xeR etx=#-5
X+2
Montrer que : X#-8 =>——#2
X+95

Solution : soitxe R etye R
Utilisons un Raisonnement par contraposition :
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X+2
Montrons que : : ——=2= Xx=-8
X+5

Ona: XLZ:Z: X+2=2(x+5)
X+5
=>X+2=2x+10=>x=-8
X+2
Donc: x#-8 =>——#2
X+5
Exemple 3 : Soit neN. Montrer que si n2 est pair alors n est pair.
Solution : Nous supposons que n n’est pas pair
Nous voulons montrer qu’alors n2 n’est pas pair
Comme n n’est pas pair il est impair et donc il existe keN tel que n=2k +1.
Alors nZ:(2k+1)2:4k2+4k+1:2(2k2+2k)+1:2k'+1avec k'=2k2+2k eN.
Et donc n2 est impair.
Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n2 est impair. Par contraposition ceci
est équivalent & : si nz est pair alors n est pair.
Exempled: xeR;yeR
Montrer que : x#y=(x+1)(y—1)#(x—-1)(y+1)
Solution : Utilisons un Raisonnement par contraposition :
Montrons que : (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)=>x=y ??

Ona: (x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)= xy-x+y-l=xy+x-y-1
= -2X=-2y=>X=Y

Donc : x#y=(x+1)(y-1)=(x-1)(y+1)

Exemple 5: Soit neNet peN

Montrer que NX P est pair ou N?—Pp? est un multiple de 8
Solution :

e Sinou p sont pairs alors NX P est pair

e Sinou p sontimpairs alors

n=2k+1 et p=2k'+1 avec keNk'eN

Donc n2— p? :(2k+1)2 —(2k'-|—1)2

n2— p2=4(k(k+1)—k'(k'+1)) etona: m(m+1) est pair
n2—p?=4(2a-2)=8(a—-)=8k" donc n?- p? est un multiple de 8

4.4. Raisonnement par I’absurde :

Le raisonnement par I'absurde repose sur le principe suivant : pour montrer « P = Q » on
suppose a la fois que P est vraie et que Q est fausse et on cherche une contradiction. Ainsi si P
est vraie alors Q doit étre vraie et donc « P = Q » est vraie.

Exemplel: Soient a>=0 et b>=0 Montrer que si i=Lalors a=h.
1+b 1+a

. , , a b
Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que 1—:1— et azb.
+ +a

Comme ﬁ:lialors a(1+a)=b(1+b)donc a+a2=b+b2d’ou a2—b2=bh—-a. Cela conduit a
+ +a

(a—b)(a+b)=—(a—b)Comme a=balors a—b=0et donc en divisant par a-b on obtient :
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a+ b =-1. La somme des deux nombres positifs a et b ne peut étre négative. Nous obtenons

. ) . a b
une contradiction. Conclusion : si —=——alors a = b.
1+b 1+a

Exemple2 : Soit f la fonction numérique définit sur R par : f(x)=x2+2x

Montrer qu'il n’existe pas de nombre positif M tel que : vxeR ona: f(x)<M

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant qu’il existe un nombre positif M tel que :
vxeR ona: f(x)<M

F(X)SM = X2+2X<M = x2+2x+1<M +1
- (x+1)2<M +1:>«/(x+1)2 <YM +1 5 [x+1 <YM +1

S IMA1<x+1< M +1 = UM +1-1<x< UM +1-1 WxeR

Nous obtenons une contradiction car il suffit de prendre : X=+M +1
Donc notre supposition est fausse donc : il n’existe pas de nombre positif M tel que : YxeR on

a: f(x)<M

Exemple3 : Montrer que : J220Q

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que +2 € Q

Donc il existe aeNetbeN"; tel que f:%avec anb=1

2=%:>a:b\/§:>a2=(b\/§)2
= a2=20b? = a? est pair = a est pair
Etona: ﬁ:%:a2:2b2:>4k2:2b2:»2k2:b2

— b2 est pair = b est pair
a
b
Cad : aAb#1 Nous obtenons une contradiction

Donc notre supposition est fausse donc J2¢Q

Exemple4 (Contraposée ou absurde)

Soient a;beQ

1)Montrer que : a+by2=0=a=b=0

2)en déduire que : a+bv2=a'+b'V2=a=a etb=0b'

Solution :1) Nous raisonnons par I'absurde en supposant que b =0

a+b«/§:O:>b«/—:—a:>—%: 2

Doncon a: \E: avec a est pair et b est pair

Or a;be @ donc —% € Q mais on sait que J2 ¢ Q Nous obtenons donc une contradiction

Donc b =0 et puisque : a+by2=0 alors a=0

2) supposons que : a+by/2 =a’+b'\/2 donc a—a’+b2-b'\/2=0
donc a—a’+«/§(b—b')=0 etd’aprés 1)onaura: a—a'=0et b—b' =0
donc a=a’ et b=b
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Exemple5 (absurde)
On considére I'ensemble : A={J; 2:3; 4;...;n} avec n un nombre entier impair

Et soient X, ; X,; X;3; X, ;... ; X, des éléments de 'ensemble A distincts deux a deux

Montrer que : Jie A/ X —I est pair

Solution : Nous raisonnons par I'absurde en supposant que :

Vie Al X —I1estimpair

Onadonc: S=(x—1)+(x,—2)+(X—3)+...+(X, —N) un nombre entier impair

Car c’est la somme d’un nombre impair de nombres impairs

Or: S=(X+X+X+..+X,)—(1+2+3+..+n)=0 est 0 est pair

Nous obtenons donc une contradiction donc :

Jie A/ X —1 est pair

4.5. Raisonnement par Contre-exemple :

Si 'on veut montrer qu’une proposition du type vxecE: P(x)est vraie alors pour chaque x de E |l

faut montrer que P(x) est vraie. Par contre pour montrer que cette proposition est fausse alors il
suffit de trouver xeE tel que P(x) soit fausse. Trouver un tel x c’est trouver un contre-exemple

a La proposition vxeE:P(x)
Exemplel : Montrer que La proposition PZ(VXE[O;].]):XZZX est fausse :

Solution : sa négation est : P:(5xe[0;1]):x2<x

2
On posant : x:% on aura : (%J <% donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple2 : Montrer que La proposition P:(vxeR)(VyeR):x2+y?>x+y est fausse :

Solution : sa négation est: P:(IxeR)(IyeR): x2+y2<x+y

2
On posant: x=1 et y=% on aura : 14(%) <1+% cad %<% donc La proposition P est vraie
donc P est fausse
Exemple3 : Montrer que La proposition P:(V(a;b)eR?):va2+b2=a+b estfausse :

Solution : sa négation est : 5:(3(a;b)e RZ):\/aZer2 #a+b

On posant: a=4 et b=3 on aura : Jaz+b?=+16+9=+25=5 et a+b=4+3=7donc La proposition
P est vraie donc P est fausse

Exemple4 : Montrer que La proposition suivante est fausse :

« Tout entier positif est somme de trois carrés »

(Les carrés sont les 02, 12, 22, 32,... Par exemple 6=12+12+22))

Démonstration. Un contre exemples : les carrés inférieurs a7 sont 0,1,4 mais avec trois de ces
nombres on ne peut faire 7.

. . 1
Exemple5 : Montrer que La proposition P:(vxeR'):x+=>2 estfausse :
X

Solution : sa négation est : EZ(HXER*)ZX+1-<2
X

On posant: x=-1onaura: —1+i:—2< 2 donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple6 : on considere la fonction f définie sur R par :
f(x)=2x2-x+3 Montrer que : f n’est ni pair ni impair
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Solution : f est n'est pas pair ssi (3xeR): f (-x) = f (x)
f est nest pas impair ssi (IxeR): f (—x)=—f (x)
Onaeneffet: f(1)=4 et f(-1)=6 donc

f(-1)=-f(1) et f(-1)=1f(1)

Donc f n’est ni pair ni impair

i azb
Exempl7 : Montrer que La proposition P:v(a;b;c;d)eR“;{ ? —a+c=b+d estfausse:

c=d
— azb
Solution : sa négation est : P:H(a;b;c;d)eR“;{Cid et a+c=b+d

Ona: 2#3etlz0et 2+1=3+0

donc La proposition P est vraie donc P est fausse

Exemple8 : Montrer que La proposition P:(vxeR)(JyeR):x2—xy+y?=0 est fausse
Solution : sa négation est : 5:(EIXER)(VyeR):x2—xy+ y2#0

Onposant: x=1lonaura:1l-y+y?cad Yy>-y+l1

A=(-1)2-4=-3<0 donc: y2-y+1>0 donc: y2-y+1#0

donc La proposition P est vraie donc P est fausse
4.6. Raisonnement par équivalence :

Le raisonnement par équivalence_repose sur le principe suivant : pour montrer que P est vraie

on montre que « P < Q » est vraie et Q est vraie donc on déduit que P est vraie.

1
Exemplel: VX>0 X+;22

. 1 X2 +1 X2 +1
Solution: X +—2>22 < >2& >2
X X X
2 2,1
X +1_220©u20
X

) Y
o +1-2x 20<:>(X Y >0
X X

2
: - 1
et puisque on a:(X Y >0 donc Vx>0 Xx+—2>2
X X

Exemple2 : soit xeR Montrer que : |X_]451©33L33
2 5 x+1 3

Solution : |x—]j££c>—l£x—1££c>—£+2£x—1+2£l+2
2 2 2 2 2

& =S b
2 2 5 x+1 3
Exemple3 : résoudre dans R I'équation (E): vx*+1=2x
soit S 'ensemble des solution de I'équation (E)

Solution :

Methodel : XeS=xX*+1=2x=>X*+ 2=(2x)2

1 3 3
=S X+1=4" =23 =1l X =2 = X=—0UX = ——
3 3 3
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Remarque : on ne peut pas affirmer que :

3
X= % et x= —g sont les solutions de I'équation

2
3 fl 243 243
Et inversementon a : —£ +1= =+ :ii_i
3 3 3 3
2
3 /1 23
Donc:—ﬁgs etona: £ +1=,]=+ :i
3 3 3 3

Methode2 : XeS o Jyx*+1=2X et x>0 < X%+ 2=(2x)2

1
o X +1=4x et x>0 < X2=§ et x>0

B

3
@(X=?OUX=—? )et x>0

Donc: S :{ﬁ}
3
Exempled: xeR etyeR

Montrer que : [x—y| <2yx*+y* +xy

Solution: xeR etyeR
|x—y|32\/m<:>|x—y|23(2\/m)2

S X =2XY + Y <AXE + 4y +4xy < 3x2+3y° +6xy >0
<:>3(x2+2xy+y2)20<:>x2+2xy+y220<:>(x+y)220

On sait que (X+ y)2 >0 (vraie)

Donc: VxeR et VyeR : |x—y|§2\/m

Exemple5 : 1) Montrer que :(V(a;b)e(R+)2):a+b:0<:>a=0 ethbh=0
2) XeR et yeR Montrer que: M+\/yTr1:2<:>x:y:0

Démonstration : 1)a) ::(v(a;b)e(R+)2):a+b:O:>a=0 et b=0

Supposons que ; a+b=0 et(a=0 ou b=0)et (a;b)e(R*)2

Donc a+b > 0contradiction par suite a=0 et b=0
b) < inversement si a=0 et b=0 alors on aura a+b=0

donc : (v(a;b)e(R*)z):aer:O@a:O et b=0

2) XeRetyeR
VX2 +1+y2+1=2 & X2 +1+y2+1-2=0
<:>(\/x2+1—1)+(1/y2+1—1)=0 or Vx2+1-1>0et \[y?+1-1>0
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SAUX2+1-1=0 et y2+1-1=0 < x2+1=1et ,/y?+1=1
oSx2+l=1et y?+1=1<x2=0et y2=0<=x=0et y=0

Donc : VX2 +1+,/y2+1=2=x=y=0

4.7. Raisonnement par récurrence :

Le principe de récurrence permet de montrer qu’'une proposition P(n), dépendant de n, est
vraie pour tout neN. La démonstration par récurrence se déroule en trois étapes :

1étapes : l'initialisation on prouve P (0) est vraie

2étapes : d’hérédité : on suppose n > 0 donné avec P(n) vraie

3étapes : on démontre alors que La proposition P(n+1) au rang suivant est vraie

Enfin dans la conclusion : P(n) est vraie pour tout ne N.

Pour expliquer ce principe assez intuitivement, prenons I'exemple suivant :

La file de dominos : Si l'on pousse le premier domino de la file (Initialisation).

Et si les dominos sont posés I'un aprés I'autre d’'une maniére "a ce que la chute d’'un domino
entraine la chute De son suivant (hérédité).

Alors : Tous les dominos de la file tombent. (La conclusion)

Exemple 1:Montrer que : Vn e N;3" >1+2n .

Solution : notons P(n) La proposition suivante : ¥n € N;3" >1+2n . Nous allons démontrer
par récurrence que P(n) est vraie pour tout neN.
1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 3° >1+2x0 donc 1>1.

Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité ou Hypothése de récurrence : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire :
3">1+2n

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3" >1+2(n +1) ?? c'est-a-dire Montrons que 3" >2n+37??

Ona: 3" >1+2n d'aprés I'hypothése de récurrence donc 3" x3>3x(1+2n)

donc: 3" >6n+3
Or on remarque que : 6n+3>2n+3(on pourra faire la différence (6n+3)—(2n+3)=4n>0)

donc: ona 6n+3>2n+3 et 3" >6n+3 donc 3"*>2n+3
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 0, c’est-a-dire
vneN;3" >1+2n.

o . nx(n+1)
Exemple 2: (Récurrence) Montrer que pour tout ne N*, 1+2+3+...4n=——->.
Solution : notons P(n) La proposition
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*.

1x(1+1) 2

1étapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons 1= — 5 =1 donc 1=1.
Donc P(0) est vraie.

, . o nx(n+1)
2étapes : d’héredité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 1+2+3+...+n :T
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

(n+1)x(n+2)
Montrons alors que : 1+2+3+..+n+(n+1)= 5 ??
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Ona: 1+2+3+.+n+(n+1)=(1+2+3+..+n)+(n+1)

1 2
et on a d’aprés 'hypothése de récurrence: 1+2+3+...+n+(n+1)= (n+ )>;(n+ )
donc 1+2+3+...+n+(n+1)=Wﬂnﬂ):(nﬂ)(guj:w
Donc P(n+1) est vraie.

nx(n+1)

Conclusion: Par le principe de récurrence ona: Vne N";1+2+3+...4+n= >

Exemple 3:Montrer par récurrence que :pour tout entier n>5: 2" >6n
Solution : notons P(n) La proposition : « 2" >6n »

1étapes : Initialisation : Pour n=5:2° =32 et 6x5=30 donc 2° >6x5
Donc P(5) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : 2" > 6n
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 2™ >6(n+1) ??

Or, puisque 2" >6n (d’aprés I'hypothése de récurrence)
Donc: 2"x2>6nx2 donc 2" >12n (1)

Or on remarque que : 12n>6(n+1) (2)

Eneffet: 12n-6(n+1)=6n-6>0

Car: n>5donc 6n>30 donc 6Nn—-6>24>0

On conclut par récurrence que : Pour tout n>5: 2" >6n
Exemple 4:Montrer que : ¥n e N;n®+2n est divisible par 3

Solution :montrons 3k e N/n®+2n =3k

1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 0°+2x0=0 est un multiple de3
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

c'est-a-dire : 3k e N/n®+2n =3k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k'eN/(n +1)3 +2(n+1)=3k" ??
(n +1)3 +2(n+1)=n’+3n*+3n+1+2n+2=
=(n*+2n)+3n°+3n+3=3k+3(n” +n+1)=3(k+n’+n+1)
=3(k +n*+n+1)=3k" avec k'=k +n’+n+1
Donc P(n+1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Vne N;n®+2n est divisible par 3
Exemple 5: (Récurrence) Montrer que pour tout ne N* :
kz:kz =1 +2°+3F +..+n° = nx(n+1)6><(2n+1) :
Solution : notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*,
1><(1+1)><(2+1) _1x2x3
6 6

1étapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons 12 - 1
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donc 1=1. Donc P(0) est vraie.
nx(n+1)x(2n+1)

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zkz =
k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
(n+1)x(n+2)x(2n+3) -~
6

Montrons alors que : £+2°+3+..+n%+(n+1)’ =

Ona:r+22+3+.+n*+(n +1)2 =(12+22+32+...+n2)+(n +1)2

nx(n+1)x(2n+1)
6

etona: ’+2°+3+..4+n’= d’aprés I'hypothese de récurrence donc

(n+1)(2n+1)

P+22+3+..+n°+ n+1 (n+1)

(n1 [ n(2n+1) j: (ns 1[ 2n+1+6(n+1)j

:(n+1)(2n +67n j

Et on remarque que : 2n*+7n+6=(n+2)(2n+3)

Donc : '+2°+3 +..+n*+(n +1)z:(n+1)><(n+2)x(2n+3)
6
Donc P(n+1) est vraie.
i inci A 2 .92 2 2 nX(n+1)><(2n+1)
Conclusion. Par le principe de récurrence ona : 1"+2°+3"+..+n° = 5

Exemple 6: (Récurrence) Montrer que pour tout n e N*
n n2x(n+1)2

DK =1r+2°+3+.+n° :#.

Solution : notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N*.

. e egs 1 . 2 2
létapes : l'initialisation :Pour n=1 nous avons fzwz

donc 1=1. Donc P(0) est vraie.
) . o 0, nPx(n+1)2
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c’est-a-dire : Zk :T
k=1
3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

:<n+1>2x<n+2>2:[<n+1)<n+2>f ”

Montrons alors que : Y _k°

= 4 2
n+1
Ona: st st n+1
k=1
x(n+1)

n n
etona: Zke’ = d’aprés I'hypothése de récurrence donc

4
n+l 2 2 2
2K Zwﬂmlf =(n+1)2(%2+n+1j=(n+1)2 [—n +4n+4j

k=1 4
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:(n+1)2(n22) :(n+1)2(n+2) :((n+1)(n+2))

2° 2
Donc P(n+1) est vraie.

. . . . 3 n2><(n+1)2
Conclusion. Par le principe de récurrence ona: neN" : Y k =
k=1

Exemple 7: (Récurrence) Montrer que pour tout ne N* :
k=n
D (2k+1)=1+3+5+...+(2n+1)=(n+1)

k=1
Solution : notons P(n) La proposition

Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout ne N”.

2

1étapes : l'nitialisation :Pour n=1 nous avons 1+3=4 et (1+1)" =4 donc 4=4.

Donc P(0) est vraie.
k=n
2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie c'est-a-dire : > (2k+1)=(n +1)2

k=1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.
k=n+1
Montrons alors que : )" (2k+1)=1+3+5+..+(2n +1)+(2n+3):(n+2)2 ??
k=1
k=n+1 k=n
Ona: Y (2k+1)=) (2k+1)+(2n+3)
k=1 k=1
k=n
et on a d’aprés I'hypothése de récurrence: » (2k +1)=(n +1)2
k=1
k=n+1
donc > (2k+1)=(n+1)"+(2n+3)=n’+2n+1+2n+3=n+4n+4
k=1
k=n+1
donc > (2k+1)=(n+2)" donc P(n+1) est vraie.
k=1
k=n
Conclusion: Par le principe de récurrence ona: » (2k+1)=(n +1)2 vne N
k=1

Exemple 8:Montrer que : Vn e N;4" +6n—1 est divisible par 9

Solution :montrons que : 3k e N/ 4" +6n—-1=9k

1étapes : initialisation :Pour n=0 nous avons 4° +6x0-1=0 est un multiple de 9
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

cest-a-dire: ke N/4"+6n-1=9k donc 4" =9k —6n+1

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/4™ +6(n+1)-1=9k’ ??

4" 1+6(n+1)-1=4x4"+6n+6-1

=4x(9k—6n+1)+6n+6-1=36k +4-24n+6n+6-1

=36k +9-18n=9(4k+1-2n)=9k" avec k'=4k+1-2n

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Vne N;4" +6n—1 est divisible par 9
Exemple 9:Montrer que : Vne N;7" —1 est divisible par 6
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Solution : 1étapes : l'initialisation :Pour n=0 nous avons 7° —~1=0 est un multiple de 6
Donc P (0) est vraie.

2étapes : d’hérédité : Supposons que P(n) soit vraie

c'est-a-dire; ke N/7" -1=6k

3étapes : Nous allons montrer que P(n+1) est vraie.

Montrons alors que : 3k’ e N/ 7" —1=6k’ ??

™ 1=7x7"-1=T7" ><(6+1)—1:6><7n +7"-1=6x7"+6k

7™ 1= 6(7” + k) =6k’ avec k'=7"+k

Donc P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence on a : Vne N;7" —1 est divisible par 6
Erreur classique dans les récurrences

Exemple 10 : Pour tout entier naturel n, on considere les deux propriétés suivantes :
P (n) : 10" —1est divisible par 9

Q (n) : 10n + 1 est divisible par 9

1) Démontrer que si P (n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.

2) Démontrer que si Q (n) est vraie alors Q (n + 1) est vraie.

3) Un éléve affirme : " Donc P (n) et Q (n) sont vraies pour tout entier naturel n.
Expliquer pourquoi il commet une erreur grave.

4) Démontrer que P (n) est vraie pour tout entier naturel n.

5) Démontrer que Q (n) est fausse pour tout entier naturel n.

On pourra utiliser un raisonnement par l'absurde.

Exemple 11 :Soit P(n) la propriété dénie sur N par :

7" —1Est divisible par 3

1) Démontrer que si P(n) est vraie alors P (n + 1) est vraie.

2) Que peut-on conclure

Remarques : La rédaction d’une récurrence est assez rigide.

Respectez scrupuleusement la rédaction proposée : donnez un nom a La proposition que
vous souhaitez montrer (ici P(n)), respectez les trois étapes (méme si souvent I'étape
d’initialisation est trés facile

Exercice: aeR etbeR telque: ae]-L1f etbe]-11

Montrer que : -1< a+h <1
1+ab
. a+b a+b
Solution : -1< <le <1< fa+b|<[l+ab|
1+ab 1+ab

< la+b2<[L+ab|2 < a2+b2+2ab<1+a%?+2ab

Donc : ~1< 210 <1< (a2-1)(1-b?) <0
1+ab

Donc:ae]-1L1 et be]-L1 =-1<a<1et -1<b<1
=la|<1let|b|<1=a"<1 et h2<1=a’-1<0 et 1-b2>0
= (a2-1)(1-b2)<0

a+b

1+ab

Exercice 4 Traduisez les propositions suivantes en langage courant puis déterminer sa
négation et la valeur de vérité :

<1

Donc: ae|-L1 et be -1 = -1<
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1) P:(vxeR);(3yeR): x>y
2) P:(3xeR);(VyeR): x>y
3) P:(VxeR);x* 24=x>2
4) P:(IxeR);x* =4
5) PZ(V8>-0);(E|XE{1+%;I’IEN*}J/X<8+1O

Solution :

1)Pour tout x appartenant a R il existe au moins un y appartenant a R tel que x est supérieur
strictementa y et P:(3xeR);(vyeR):x<y

P:(vxeR);(3yeR):x>y Estune proposition vraie car I'lorsque je prends X je peux trouver vy il
suffit de prendre : y=x-1

2) il existe au moins un y appartenant & R tel que Pour tout x appartenanta R ona x est
supérieur strictementa y et P:(VxeR);(IyeR):x<y

P est une proposition fausse car 'lorsque je prends X je peux toujours donner ay la valeur:
y=x+1

3) P:(VxeR);x*24=x22

Pour tout x appartenant a R si x* est supérieur ou égal a 4 alors x est supérieur ou égal a 2

P:(3xeR);x* >4 et x<2

P est une proposition fausse car 'lorsque je prends x=-2 on a (—2)2 >4 et-2<2
4) P:(IxeR);x* =4

il existe au moins un y appartenant a R tel que x* est égal a 4

P:(vxeR);x* 4
P une proposition vraie car il suffit de prendre : x=2

5) PZ(V8>-0);(E|XE{1+%;I’IEN*}J/X<8+1O

Pour tout & supérieur strictement a 0 il existe au moins un x qui s’écrit sous la forme 1+ =
n

avec ne N" tel que x est inferieur strictement a £+10

EZ(H&'>—O){VX€{1+1;HGN*}j/X28+1O
n

Soit ¢ >0 x<g+10<:>1+£<g+10<:>1<g+9<:>n>
n n &+9

1 1
Donc pour n:E( ]+1 onprend X=14+— etona X<&+10
e+9 n

P Est donc une proposition vraie

Exercice 5 A I'aide de la méthode des tables de vérité, dites si la formules PouI3 est une
tautologies.
Solution :

PouP
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