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G
Correction

Exercice 1

1. a) Le point D est défini par la relation suivante : 4AD = AB + 3BC donc :
—4AD+AB+3BC =10

4DA +AD + DB +3BD +3DC = 0

3DA—2DB +3DC =0
D’out : D est le barycentre du systéme (A,3); (B,-2); (C,3)

1. b) On sait que :

D est le barycentre du systeme (A, 3) (B, -2) (C, 3),

B’ est le milieu du segment [AC], donc B’ est le barycentre de (A, 3) (C, 3).

D’apres le théoreme d’associativité du barycentre, D est le barycentre de (B, 6) (B, -2).

D appartient donc & la droite (BB’), médiatrice du segment [AC] (car ABC est un triangle équilatéral).

2. On sait que D est le barycentre de (B’, 6) (B, -2). Donc :
6DB —2DB = T

6DB + 6BB' ~2DB = 0

4DB = —6BB’

BD = gBB’

3.

DA? = (DB’ + B'A)?

=DB"? +2DB'- B'A + B'A?

= DB"” + 2 x 0 + B’ A%(car Dappartientalamédiatricedusegment[ AC])

1N /1 N\
= <2BB> +<2AC>

2
1 3v3 1 3
=1 X <\2F) + 1 x 32 (Rappel : lahauteurd’untm’angleéquz’lateraldecoteaestégaleaa\2f>
3

16

33—
Comme BD = §BB', alors :
2

DB? = (2) x BB
9
- X
4

2
DB2 = <3\/§>
2
DB? = %
16
4

3MA? —2MB? + 3MC? = 12

«— 3(MD + DA)? —2(MD + DB)? + 3(MD + DC)? = 12

= 3MD? + 6MD - DA + 3DA2 —2MD?* — 4MD - DB — 2DB? +

3MD? + 6MD - DC + 3DC? = 12

— AMD? +2MD - (3DA — 2DB + 3DC) + 3DA% — 2DB? + 3DC? = 12

— 4AMD? + 2MD -0 + 3DA2 —2DB? + 3DC? = 12

(car Destlebarycentrede(A, 3)(B, —2)(C, 3))

<= 4MD? =12 —3DA? + 2DB? — 3DC?

<= 4MD? =12 — 6DA?% + 2DB?(DA = DCcar Dappartientalamédiatricedusegment[AC])

63 243

2: _— — [E—

= 4MD 7152 6><16+2>< 16
— MD?=—->
16

53

L’ensemble des points M est le cercle de centre D et de rayon e

Vérifions que le centre de gravité G du triangle ABC appartient & I’ensemble (E) :
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Comme ABC est un triangle équilatéral, alors GA = GB = GC, donc :

2 2 2 2
3GA%? —2GB? +3GC? = 4GB? = 4 x (3BB’) =4 x (3 X 3\2/3) =12

G appartient a I'ensemble (E).

Exercice 2
1. Montrons que AI = /33 :
e Premiére méthode :

BC?
D’aprés le théoréme de la médiane, on a : AB? + AC? = 2A1° + —
Donc : )
B
AB? 4 AC? — B&
AI? = 2
42
72 4+5% — —
A= — 2
2 16
49 + 25 — —
A= — 2
66 2
AT = —
2
AT* =33

D’ou : AI = /33 cm.

o Deuxieme méthode :
Remarquons d’abord que (AI) est la médiane du triangle ABC issue de A.
Identité du parrallélogramme :

1
Pour tous vecteurs @ et ¥ du plan, on a :||]|? + ||7]|> = 5 (||@ +a]* + ||@ — ¥]%)

Enprenantﬁ=@etﬁ=m,0na:
|| + o] = ||[AB + AC|| = 2||A1]| et || — ]| = || AB — AC|| = |[BC|.

L’identité du parrallelogramme devient alors :

e = 5 (1B + 1A - S5l

1
(72+52—2x42>=33

DN | =

L’application numérique donne : AI? =

D’ou : AI = /33 cm.

2. a) Pour quelle valeur du réel m le vecteur mMA + MB + MC est-il égal & un vecteur u
indépendant du point M ?

mMA + MB + MC = m(MI + TA) + (MI + IB) + (M1 + IC)

= (m+2)m+mm+?+m

—

Donc mMA + MB + MC est indépendant du point M si et seulement si m = -2.
On obtient alors : @ = —2TA.

2. b) Déterminons 1’ensemble F des points M du plan tels que -MA2 + MB? 4+ MC? = -25 :
Transformons -MA? + MB?2 + MC? afin de faire apparaitre le point I.

—MA2 + MB?+ MC? = MI? + (—IA2 + IB2 + IC?) + 2M1 - (—ﬁl’ +1B + I‘(f)

“ J

-0
- (MP —oM1-TA + IA2> + (2T A2 + IB? + IC?)
2
- (m - ﬁi) +(—2IA2 + IB? + IC?)
Or, on remarque que -25 = -33 + 22 4+ 22 = -TA? + IB? + IC?, donc :
2
~MA? + MB? + MC? = —25 «— (m - 171) 4 (=21A2 + [B? + 1C?) = —IA? + [B? + IC?
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(:)(m_m)z_nﬁ:o
— N1 - (31 - 274) =0

Soit J le point du plan tel que IJ=—2T4
On a donc que —MA? + MB? + MC? = 25 < MI-MJ =0.
F est donc le cercle de diametre [LJ].

Exercice 3

Ecrivons une équation cartésienne du plan P, sachant que le projeté orthogonal de l'origine
sur P est le point A(1;5;7) :

Le vecteur OJA)est un vecteur normal au plan P, c’est-a-dire que pour tout point M(x; y; z) du plan P,
AM.OA =0

M appartient au plan P < AM-O4d =0

= 2-1)x1-0+@y-5)xbB-0+(=-Tx(7T-0)=0

= T+5y+72—65=0.

D’ou I’équation du plan P.

Exercice 4

Ecrivons une équation de la sphére de centre I(3; 1; -4), passant par le point A(4; 235 1) :
Calculons le rayon de la sphére : R2 = AI? = (3-4)2 + (1-2)2 + (-4-1)2 = 27.

On en déduit I’équation de la spheére : (z - 3)2 + (y - 1)2 + (z + 4)? = 27.

Exercice 5

Vérifions que A(4; -1; 2) est un point de la sphére S :

Transformons 1’équation de S :

242+ 22 —6br+2+42—3=0 = 226+ +2y+22+42-3=0
= (r-3)2+{y+1)2+(2+2)?-3=3%+12+22
= (@-3)2+@W+1)?+(z+2)?2=17

Regardons si les coordonnées de A vérifient ’équation de S :
(4-3)24+(-1+12+2+22=124+0>+42=17.
Donc le point A appartient a la sphere S.

Ecrivons une équation du plan tangent en A 4 S :

Appelons ce plan P.

Le centre de la sphere est le point 1(3; -1; -2). AT est donc un vecteur normal au plan P.
M (x;y;z) appartient & P <= TAAM =0

= d-3)x(z-4)+(-1-(-1))x(y+1)+(2-(-2)x(2—2)=0
—xr+42-12=0

D’ou I’équation du plan P.

Exercice 6

Calculons la distance d du point A a la droite D :

Distance d’un point & une droite dans le plan :

On considere la droite D : arx + by + ¢ = 0, avec (a,b,c) € R? et (a,b) + (0,0).
M(znm; ym; zv) est un point du plan.

. oo _laxa + byar +

La distance d(M, D) vaut ainsi : d(M, D) T

laxa + bya + |
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—1x(=1)+4x3-2 11  11J17
12+ 2 N
Remarque : Quand on a oublié la formule, on la redémontre...
Soit H(zH ; yu) le projeté orthogonal de A sur D.
On note D’ la perpendiculaire & la droite D passant par A.
@(a;b) est un vecteur directeur de D’ (car c’est un vecteur normal de D)
Soit B(zp ; yg) un point de D
AB - 1| = ||AH|| x ||| = d x |l
D’autre part, avec 'autre formule du produit scalaire,
|AB @ = |(xp—za)xa+ (yp—ya)xb]

= |—(axa+bya)+axp+bys__,|

= |—(axa+bya+c)

= = ‘CLJZA +byA —|—C|
[AB.d|  |aza +bya +

lall Va2 +p?

D’ou, d = |

On en déduit que : d =

Exercice 7
1. Vérifions que le triangle ABC est équilatéral :
On a facilement que AB = BC = CA = /12 + 12 4+ 02 = v/2 donc le triangle ABC est équilatéral.

. Les droites (AD) et (BC) sont-elles orthogonales ?
Ona AD-BC = (0—1) x (0—0) + ((=1) = 0) x (0=1) + (0= 0) x (1-0) =

Donc les droites (AD) et (BC) ne sont pas orthogonales.

3. Calcullonls cl-cJ: )
Onal <2; 5;0 et J (1;—;0>, donc :

2
ci-cj = (xr —zc) x (x5 —z0) + (yr —yc) x (Y7 —yc) + (21 — 2¢) x (27 — 2¢)
1 1 1 1 )
= 2><2+2><<—2>+(—1)
= 1

Déduisons-en une mesure de ’angle 107 :

707y - _CI1.CJ
cos(ICJ) = eI

or, H(Tin—ﬁn—ﬂ \fdonc

cos( IOJ
U

Avec la calculatrice, on obtient : ICT = 48°.

4. Calculons les coordonnées du point H :
Le point H est 'intersection de la droite (CI) et du plan P normal & la droite (CI) passant par I. On choisit
pour vecteur normal de P le vecteur 7@ = 2C[ qui a pour coordonnées (1; 1; -2).
L’équation de P est donc de la forme : z +y — 22 +d = 0.
Pour trouver d, on dit que :
1 1
J€P<:)§—§+O+d=0
—d=0.

Dou, P:ax+y—22=0.

r= t
D’autre part, (CI): 4 y= ¢ ,teR.
z==2t+1

On injecte I’équation de (CI) dans ’équation de & et on trouve :

bt —2x (~2+1)=0et=-.

111
déduit, H
On en dédui <333)
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Quel role joue le point H sur le triangle ABC?
On remarque que 30H = OA + 0B + OC = 30?7 donc H = G, centre de gravité du triangle ABC.

Exercice 8
l.MontronsqueA_B)—l—]ﬁ=2ﬁetqueﬁ—m=2ﬁ:
AB+DC = (AI+1J+JB)+ (DI+1J+JC)

= 2IJ - (JA+TD) + (JB+JC)

-0 -0
- oTJ

= oKL

2. Montrons que (I1J) et (KL) sont sécantes et orthogonales :

IJ-KL = (AB+ DC) - (AB — DC) = ||AB||2 — |IDC||? = a2 — a2 = 0.

Donc (1J) et (KL) sont orthogonales.

On note & le plan engendré par les vecteurs ABet DC passant par I.

Ainsi M appartient au plan & <= Il existe deux réels a et 3 tels que IM = oAB + ﬁm.

Or,—j=%ﬂ§+%m, donc J € .
m}:m+ﬁ:§(m+@):%m donc K € 2.
ﬁ:m+m:§(@+m):§@,dmcm@.

Donc, les points I, J, K et L sont coplanaires. De plus, IJ et KL sont non colinéaires, donc les droites (1J)
et (KL) sont sécantes.

3. Déterminons la nature du quadrilatere IKJL :

Les diagonales (LJ) et (KL) de ce quadrilatere sont orthogonales, donc IKJL est un losange de ¢oté ||TL|| =
1 a
SIABI =5
. Trouvons une condition nécessaire et suffisante pour que IKJL soit un carré :
IKJL est un carré < ||IJ|| = ||KL||

— ||| = [[KL|>

« ||4AB + DC||* = ||AB — DC||?

«— AB-DC =0

<= AB et DC sont orthogonaux.

Exercice 9
Calculons i -7 :

i-T=(V2-1)x1+1x (vV2+1)+(vV2+1) x (—4+2v2) =0

Vérifions ce résultat par un autre calcul :

U 0=0=20-U=-20-0
= [|d]* + ||9]|* +2a -7 = [|a]|]* + ||¢]|* — 2a - &
= [|d +7|]* = ||a - 7]]?

17+ 72 = vV2© + 2(1 + vV2)? + 9(1 — v2)? = 33 — 142
1 =72 = 21 = vV2)2 + V2" + (5 — v2)? = 33 — 1412
Donc ||@ + |2 = ||@ — 4|2

Dot : @ - 7 = 0.
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Exercice 10

Démontrons que (AB2 + CDQ) — (AD2 + C’BQ) —2DB - AC :

(AB2 + C’DQ) - (AD2 + CBQ)

= (AB? + CD?) — (AB? + BD? + 2AB - BD + CD? + DB? + 2CD - DB)
—2(-BD*+ (-AB+CD)-BD)

—2 (DB + B4 +CD) - BD

—2CA-BD
—9DB - AC

Exercice 11
I. Soit ABC est triangle. Pour tout point M du plan, montrer 1’égalité : MA -BC +MB-CA + MC-AB = 0.

2. Application : montrer que les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes.

Indication : On appelle H le point d’intersection de deux hauteurs. Montrer que H appartient aussi a la
troisieme hauteur.

. Montrons, pour tout point M du plan, ’égalité : MA -BC+MB-CA+MC-AB=0:

MA.-BC+MB-CA+MC-AB=MA-|BC+CA+AB |+ AB-CA+AC-AB=10.
-0

2. Montrons que les trois hauteurs d’un triangle sont concourantes :
Soit H le point d’intersection de la hauteur issue de A et de celle issue de B. Montrons que H appartient a la
hauteur issue de C.
Pour cela, on doit montrer que HC-AB=0.
HC.-AB=—-HA-BC-HB-CA=o0.

—_— N~

=0 =0
D’ou : le point H appartient a la hauteur issue de C. Les trois hauteurs d’un triangle sont donc concourantes.
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