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. Produit scalaire dans I’espace :
a.

=" *
V4 . A
V4 Uet Vdeux vecteurs non nul de l’espace(f) ; A et B et C trois points de (5) telque: U=AB et \\\\

I V= AC : H est la projection de C sur la droite (AB) . ]

Il Le produit scalaire de Uet Vest noté par u.vou AB.ACtel que : I
1FR cas le produit scalaire de Uet V est le nombre: | 2°™ cas le produit scalaire de Uet V est le nombre: |

I| uv =AB.AC =ABxAH uv =AB.AC =-ABxAH I
I premier cas c < c deuxiéme cas H
Il
I Il
Il v Il
I a=90° I
[ - I
Il .——o A it B Il
\ A U H B /]
3 T — V4
N Siu=00uvVv=0o0nauv=0 z
> 4=
b.
//' 7 z . o= . .. A\
i e U.U=U" estlecarré scalaire de U est toujours positif . i
Il = —— - = —
i o JU.U =AB estlanorme du vecteur AB on note : || = VU* =/U.U0 =AB. I
e I
H el lvVvesuv=0. 1
H SETRY, =||G||x||\7||xcos(a,\7) ou AB.AC =ABxACxcos(N§,E). H
- - Dol I
"\\ e Uet Vv sont colingaire ) < u.v‘ =Hu”x”v” )
7
> 4
C.
///" Vetw & R «\
p uet v et W trois vecteurs de l’espace( ) ;aelR ona: \\
\
“ 1w =]’ I
.. I
H 2. Symétrie du produit scalaire :U.v=V.U . I
I 3. Positivité du produit scalaire : G.U=0*>0. "
H 4, Non dégénére : G.li=0<>Uu=0 I
(— (= e o= I
Il u.(v@:u.v+u.w I
Il I
H 5. Linéarité du produit scalaire : 1 (v+w) U=V.u+w.u I
I
II i (o) = (o) ¥ = a(6) ll
\

\ e V) - = =2 - =\2 =2 - = =2 - —-\/— - -2 =2 A
\ 6. (u+v) =U +2u.v+V et (u—v) =uU —2u.v+Vv et (u+v)(u—v)=u -V . V4
S <’
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I

Soit ABCD un tétraédre de faces régulieres ( chaque face est un triangle équilatéral de coté a pour longueur
Montrer gue deux cotés opposés sont orthogonaux ( exemple le coté opposé de [ AB] est le coté [DC] .
Correction :
AB.CD=0

—_—

2
ATBATC=ABXACCOS( B,AC)=axacosg=% (1).

—_— 2

AB.AD= ABx ADcos(AB, AD) =axacos s = (2) .

Do : AB.CD - AB.(AD-AC)

—_ _

=AB.AD-AB.AC

a? a? as (1 2
=?—? (dapres( )Et( ))-
Donc : AB.CD=0

Conclusion : (AB) J_(CD) . ( De la méme fagon on démontre que : BC.AD=0et AC.BD=0 )

il Base et repere orthonormé :

[

AL *

- == - - A \

u(x,y,z) et v(x'y"z") et w(x",y",z") trois vecteurs de Pespace (<) rapporté a une base A\
o o I
i (13.K). I
- . I
I e Le déterminant des vecteurs Uet V et W dans cet ordre est le nombre : H

Il X X' Il
o XI Xll
Il

XII
1] e 1 Xll
I det(u,v,w):y y' y"=xy .
z' z" z' z" ly' y" Il
Il z z" z" I

I =(xy'z"=xz'y")+(-yx"z"+yz'x")+(2x"y "= zy 'x") H

+2Z

\ ° Get \7 et \Tvsont coplanaires si et seulement si det(ﬁ,Q,vT/)zo. /”
N ) 4
> <

b.
u(1,2,3) et v(-2,0,1) et w(1,0,3) ona:
1 -2 1
- 00 -2 1 -2 1
det(u,v,w)=[2 0 o=1" -2 +3 =1x0-2x(~7)+3x0=14
1 3 1 3 0 O
3 1 3
Do : det(ﬁ,\?,\Tv);eo
Conclusion :
-2
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o Uet V et W ne sont pas coplanaires donc le triplet ( Q,W) est une base de l’espace((?) :

u,
« On prend un point O de I’espace (<) le quadruplet (O, u, \7,le) est un repére de I’espace (<) .

c. Technique:

S ¢ ol
des(i7,w)=ly ¥ LYy =()+(2)+(3)-(4)-(5)~(6)
NN\
(1) 2) 3)
Définitions :

d
»
. ( i, k) est une base de ’espace (<) équivauta i et j et k nesont pas coplanaire(det(l,J,k);t O)

o Prenons un point O de Pespace(&’) le quadruplé i O,i,], E) est appelé repere de (&)

—_— — —

o si Kj=Ri=ii=0et [f|=[f]=[R|=1 ators:

|

I

I

I

I

I

% labase ( i, ], k) est une base orthonormée . I
. . - I

R/

< le repére (O,i s k) est un repére orthonormé . /A

- - —

o Le reste de ce chapitre ; on considére espace (<) est muni d’un repére orthonormé (O,i i k) :

eonprend u(x,y,z)=xi+yj+zk et v(x'y",z)=x"i+y'j+2'k et M(x,,2) et A(Xx,Ya.Za)
et B(X5,Ys.25) et C(Xc,Ye.Zc) -

-3-
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Ri. Expression analytique de U.V
a. Activité :

1l Ona: ﬁ.\7=(xI+ y]+ zE).(x'I+y'j+z'E) on utilise la linéarité du produit scalaire donner
u.v en fonction de x et yet zetx'et y'et z°.

2. Ecrire HGH en fonctionde X et y et z.

3. Donner la distance AB=HKBII en fonction de X, et y, et z,etde X; et y, et z, .

4. Donner la propriété .

b. Propriété :

V/ \
I - I
I e Le produit scalaire de Get Vest : UV = :
I

I I
I . - ~ = I
| e La norme du vecteur U est: HUH = \/u.u = |
I I
I\ e Ladistance AB est : AB:\/(XB_XA)2+(yB_yA)2+(ZB_ZA)2 . /I

¢. Application :
6(1,2,3) et \7(5,7,4) deux vecteurs et A(1,5,7) et B(2,9,8) deux points de I’espace (c?) .

1. Calculons: u.v et HGH et H\?H et AB .

Correction : Calculons :
1) (5

v ouv =|2|.|7|=1x5+2x7+3x4=31.
3)\4

v fu]=Vrr+2 43 =i et u|=5?+77+47 =88 .

2-1 1
v Ona: AB|9-5|=AB|4|don: AB=+12+42+1% =./18
8—7 1

Conclusion : u.v=31 et HGH:@ et IIQII:@ et AB= «/E )
IV

»

Ensemble des points I\/I(x,y,z) tel que : AM.T =K avec a(a,b,c) : (U ¢6) :

[

Propriété :

A(XA,yA,ZA) est un point et a(a,b,c) est un vecteur non nul de Iespace (<7) et kK € R Pensemble

des points M(x,y,z) de ’espace (oe) tel qu =K est un plan (P) d’équation de la forme :

P———p—————

I
I
I
ax+by+cz+d=0. )l

-4-
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b. Application :
Soient A(1,1,1) et u(0,1,0).

1. On détermine (P) ensemble des points M(X,y,z) de P'espace (&) tel que U.AM =0

Correction :
M(x,y,z)e(P)oa.W=O
Ona: 0 (x-1 .
(1) |y-1(=0
0)(z-1
<0.(x-1)+1(y-1)+0(z-1)=0
&y-1=0

Conclusion : ensemble des pointsM(x,y,z) de (&) tel que U.AM = Oest Ie plan d’équation (P) 1y =1.
V\ Plan déterminer par un point et un vecteur normal :

QL. Vecteur normal aun plan :
a. Définition :

ITout vecteur n non nul sa direction est perpendicu plan (P) s’appelle vecteur normal au plan (P)l

b. Remarques :

[ - - ~ e

I * N estnormale au plan P(A,T,V) alors n LT e v . |
[

[

e Si N est normale au plan (P) et passe par Ale p P) est noté par P(A, ﬁ) . |

02, Ensemble des points M(x,y,z) tel queax+by+cz+d=0:
a. Propriéeté:

| L’ensemble des points M (X, Y, Z) de l’espace@ qui vérifie ax+by+cz+d =0 avec
(a, b,C) # (O, 0, 0) est le plan et le vecteur non

(a, b,c) est un vecteur normal & ce plan . |

b. Application :
* Que représente I’ensemble des points M(X,Y,Z) de espace (<) qui vérifie Xx+2y—z+4=0.
Repense : I’ensemble des points M(X,y,z) de I’espace (5) est le plan (P) tel que :
v le vecteur 5(1,2,—1) est normal & (P) .
v leplan (P) passe par le point A(0,0,4) .
v donc(P):P(A,ﬁ).

0&. Ensemble des points M(X,y,z) tel queﬁ.mzo :

-5-
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A [l

"// n(a,b,c)# 0 estun vecteur non nul et A(X,,Yx,Z,) estun point de Iespace (&7) . “\I\I
H L’ensemble des points M(X,Y,Z) de I’espace (&7).qui vérifie : AM.N =0 est le plan (P) qui passe par H
" At le vecteur N est un vecteur normal & ce plan(c.a.d. P(A, ﬁ) ). H
l\l\ Le plan (P) a pour équation cartésienne de la forme ax+by +cz+d =0 avec d=—(ax, +by, +CZA4)//"

=

On détermine une équation cartésienne du plan (P) passant par le point A(2,1,—3) et ﬁ(l, 1,2) estun
vecteur normal a (P) .
Soit M(x,y,z) un point de I’espace (oe) .
Ona: M(x,y,z)e(P)Qm.ﬁ =0
X—2
&|ly-1.
z+3)\2
< (x=2)x1+(y-1)x1+(z+3)x2=0
S X+Yy+2243=0

1
11=0

équation cartésienne de (P) est (P) : x+y+2z+3=0.

[

“ tout plan P(A, ﬁ(a, b,C)) a pour équation carcffjnne de la forme ax+by+cz+d=0 laréciproque |l

H avec (a,b,c);t(0,0,0) .

=

On montre que : le vecteur ﬁ(a,b,c) est normal a ce plan (P) .
Ona: M(x,y,z)e(P) < ax+by+cz+d=0 ; (1)
A(X5,Y5:2,) €(P) & ax, +by, +cz,+d=0 ; (2)

La différence entre (1) et (2) on obtient :

X—X, \(a
a(x—x,)+b(y-y,)+c(z-2,)=0&|y-y, || b =0
z-z, ¢
< AMN=0
< AM Ln
D’ou : ﬁ(a,b,c) est normal & ce plan .
-6-
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1. On donne I’équation du plan P(O,T,j) et le point A(0,0,m) avec meR .
1°" méthode :
M(xy,z)e(P) < AM et i et jsont coplanaires
e det (AN 1.} ) =0

x-0 1 0
<|y-0 0 1/=0
z—-m 0 O

<:>X0 1‘—y‘1 0‘+(z—m)‘1 O‘:o
0 0 0 0 0 1
<0-0+(z-m)=0

&z-m=0

Conclusion : équation du plan P(O,T,j) est P(O,T,]) z=m.

2ime méthode :

Puis que le repére est orthonormé donc E(0,0,l) est normal au plan P(OT]) donc
équation de P(O,T,_j:) est de la forme Oxx+0xy+1xz+d=0ouencore z+d=0
On sait que : A(0,0,m) e P(OT]) < m+d=0doncd=-m.
Conclusion : équation du plan P(OT]) est P(OT]) 1Z=m.
3me méthode :

Puis que le repére est orthonormé donc E(O, 0,1) est normal au plan P(OT])

M(x,y,z) e (P) & AM.k=0

< (x=0)x0+(y—0)x0+(z—m)x1=0
<z-m=0
Conclusion : équation du plan P(OT]) est P(OT]) rz=m.

VI. Distance d’un point a un plan :

[

v i
" (P) est un plan et A est un point de ’espace Qet H est la projection orthogonale de Asur le plan
A

l\L (P) 1a distance du point A au plan (P) est on note AH = d(A’(P)) ' H
A

-7 -
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b
? A
1
1
1
- |
I‘l] 1
|
bw“ : a0°
.
(P)
C.
& o o »
i (P) estun plan et A(X,,Y,.Z,) est un point de Pespace (<) tel que (P) a pour équation I
H (P) :ax+by+cz+d=0. O ii
H\\A La distance du point A au plan (P) est AH = d(A,(P)) = |axAm+d| . Aﬂ

e

On consideére H(XH,yH,ZH) H est la projection orthogonale de Asur le plan (P) .
e On sait que : le vecteur ﬁ(a,b,c) est normal & ce plan (P) ( ﬁJ_(P) ) (1)
« H est la projection orthogonale de Asur le plan (P) donc AH L(P).(2)

« He(P) & ax, +by, +cz,+d=0 ; donc: ax, +by,, +cz,, =—d.

e D’apres (1) et (2) on obtient N et AH sont colinéaires , d’ou Cos(m,ﬁ)

=1 et

‘m.ﬁ‘ = AHHﬁH cos(m,ﬁ)

=AH Hﬁ” on obtient \ﬁﬁ\ = AHHHH (4)
e D’autre part : le produit scalaire est :
X=X, |[ @
AHn=[y, -y, | b
z,-z, J\C

=a(x, =X, )+b(yy=Ya)+c(z—24)

=ax, +by, +cz, —[:’:IXH +by,, +CZH[]
—d
=ax, +by, +cz, +d

D’out : ‘m.ﬁ‘=|axA+byA+czA+d| (3)

|ax, + by, +cz, +d|

I

D’apres (3) et (4) on obtient AH Hﬁ” = |aXA +by, +cz, +d| .D’ou: AH=

-8-
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e. Application :
On considére le plan d’équation (P) X+3y—-5z+1=0.

1. Est—ceque:A(L11)e(P)
Ona: (P)1+3x1-5x1+1=4-5+1=0 d’oii: A(1,1,1)e(P)
2. Donner la distance d(A,(P))

1% méthode :
v" Puis que A(l, 1, 1) € (P) donc la projection orthogonale de A sur le plan (P) est A=H

Donc AH = AA =0 donc d(A,(P))=0.
Conclusion : la distance d(A,(P)):

2i¢me méthode :
v" On applique la propriéteé :

AH = d(A (P))

lax, + by, +cz, +d| 1+3x1-5x1+1=4- 5+1‘ ‘
Jaz+b2+c? J1+3 +(-5)
Conclusion : la distance d(A,(P)):

Vil. Parallélisme et orthogonalité des droites et des plans :

QL. raraliélisme et orthogonalité de deux plans :
a. Propriétés :
>

(P):ax+by+cz+d=0 et (P,):a'x+b'y+c'z+d'=0 \\
(P )||(P )<:> ( net n*sont colinéaires) (P2)||(Pl)<:>ﬁ:=aﬁ (PZ)_L(P1)<:>|_‘1_:.H=O :
(P)ll(P)<:>_____(nonnuIs) n n _ :
(P)II(P) < A, =A,=A,=0(netn") N H - :
n' £ :
|
4
‘_/
02 Parallélisme et orthogonalité d’une droite et un plan :
// p(B,ﬁ) et D(A,G) et (P):ax+by+cz+d=0 \\
' |
| I
| (D)II(P) < un=0 |
: (D) L(P)& (n et u sont colindaires ) . :
I —> :
\ u )
N /
-9.
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VL. Etude analytique du sphére :

9,,1& Sphere :

Définition :

Q) est un point donné de l’espace(f) et R >0 P’ensemble des points M (x,y, Z) de ’espace (rf)
éde rayon R on note (S) ou S(Q,R) )

[

tel gue QM = R s’appelle le sphére de centr:

02. Equation cartésienne d’une sphere :
a. Définition propriété :

[
I Equation cartésienne de (S)= S(Q(a, b,c), r) e (x,y.z2)e(S)eaM=R ou
|
I

(x—a)’ +(y—a) +(z—a)’ = R%ou bien : x> +y* 2" — 2ax — 2by —2cz +d =0 avec d =a’ +b? +¢? —

-

=

Application :
On donne I’équation cartésienne du sphére S(O(O, 0, 0) , 1)

ona: (x=0) +(y—0)"+(z-0)' =1’ & x2+y2+2z2=1.
Conclusion : ’équation cartésienne du sphere S(O(O, 0, O) , 1) est x2+y2+2z2=1.

03. Equation cartésienne du sphére déterminé par un diamétre [AB] .

a. Définition :

I( Q est le milieu de [ AB]; [ AB] est un diamétre du sphere (S) .| MQ\
I donc A et B appartiennent a I 4 N
I pp (@ : ,r DS S
I On dit la sphére de diamétre [ AB] on note (S) ou Sia] 1 Y Yo
X e e e . Y

-10 -
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b. Proprieté:

e

[AB] est: M(Xay,Z)GS 8] < AMB=0
| ou bien (x—xA)(x—XB)+(y—yA)(y—yB)+(z—z@zB)=o . |

Preuve :
Soit | le milieu de [AB] ( centre du spheére (S) .

| Equation cartésienne de S

[

Ona: W.W=O©(W+m)(m+@)=0
®W2+W.@+m.m+m.@=0
@M|2+W(m+@)+m(—m =0
& MIZ+MI0-1A% =0

< MI? = |A?
< Ml=I1A
S MeS

(1.r=1A)

Conclusion : I’ensemble des points M (X,Y,Z) de I’espace (&) qui vérifie MA.MB =0 c’est le sphére (S) de

AB
centre | le milieu de [AB] etderayon r=1A= > ou encore le spheére S;, . de diameétre [AB] :

[AB]

=

Exemple : Soient A(O,l, O) et B(O,—l, O) deux points de ’espace (5) .

On détermine I’équation cartésienne du sphére S[ Ag] -

M(x,y,z)eS < MAMB=0: (ou m.m=0)

[A8]
X X
<ly-1]|y+1(=0
z z
S X24+y2+z72=1
Conclusion : I’équation cartésienne du sphere S est S, I X2+Yy2+272=1.

[AB] [AB]

04, L’ensemble des M (x,y, Z) de l’espace(c?) tel que X° +y*+z*+ax+by+cz+d=0:
a. Propriété:
/ L’ensemble des M (X, Y,Z) de Pespace(&7) tel que x” +y” +2° +ax+by+cz+d=0 avecaetb et G\
etdde R onpose A=a?+b?+c?—4dest:
° (E)=® si A<O .

]

-11 -
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1A Positions relatives d’une sphére et un plan :
QL. Positions et les schémas et théoreme:

Intersection d’un plan (P) et une sphére (S)
= =H— =

~ Théoreme:
3tme CAS: d=QH <R ona (P)ﬂ(s)z(C) 2tme CAS: d=QH=R on | 1fRCAS: d=QH>R

(P) coupe (S) suivant le cercle de centre H | & (P)N(S)={H}(P) et |ona(P)N(S)=D

et de rayon R, =m R.=retR, =R (S) sont tangents en H (P) et (S) son disjoints
avec (HQ) L (P)

=

R"-—.

/ :

x

a. Remarques :
lax, + by, +cz, +d|
Jaz+b2+c?

e on détermine H par Pintersection du plan (P) et la droite (D) perpendiculaire au plan passant par Q

e H est la projection de Q sur (P) etd=QH= d(Q,(P))

e Vecteur normal n au plan (P) est un vecteur directeur de la droite (D) .

02. Equation du plan tangent a une sphéere :
a. Théoréme :

p———

par un point A quelconque d’une Sphére (S) il existe un et un seul plan (Q) tangente au sphére (S) |
S |

au point A . I’équation de (Q) est: Me (Q&AAQ =0 |
)
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Niveau: 1SCIENCES MATHS- COURS ]@ Produit scalaire (espace) page %

X-. Positions relatives d’une sphere et une droite :

(1]

Intersection d’une droite (D) et une sphere (S)

Positions et les schémas et théoreme :

3¢me CAS : 2me CAS 1ER CAS:

théoréme

gtm CAs: (D)N(S)={AB}

2¢me CAS / (D)N(S)={H }

1R CAs: (D)N(S)=2

(D) coupe (S) en deux points A et B
( Deux points mais pas le segment [AB] )

(D) et (S) sont tangents
en H avec (HQ) L (D)

(P) et (S) son disjoints

CONDITION :d=QH <R

CONDITION :d=QH =R

CONDITION :d=QH >R

e H est la projection de Q sur(D) :
] [RGAd|
«Si (D)= D(K,u) ona d=QH = W ( voir chapitre produit vectoriel ) .
u
o Si G=xT+y]+zE et C/=x'7+y']+z'E .
ona:
G/\Q=(xT+y]+ZE)A(X'T+y']+z'E)
REMARQUES X X'
=Y [AlY
z z'
. - - - X X'- X X'~
=Axi—ij+AZk=‘y o S Rl T ol
z 2 z z y y
1 2
't - O —1—: 1 2—: l 2 - - = =
e Exemple: AMAu=|0|[A| -1 =l 1 |—1 1j+0 1k=|+J—k
1 1
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