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Limites et comportement asymptotique

Exercices corriges

Sont abordés dans cette fiche :

o Exercice 1: détermination graphique d’une limite et d’une équation d’asymptote a une courbe
(asymptote verticale et asymptote horizontale)

e Exercice 2 : étude de limites, asymptotes verticales et horizontales

o [Exercice 3: étude de limites de fonctions composées, formes indéterminées, expression conjuguée,
asymptotes horizontales

e [Exercice 4 : limites aux bornes d’un ensemble de définition, asymptote oblique
e [Exercice 5 : asymptotes paralléles aux axes d’un repére, équation d’asymptote oblique

Exercice 1 (2 questions) Niveau : facile

On a tracé ci-dessous en vert Cy, la courbe représentative d’une fonction f. Déterminer graphiquement Dy,
I’ensemble de définition de f, puis une équation de chacune des asymptotes a Cy.

]/
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Correction de I’exercice 1

1) Ci-dessous est tracée en vert Cr, la courbe représentative d’une fonction f.

pe
- v

Df =]-0; =2 U =2;2 U 2; 4

Rappel : Continuité d’une fonction

Soient I un intervalle, f une fonction définie (au moins) sur I et a un réel tel que a € I.

e Continuité en un point : f est continue en a si et seulement si f admet une limite en a égale a f(a) :

C’est-a-dire  lim f(x) = f(a) eten particulier lim f(x) = lim f(x) = f(a)
x—a x-a~ x—-at

e Continuité sur un intervalle : f est continue sur I si f est continue en tout point a de I.

Graphiquement,onlit:  lim f(x) =—c0 et lim f(x) = +o
x——2" x—--2%
lim f(x)# lim_ f(x) donc f n’est pas continue en —2.
x—-—2" x—-—2%
lim f(x) =—c0 et lim f(x) =4
x—2" x-2%

Ainsi, lirél_ flx) + 1iI£1+ f(x) donc f n’est pas continue en 2.
xX— X—
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Jim_fG) = Jim, () o Jim, fG) = Jim, £()
x<2 C x>2

désigne la limite a
gauche de f ena

désigne la limite a
droitede fena

2)

e Asymptote horizontale :

Soit a un réel.
Si
lim f(x)=a
X——00
Alors la courbe représentative de f admet une d’équation y = a en —oo,
Si
lirP f(x)=a
X—+ 00
Alors la courbe représentative de f admet une d’équation y = a en +oo.

e Asymptote verticale :

Si
lim f(x) = £o0
A xX—a
ou si
lim f(x) =t
A x->a~-
ou si
lim f(x) = o
] x—at
Alors la courbe représentative de f admet une d’équation x = a.

e Asymptote oblique :
Soit a un réel non nul et b un réel.

Si
lim [f(x) —(ax+b)] =0
X——00
ou Si
liIIl [f(x) —(ax+Db)] =0
X—>+ 00
Alors la courbe représentative de f admet une d’équation y = ax + b.
Graphiquement, on lit :
lim f(x) =—o lim f(x) = 4o
xX—>=27 x—>—2%

Donc la droite d’équation x = —2 est asymptote verticale a C;|
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~

Jim, /() = +o0

<c tend vers —2 par valeurs supérieures

Par ailleurs,
lim f(x) = +oo lim f(x) = —oo

Donc la droite d’équation x = 2 est asymptote verticale a C;

Enfin,
lim f(x) =3 lim f(x) =3
X——00 X—+

\Donc la droite d’équation y = 3 est asymptote horizontale a C; en —oo et en +oo\.

Limites et comportement asymptotique — Exercices corrigées

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)
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Exercice 2 (2 questions) Niveau : facile

Déterminer les limites suivantes et en déduire la présence d’une éventuelle asymptote.

—5x ] 1
im im lim ( +3x + 2)
x--2"x+ 2 x-3+tx — 3 x-1-\x — 1
lim 2x +3 . xP—x+1 I 2x3—x+7
x—>-c0 X — 7 x—1>r-|poo —x3 42 x—1>I—noo x% =2

Correction de I’exercice 2

Remarque prealable @ Le verbe « déduire » signifie « partir de propositions prises pour prémisses ». Il s’agit
donc d’utiliser le résultat de 1’étude d’une limite pour conclure la présence ou non d’une asymptote.

1) Déterminons lim
x->-2"x + 2

SiX=x+2,alors:

D’ou, par quotient, lim X =0"

On en déduit que la courbe représentative de la fonction f: x ~ % admet une asymptote verticale d’équation|

(représentée ci-dessous en bleu).

Limites et comportement asymptotique — Exercices corrigées

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)
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llm x+2=0"

D’ou, par quotient,

. .3
im = lim
x-—-2tx+2 x-0tX

= 400

Cette etude de limite aurait également permis d’établir que la courbe représentative de la fonction f: x - P

admet une asymptote verticale d’équation x = —2| (représentée ci-dessus en bleu).

La courbe représentative de la fonction f:x — —— admet également une asymptote

x+2
horizontale (représentée ci-dessous en rose) d’équation y = 0 en —oo et en +oo. En effet,

lim x+2 =+ lim x +2 =-o
xX—+00 X—>—=00
li 3 = i 3—O+ li 3 = 1 3—O_
xodbox + 2 Xoheo X itk x + 2 Xomeo X
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—5x

2) Déterminons im
x-3tx — 3
lim x —3 = 0%

x—3t
Et
lim —5x = —15
x—37t
D’ou, par quotient,
—5x —15
lim = lim — = -

x-3tx—3 x-0t X

Donc la courbe représentative de la fonction f: x — % admet une ]asymptote verticale d’équation x = 3].

On aurait également pu montrer la présence d’une asymptote verticale d’équation x = 3 a la

courbe représentative de la fonction f: x — % en montrant que :

I —5x I -15
Al T T g e = A

La courbe représentative de cette fonction admet également une asymptote horizontale
d’équaion y = —5en —oo et en +oo. En effet,on a:

—5x —5x Soienta, € R*, b,, E R*, n € N* et m € N*,
lim = lim — =5 tn m = m
X—>—0 X — x—>—oco X
La f deéfinie par :
—5x —5x n n—1
lim = lim — = =5 | f(x) = 2 TInaX FHUXTD o goate 3 Ta limite en oo du

bmx™+b,,_1x™ 1+-+byx+bg

x>+ X — 3 xX—>+co X
n

anx
quotient de ses mondmes de plus haut degré - nxm.
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1
+3x+2)
x—1

3) Déterminons lim<

x-1"
limx—-1=0"

x—1"
D’ou, par quotient,

NN 1
Ao x— 1 xoo-X

= —C0

Et

lim3x+2=5

x-1"

Donc, par somme,

1
lim( +3x+2)=—oo
x-1-\x —1

On en déduit que la courbe représentative de la fonction f: x — lel + 3x + 2 admet une \asymptote verticale]

d’équation x = 1],

On pouvait également montrer la présence d’une asymptote verticale d’équation x = 3 en étudiant

lim

( +3x+2)=+oo
x-1t \x — 1

La courbe représentative de cette fonction admet également une asymptote oblique
d’équation y = 3x + 2 au voisinage de —oo et de +oo. En effet,

1 1 1 1
i e - = i _— —_ _ = i = i —_= +
xl_l)rgl00 (x_1+3x+2) (3x+2)] xl—1>I-|I-loo(x—1+3x+2 3x 2) xl—1>rPoox—1 Xl_l)erX 0
li ! 3 2 3 2)| = L ! 3 2—-13 2=l 1—1' 1—0‘
dm [ 3] = G ) = i (=g sz -sx2) = im oo = i =
4) Déterminons lim 2x +3
x—>—00 X — 7
D’apres le théoréme sur les limites des fonctions rationnelles en I’infini,
- 2x+3 - 2x
lim = lim —=2
X—>—00 X — X—>—o00 X
Donc Cy, la courbe représentative de la fonction f:x - % admet une \asymptote horizontale d’équationl

au voisinage de —oo.

e On montre également que la droite d’équation y = 2 est une asymptote horizontale a C; en +oo.

e (s admet également une asymptote verticale d’équation x = 7.
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5) Déterminons lim xoxtd
x—to0 —x3 + 2

D’apres le théoréme sur les limites des fonctions rationnelles en I’infini,

x*—x+1 Xt 1 -1
im ——— = lim = lim —= lim —=0
x>+ [EXSI4 2 x>+ BES  xo+w—X xo+m X

2_
Il résulte de cette étude de limite que la courbe représentative de la fonction f: x HxT’i:_zl
lasymptote horizontale d’équation y = 0|

La courbe représentative de cette fonction admet €également une asymptote verticale d’équation
x = 21/3,

3 _
6) Déterminons [im X —x+7
xo—c0  x?—2

D’apres le théoréme sur les limites des fonctions rationnelles en 1’infini,

2x3—x+7 o 2x3

xX——00 xe — 2 x——00 X9 x—>—00

3_
Donc la courbe représentative de la fonction f: x — % n’admet ]pas d’asymptote horizontale].

La courbe représentative de cette fonction admet en revanche deux asymptotes verticales
d’équation respective x = V2 et x = —/2, ainsi qu’une asymptote oblique d’équation y = 2x.

Asymptote verticale
d’équation x = =2 SU

Asymptote oblique
d’équation y = 2x

Courbe représentative de
la fonction

Asymptote verticale
d’équation x = /2
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Exercice 3 (2 questions) Niveau : moyen

Déterminer la limite de chacune des fonctions suivantes puis en déduire si la courbe représentative de la
fonction admet une asymptote.

2 _ -6
Jim (Vx+1-vx—6) lim 2’2 tx—1 lim
x+oo [ 5x% — 2x + 7 ¥t 2x —3—V2x +7

Correction de ’exercice 3

Rappel : Limite d’une fonction composée de deux fonctions

Soit u une fonction définie sur un intervalle J, soit v une fonction définie sur un intervalle I, telle que v(x) € J.
La fonction f définie sur I telle que f(x) = u(v(x)) (ou f(x) = (uev)(x)) est la fonction composée de la
fonction v suivie de la fonction w.

a, b et ¢ désignent chacun soit un réel, soit +oo, soit —oo.

Si

tim v =
Etsi

limue0 =
Alors

lim 0 =

1) Déterminons lim (Vx +1—vx—6)

Remarquons tout d’abord que la fonction x — vx + 1 est la composee, définie sur [—1; +oo[, de la fonction
x - x + 1 suivie de la fonction x - /x.

D’une part,
lim x+1=
X—+00o
Et
LA
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D’ou, par composition,

lim Vvx+ 1= llm\/— .

X—40o0 X—-+0c0

D’autre part,

lim x — 6 =/+0o0
X—+00

Et

Xl—1>r-ir-loo \/Y - .
D’ou, par composition,

lim Vx — 6 = lim JY:.

X—+00 X-%0c0

Donc, par différence, on aboutit a une forme indéterminée (FI) de la forme co — oo ; en effet :

lim (Vx+1—+Vx—6)="c0— 00" (FI)

X—+o00

Pour lever I’indétermination, il convient de transformer 1’expression vx + 1 —+x — 6. Pour cela, on la
multiplie par son expression conjuguée, afin de mettre en évidence la forme factorisée (4 — B)(4 + B) de
I’identité remarquable (4 — B)(4 + B) = 4% — B*. L expression (4 — B) est dite « I’expression conjuguée »
de (A + B).

lim (Vx+1—-Vx—6)= lim (Va1 — NS ) (Va1 + NS
o e (Vx+1+Vx—6)

(Vx+1 -VEmg) (x+1-(x-6)  (x+1-x+6)

1m = 1m = 1l1im
xoto (Vx+1+Vx—6) xto(Vx+14+Vx—6) x+o(Vx+1+Vx—6)

7
= lim
x>+ (Vx + 14+ vVx —6)

Or, d’aprés ce qui précede,

ligl Vx+1=+4
X—>400
lirp Vx —6 =400
X—+00

D’ou, par somme,

lim (Vx+14++vVx—6) =40

X—+00

Donc, par quotient,

) 7 .7
lim = lim ==0"
woto (Vx 1+ —6) XotoX
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On en déduit que la courbe représentative de la fonction f:x — vx + 1 —+vx — 6 admet une [asymptote

horizontale d’équation y = 0 au voisinage de +oo]

24 . _
2) Déterminons |y, |2% tX=1
x—+o0 [5x% — 2x + 7
D’une part,
2x*+x—1 _2x? 2

im ———— = lim
x>+05x%2 —2x 4+ 7 x-5+05x% 5

" 2 +x—-1 |2
e bo 5x2—2x+7 45

2x%4x—1
5x%—2x+7

D’ou, par composition,

Par conséquent, la courbe représentative de la fonction f: x — admet une \asymptote horizontale\

d’équation y = \/% au voisinage de +oo|.

2x%+x—1

5x%—2x+7 admet

On peut également montrer que la courbe représentative de la fonction f: x —

: , . 2 .
une asymptote horizontale d’équation y = \/; au voisinage de —oo.

—6
3) Déterminons lim
) xoto2x —3 —\2x +7

D’une part,

lim 2x —3 =+
X—+00

D’ou, par composition,

lim v2x —3 :Xlirp VX = 4+

xX—+00

D’autre part,

lim 2x 4+ 7 = 400

X—+00

D’ou, par composition,

lim \/2x+7=Xlir_P VX = 4+

xX—+0o

Donc on aboutit a une forme indéterminée :

lim (\/Zx —3—V2x+ 7) = "oo — 00" (forme indéterminée)

X—+00
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Pour lever I’indétermination, il convient de transformer I’expression v2x — 3 —+/2x + 7. Pour cela, on la
multiplie par son expression conjuguée.

—6

—6(V2x =3 +V2x +7)

lim = lim
x>t (\2x =3 —V2x+7) xote(V2x—3—V2x+7)(V2x =3 +V2x +7)

y —6(V2x —3+V2x +7)
= m =
re \x =3 I+ 7

= lim

—6(V2x —3+V2x +7) |
= 1m

—6(V2x —3+V2x +7)
x—1>r-poo 2x—3—-(2x+7)

3(V2x =3 +V2x +7)

xX—+00 -10 X—+00 5
D’apres ce qui précede,
Ao VZx =3 = e
Et
Jm V2x+7 = oo

D’ou, par somme,

Jim (V2x =3 +V2x +7) = 4o

Donc
. 3(W2x—-3++V2x+7) | 3X
lim = lim — =4
—+00 5 X—>+o0 5
, , . . -6
Par conséquent, la courbe représentative de la fonction f: ’admet |pas d’asymptote
q P fx 2 g gy admet p ymptote

lhorizontale au voisinage de +oo|

Les cas de formes indéterminées (FI) nécessitent une étude particuliere. Ces cas sont, pour les opérations

élémentaires (+ ; — ; X ; <), au nombre de 4 et de la forme :
00 — 00 0 X oo f 9
0 0
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Exercice 4 (4 questions) Niveau : facile

Soit f la fonction définie sur R — {—1} par: f(x) = 4 — x — G+ 1)

1) Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. En déduire les asymptotes
éventuelles.
2) Montrer que Cy, la courbe représentative de f, admet la droite d’équation y = 4 — x comme asymptote

oblique.
3) Tracer C; et ses asymptotes afin de controler les résultats obtenus aux questions précédentes.

Correction de ’exercice 4

2

Soit f la fonction définie sur R — {—1} par: f(x) = 4 — x — G+ 1)

1) Etudions les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Ona:Df =R—{-1} =]—o0; —=1[ U ]-1; +oo[. Donc il convient d’étudier les limites en —co, =17, —1% et
+ 00,

e Ftudeen —oo:

D’une part,
lim —x = 4+
X——00
D’ou
lim 4 —x = +o0
X—>—00
D’autre part,
lim x+1=-o0
X——00

D’ou, par composition,

lim (x + 1) = lim X*= 4o
X——00 X—>—00
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D’ou, par quotient,
li 2 _
X’Ln—looX' B

lim ——— = 0+
xe (x + 1)2

D’ou

Donc, par somme,

2
lim (4—x——0—)=
x—1>r_noo< x (x+1)2) +oo

Donc Cy, la courbe représentative de f, n’admet |pas d’asymptote horizontale au voisinage de —oo

e FEtudeen—1":
D’une part,
lim 4—x=5
x—->-=1"
D’autre part,
lim x+1=0"
x->-1"

D’ou, par composition,
lim (x +1)* = lim X*>=0"
x—>—1" X-0"
D’ou, par quotient,

: .2
A (x+1)?2 X =

li —2 =
i <_ G+ 1)2> T

+oo

D’ou

Donc, par somme,

, 2
i (45 ) =~

Donc Cy, la courbe représentative de f, admet la ]droite (d,) d’équation x = —1 comme asymptote verticale\.
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e FEtudeen—17":

D’une part,
lim 4—-—x=5
x—>—1%

D’autre part,

lim x+1=0%
x—>—1%
D’ou, par composition,

lim (x +1)? = lim X*= 0"
x—>—1% X-0t

D’ou, par quotient,

D’ou

_ 2
(- r) =-

Donc, par somme,

. 2
e e s

Donc C¢, la courbe représentative de f, admet la droite (d;) d’équation x = —1 comme asymptote verticale].
(résultat déja obtenu ci-dessus)

e FEtudeen +oo:

D’une part,
lim —x = —oo
X—+00
D’ou, par somme,
lim 4 —x = —o0
X—+00

D’autre part,

lim x+1 =+

X—+co

D’ou, par composition,

lim (x + 1)* = Jim X% =400

X—+o00
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D’ou, par quotient,

2 _ o

lim — =
X5+ X'

lim ——— =
x—l>r-|¥100 (_x + 1)2

. 2 _
xl_l)llloo <_ (x + 1)2> -

D’ou

Donc, par somme,

2
lim (4—x——— | =-
i, (4= Gy

Donc Cy, la courbe représentative de f, n’admet |pas d’asymptote horizontale au voisinage de 4o

2) Montrons que C; admet la droite d’équation y = 4 — x comme asymptote oblique.
Pour tout x € Dy,

2

f)—(@—x)=4—x TR

_(x+1)2_(4_x):

Or, d’apres la question précédente,

. 2 _
x1—1>r-|¥loo e 1)2> =0

Donc

lim (F0) — (4—x)) = 0"

Par conséquent, \Ia droite (d,) d’équation y = 4 — x est asymptote oblique a Cr au voisinage de +oo\.

On peut également montrer que \Ia droite (d,) d’équation y = 4 — x est asymptote oblique a Cr au
Voisinage de —oo
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3) Tragons Cy (en vert) et ses asymptotes.

-1

D’apres le graphique ci-dessus, on constate que les résultats obtenus aux questions précédentes sont conformes.

Exercice 5 (5 questions) Niveau : moyen

Soit la fonction f définie sur Dy = R — {2} par :

x*=3x+6

fG) =——=

On note Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0 ; 7; J).
1) Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout reel x de Dy,
(x)=ax+b+ 2
f(x) =ax X

2) Déterminer les limites de f aux bornes de Dy. En déduire les éventuelles asymptotes a C; paralleles aux

axes du repere.
3) Montrer que Cr admet une asymptote oblique d’équation a préciser.

Correction de I’exercice 5

Soit la fonction f définie sur Dy = R — {2} par :

f(x):x2;3x+6

- X
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On note Cy sa courbe représentative dans un repére orthonormal (0 ; 7; J).

1) Déterminons les réels a, b et c tels que, pour tout reel x de Dy,

Cc
f(x)zax+b+m

Pour tout réel x de Dy,

c (ax+b)(2—x) ¢ 2ax—ax®+2b—bx ¢ 2ax—ax’+2b—bx+c

b
a+bro— 2 —x) 2 —x 2—x T 2 —x

_ —ax’+ (a—-b)x+2b+c
B 2—Xx

Ainsi, on doit obtenir :

—ax’+ (2a—-b)¥+2b+c x*—3x+6

2—x 2—x
—a=1
Par identification des coefficients (uniques) des monémes du numérateur,ona:{2a — b = —3
2b+c=6

Résolvons ce systéme :

—a=1 a=-1 a=-1 a=-1 a=-1
{2a—b=—3<=>{2><(—1)—b=—3@{—2— =—3<:>{—b=—3+2<=>{—b=—1

2b+c=6 2b+c=6 b+c=6 2b+c=6 2b+c=6
a=-1 a=-1 a=-1
= b=1 Sy b=1 &9b=1
2X14+c=6 c=6-—2 c=4

Donc, pour tout réel x de Dy,

— 1 4
f(x)——x+ +m

2) Déterminons les limites de f aux bornes de Dy afin d’en deduire les éventuelles asymptotes a Cr
paralleles aux axes du repére.

Les asymptotes paralléles aux axes d’un repére (O ; 7; J) sont les asymptotes horizontales et
verticales. Une asymptote horizontale est paralléle a I’axe (0 ; T) des abscisses ; une asymptote verticale est
paralléle a ’axe (O ; J) des ordonnées.

La question précédente a permis d’établir que :

f(x)=—x+1+2_x
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e FEtudions lalimite de f en —o0 :

D’une part,

lim —x+1=+4ow

X——00
D’autre part,

lim 2—x =+

X——00

D’ou, par quotient,

Donc, par somme,

e FEtudions lalimitede fen2~ eten 2% :

D’une part,
lim —x+1=Ilim —x+1=-1
x—2" x—-2+
D’autre part,
lim 2 —x = 0% lim 2—x=0"
x—27 x—2+
D’ou, par quotient,
li | * + i * li *
= _ = (00} = — = —00
X022 — x X0+ X X3 2 — x Xo0- X
Donc, par somme,
lim f(x) = 4 lim f(x) = —c0
x—2~ x—-2%

Par conséquent, C; admet une asymptote verticale d’équation x = 2, paralléle a I’axe des ordonnées.

e FEtudions la limite de f en +oo :

D’une part,
lim —x+1=—o
X—+00
D’autre part,
lim 2—x=—o0
X—+00
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D’ou, par quotient,

y 4 I 4_0_
x—1>r-|¥1002—x_X—l)rPoo}_

Donc, par somme,

lim f(x) = —o

X—>+o00

3) Montrer que Cr admet une asymptote oblique d’équation a préciser.

D’apres la question 1), pour tout réel x de D,

f(x)=—x+ +m

Ainsi, pour tout réel x de Dy,
) —(—=x+1)=—x+1+ i (=x+1) = *
fx X = —X 7 X =5
Nous avons en outre établi a la question 2) que :

I 4 I 4_0_
x—1>I-|‘{1002—x_X—1>IIloo)_(_

Donc

[f(x) = (=x+ D] =0"

lim
X—+00

Par conséquent Cr admet une asymptote oblique d’équation y = —x + 1 au voisinage de +oo.

On a de surcrotit :

4
i —_(— = i = —_= +
xl—1>r—noo[f(x) ( X+ 1)] xl—lgloo 2—x X—IHIOOX 0

C’est-a-dire que Cr admet une asymptote oblique d’équation y = —x + 1 au voisinage de —co.
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